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Modelagem discreta através de exemplos
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Resumo

O sucesso de um modelo matemético depende da facilidade com que ele pode ser usado e da precisao
com que ele prevé e explica o fendomeno que estd sendo estudado. Este artigo ilustra, por meio de
exemplos, algumas situacoes em que é possivel descrever os fendmenos discutidos sem usar muitos
pré-requisitos de matematica superior. Modelos discretos como os que sao apresentados neste texto,
sao uma forma “natural” de pensar a modelagem matematica, tendo em vista que a observacao da
variagao de uma quantidade que nao se mantém constante, se dd em uma sequéncia de periodos em
um processo naturalmente discretizado. Todos os modelos apresentados aqui envolvem relagoes de
recorréncia em uma ou mais varidveis em que a construcao da solugao é feita de modo a recair em
casos mais simples, como progressoes geométricas. O intuito é que esses exemplos sejam discutidos
com estudantes a partir do ensino médio.

Palavras-chave: modelagem matematica; modelos discretos; relagao de recorréncia; equacao de
diferencas.

Abstract

The success of a mathematical model depends on how easily it can be used, and how accurately it
predicts and how well it explains the phenomenon being studied. This paper illustrates, through
examples, certain situations in which it is possible to describe the phenomena discussed without
using many higher mathematical prerequisites. Models such as those presented in this text are
a natural way of thinking about modeling, considering that the observation of the variation of a
quantity that does not remain constant takes place in a sequence of periods in a naturally discrete
way. All the models presented here imply recurrence relationships in one or more variables, and
the solution is constructed in such a way as to reduce the models more simply, like geometric
progression. The purpose is to share these examples with students in high school.

Keywords: mathematical modeling; discrete models; recurrence relation; difference equations.

1. Introdugao

Existem muitas situagoes cotidianas em que modelos mateméticos utilizados para a descricao de
certos fendomenos tem como varidvel independente uma varidvel discreta. Por exemplo, a taxa de
juros, ainda que diaria, é discreta. O custo de produgao de uma determinada mercadoria pode ter
varias variaveis, como quantidade de matéria prima, custo da mao de obra, tempo de producao,
etc. que sdo discretas. De uma forma geral, a cada problema podemos associar uma ou mais
variaveis discretas, dentro de um intervalo adequado.
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Neste texto consideramos a variavel tempo quando o intervalo de tempo é discreto. Apresentamos
algumas situagoes/problemas em que a modelagem discreta se aplica de maneira natural. Optamos
pela construgao da solucao a partir de elementos “bédsicos”com o objetivo de tornar a leitura mais
“autocontida”’, permitindo a aplicagao de vérios conceitos matematicos. Muitas das “operagoes
matematicas” utilizadas podem ser resolvidas com o auxilio de recursos computacionais, que sao
bem vindos! Explorar o processo de modelagem é mais importante (neste texto!) do que as contas
propriamente ditas.

Neste “cédlculo discreto”, o dominio das fungoes sao subconjuntos do conjunto dos niimeros naturais
u:SCN-R,

ou seja, sdo sequéncias e usaremos a notagdo u, para representar a fungdo u(n). Algumas vezes
considera-se n € N U {0}, sem destacar tal fato.

Exemplos de fungoes discretas (bem conhecidas!) s@o progressdo aritmética (PA) e progressao
geométrica (PG). Ambas fungdes sdo dadas de forma recursiva, isto é, um termo é obtido do
anterior pela adi¢ao da razao, no caso de PA e pelo produto da razao no caso de PG. No entanto,
a descrigao destas funcoes através do termo geral facilita muito o estudo de suas propriedades. No
caso de PA temos:

up=up +(n—1Dr

onde r representa a razao e uj o primeiro termo da sequéncia.

Para PG temos:
U = ulqn !

onde q representa a razao e u; o primeiro termo da sequéncia.

Nem sempre é simples obter uma “férmula fechada”, como no caso do termo geral da PA e PG,
para uma funcao discreta dada de forma recursiva. Neste texto abordamos alguns exemplos e
algumas maneiras de resolver este problema.

Vale destacar que o estudo de equagoes com varidveis discretas é bem consolidado, conhecido como
equagoes de diferencas, que podemos associar com o caso discreto das equagoes diferenciais, com
as devidas ressalvas. O estudo destas equagoes de diferencas e propriedades das suas solucoes pode
ajudar na obtengao da solucao, mas para isso seria necessario a apresentagao de alguns resultados
que fogem da natureza deste texto. Para os interessados no estudo sobre as equagoes de diferencas
sugerimos as referéncias [4, 6, 7, 8].

2. Exemplos de modelagem discreta

Apresentamos a seguir alguns exemplos de modelagem discreta. Apesar de modelos simplificados,
eles ilustram o processo de elaboracao, com informagdes sobre o fendmeno, utilizacao da linguagem
matematica e construcao da solugao.

Absorcgao de medicamentos

Cada medicamento age de uma maneira diferente dentro do organismo e ¢é igualmente metaboli-
zado de uma maneira distinta. A posologia varia em funcao do paciente, da doenga que esta sendo
tratada e do tipo de medicamento utilizado. Ela estd relacionada também com o tempo de agao

N

415 St
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Talpo e Lima

e a dose terapéutica, isto é, a dosagem necessaria para a agao do medicamento. E muito impor-
tante respeitar posologia e intervalos orientados pelo médico, uma vez que abaixo do indicado o
tratamento é ineficaz e, acima, é potencialmente téxico.

Vamos comecar com a seguinte situagao problema:

A dosagem de um medicamento prescrito deve ser administrada no paciente uma vez a cada
periodo de 8 horas por 5 dias consecutivos. Considere Q a quantidade de medicamento admi-
nistrada em cada periodo e vamos representar por D, a quantidade de medicamento acumulada
no organismo no n-ésimo periodo. Sabendo que o préprio organismo elimina, através do metabo-
lismo, uma certa fragao p do medicamento acumulado durante cada periodo, vamos encontrar uma
expressao para Dy.

A quantidade de medicamento acumulada no organismo em cada periodo depende da quantidade
existente no periodo anterior, da fracdo do medicamento que foi eliminada e da nova dose adminis-
trada, isto é, o medicamento acumulado no organismo do paciente no periodo n é igual a quantidade
existente no periodo (n—1) menos a fragao p que foi eliminada, pelo préprio organismo, adicionado
da nova dosagem Q. Com isso obtemos a seguinte equagao recursiva:

Do =Q
Dn = (17p)Dn—1 +Q

para n € N. Esta equacao é um exemplo de uma Equacao de Diferenca.

(1)

Podemos encontrar uma solugao, que neste caso representa a quantidade de medicamento acumu-
lada, em cada periodo n, resolvendo recursivamente a equagao, isto é, calculamos D1, a partir dele
obtemos Dy e, assim sucessivamente, até chegar em D,. No entanto, vamos explorar um pouco
este método recursivo e tentar encontrar uma equagao “fechada’para D,, sem a necessidade de
calcular a quantidade de medicamento acumulada em cada um dos periodos. Temos que

Dy =(1-p)Do+Q
e, como Q = Dy, podemos reescrever
Dy = (1-p)Do + Do.
Para D5y obtemos
D2 =(1-p)D1+Do

=(1-p) [(1=p)Do + Do] + Do
= (1-p)®Do + [(1 - p) + 1] Dy.
No caso de D3,
D3 = (1-p)D2 + Do
=(1-p) [(1-p)*Do + [(1-p) +1] D] + Do
=(1-p)°Do+[(1-p)*+(1-p)+1] Do.
Ja é possivel perceber que para D), teremos
Dy =(1-p)Dun1+ Dy
=(1-p)"Do+[(1-p)" "+ +(1-p)?+ (1-p)+1] Do.
ran
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Olhando com atengdo para a expressao

(1-p)" '+ +(1-pP+(1-p+1 (2)

percebemos que ela representa a soma de n termos de uma progressiao geométrica (PG), com
primeiro termo a; =1 e razao q = (1-p). E bem conhecido que a soma S,, dos n primeiros termos
de uma PG, para q # 1, é dada por

S, = a1(q" — 1).
q-1
Aplicando esta férmula em (2) e substituindo na expressdo de Dy, obtemos
1-p)n-1
Dy = (1-p)"Do + &]Do,
-p
que pode ser simplificada, substituindo Dy por Q, em
Q n, Q
p.-la 2a pred ®
p p

Esta equacao nos d4, de maneira direta, a quantidade de medicamento acumulada, em qualquer
b) 9 )
periodo, sem a necessidade dos calculos recursivos.

Exemplo 1 (Absor¢ao de medicamentos). No problema descrito acima considere Q =2 ml e p =
0,25. Qual a quantidade de medicamento acumulada no décimo periodo?

Solugdo. Utilizando a férmula dada na Equagéo (3) obtemos

— _ 2 10
Dig = [2 0725] (0, 75) +

= 7,662 ml.

0,25 (4)

Dinamica populacional

A ave Rolinha-roza', que pode ser vista na figura abaixo, foi uma das primeiras espécies
brasileiras a se adaptar ao meio urbano, sendo muito comum em boa parte das cidades brasileiras.
Sua reprodugao acontece com a postura de, geralmente, dois ovos que sao chocados, em média, por
duas semanas. Os filhotes sao alimentados pelo casal por um periodo de duas semanas, quando
abandonam o ninho. Quando as condicoes ambientais permitem, o casal inicia novamente o ciclo
reprodutor, que é de aproximadamente um més.

Nome cientifico: Columbina talpacoti

N
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Figura 1: Rolinha-roxa

Vamos analisar um modelo discreto para a dinamica populacional da rolinha-roxa, considerando
o perfodo de um més e dois estagios: ovos (O) e aves (A). Vamos considerar também algumas
caracteristicas desta espécie descritas abaixo:

e Considere que 20% das aves morrem a cada perfodo;
e Considere que 80% dos ovos tornam-se aves;

e O nimero de ovos para esta espécie é de 60% da populacao de aves.

Denotando por A, e O, a quantidade de aves e de ovos no periodo n, respectivamente, podemos
montar um sistema de equagoes recursivas que descreve esta dinamica:

4 4
An —gAnfl + 5Onfl
3
n=-An
@) = An

Para encontrar uma “férmula fechada”para a populacdao de aves, a partir do método recursivo,
vamos reescrever nosso sistema na forma matricial:

An| _[4/5 4/5||Ana
On| 13/5 0 ||Onh1]|”
Colocando A / / A
_|Ax _|4/5 4/5 _[Ana
e el ool

obtemos uma equagao recursiva matricial X, = MX,, 1, onde X representa a populagao de aves e
o numero de ovos no instante inicial. Temos entao:

X; = MX,
X, = MX; = M?X,

X, = M"X,. -
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Note que para encontrar uma “férmula fechada”para A, nosso trabalho consiste em encontrar M",
ou seja, a n-ésima poténcia da matriz M (que pode ser muito trabalhoso!). Para simplificar nosso
trabalho, vamos tentar (nem sempre isso é possivell) diagonalizar a matriz M, isto é, encontrar
uma matriz P invertivel e uma matriz D diagonal, tal que

M =PDP !, (5)
pois desta maneira,
M" = (PDP !)" = PD"P!
e para obter a n-ésima poténcia de uma matriz diagonal, basta calcular a n-ésima poténcia dos
elementos da diagonal. Multiplicando a Equagéo (5) por P & direita (Cuidado! Produto de matrizes

nao é comutativo.), obtemos
MP = PD. (6)

Vamos analisar esta tltima equag@ao para tentar encontrar caracteristicas das matrizes P e D.
Sejam
/11 0 Vi W1
D= eP= ,
0 /12 Vo Wgo
onde A1, A9, vy, V2, W1 € W sdo numeros reais. Da Equagao (6) temos

M Vi Wi _ [V Wi /11 0— _ /11V1 AQWl
Vo Wo - Vo W2 0 /12< - /11V2 /IQWQ ’

Olhando para esta ultima equagao podemos notar que
faf = esa -a ) @
Vo W2 | W2

De modo geral, para um vetor U = [31], queremos resolver o sistema MU = AU, ou de modo
2

1 0
0 1
solucdo nao trivial se e somente se o determinante associado a matriz (M — Aly) for igual a zero.
Logo encontramos um método para obter (caso existam!) os nimeros 11,42, vy, Vo, W1 € Wa.

equivalente, (M —2Al3) U = 0, onde I = [ ] Como este sistema é homogéneo, ele terd uma

Resolvendo temos

_ 4/5-1 4/5 5 4 12
det(M*AIQ)—dt 3/5 /1] A *g/l*%
. , ~ 2 6 e ~
cujas raizes sao Ay = ,g edy = 5 Substituindo estes valores na Equacao (7), ficamos com

2 Il =2 ]
HE I ]

que possuem como possivel (existem infinitas!) solugao [Xl] = [ 2/3] e [zl] = [ﬂ Deste modo
2 2

temos que as matrizes D e P sao dadas por

D:[20/5 6(/)5] P= [21/3 ﬂ
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Calculando a inversa da matriz P obtemos a diagonalizacdo da matriz M

- A e
v v e

Observagao 1. O polindmio obtido como determinante da matriz (M — Al5) é chamado de polinémio

;o ~ . . Vi
caracteristico. Os valores 1; e A3 sdo chamados autovalores associados a matriz M e os vetores [v ]
2

2
encontrados com mais detalhes em qualquer livro de dlgebra linear, como por exemplo [3]. Existem
véarios softwares que, quando possivel, diagonalizam uma matriz. Por exemplo, uma versao online
pode ser encontrada em https://pt.symbolab.com/solver /matrix-diagonalization-calculator, acesso
em 08 de maio de 2023.

W1 ~ . .
e [w ] sao chamados de autovetores. Estes conceitos se estendem para matrizes n X n e podem ser

Assim, voltando ao nosso problema,

anPD“P1=[21/ ’ ﬂ [(265)n (6/05)“] [33//88 ??ﬂ

donde segue

S I | R o S B

Explicitando A, e Oy em termos das quantidades iniciais de aves Ay e ovos Og, temos
A 72 n n n o n
An =_O j— +3 § + % § _ _2
4 5 5 2 |\b 5
3A0 [(6)\" (—2\"] O -2\" (6\"
On=—7~—"|z| —|= — 3|— =1 1.
2l G2 RE) 6
Exemplo 2 (Dindmica populacional). O departamento de zoonoses da prefeitura realizou um censo
de aves em uma certa regiao da cidade e estimou que existam 210 aves da espécie rolinha-roxa com

100 ovos nos ninhos. Com base na dinamica populacional descrita acima, qual a quantidade de
aves daqui a seis meses?

(8)

Solugdo. Utilizando a férmula dada na Equagdo (8) para calcular Ag obtemos:

O SR RG]

cuja aproximagao para um numero natural resulta em Ag = 620 aves. O

; (9)

Vale ressaltar que neste exemplo nao estamos considerando as limitagoes no meio ambiente.
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Dinamica de mercado

Ser lider de mercado é (geralmente!) a meta de toda empresa. No entanto, as condigoes
econdémicas mudam, os concorrentes langcam novos produtos e os interesses e as exigéncias dos
consumidores também mudam. Estas circunstancias desafiadoras de mercado, com frequéncia,
exigem que as empresas reformulem varias vezes suas estratégias de marketing e ofertas de produtos
visando aumentar sua participacao no mercado. Essa variacao da participacao das empresas no
mercado, ocasionadas por essa interagdo/concorréncia é chamada de dindmica de mercado.

Vamos considerar que trés empresas A, B e C, produtoras de bebidas, disputam o mercado de
uma determinada cidade. Mensalmente as empresas analisam suas vendas e, dependendo da parti-
cipacao no mercado em relagao as outras empresas, promovem campanhas publicitarias e promogoes
com o objetivo de “roubar”mercado das concorrentes. Denotando por a,, b, e ¢, respectivamente
as porcentagens de mercado das empresas A, B e C no n-ésimo més, suponha que a dinamica de
mercado seja dada pelo seguinte sistema recursivo

1 2
n=—bn1+=-Cn

a 3 1 3C 1
1 2 1

by =zan =bn 5 6n-1» 10
32% 1+ 3001 + 3C 1 (10)
2

Cp =—ay_
3 1

ou seja, a “fatia”de mercado de um determinado més depende da porcentagem de mercado das
empresas do més anterior.

Como no caso da dindmica populacional, para encontrar uma “férmula fechada” para a porcentagem
de cada empresa no mercado, a partir do método recursivo, vamos reescrever nosso sistema na forma
matricial:

an 0 1/3 2/3|lana

by|=(1/3 2/3 1/3| by

Cn 2/3 0 0 ||cna1

Novamente, colocando

an 0 1/3 2/3 an 1
X = |bal, M=1/3 2/3 1/3], eXo 1= b
Cn 2/3 0 0 Cn 1

obtemos uma equacao recursiva matricial X,, = MX,,_1, onde X representa a porcentagem de
mercado de cada empresa no instante inicial. Temos entao:

X, = MX,

X, = MX; = M?X,
(11)

X, = M™X,

e, para simplificar um pouco nosso trabalho, vamos tentar diagonalizar (lembrando que nem sempre
isso é possivel!) a matriz M. Note que agora estamos com uma matriz 3 X 3. A ideia é a mesma,
procuramos uma matriz invertivel P e uma matriz diagonal D, ambas de tamanho 3 X 3, tal que
M =PDP L.

ran
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/11 0 0 up
D={0 /12 0leP= Uo
0 0 /13 us

Vi
V2
V3
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onde A;j,u;, vi, € w; para i = 1,2,3 sdo nimeros reais. Como no caso da dinamica populacional,

queremos resolver MP = PD que é equivalente a resolver um sistema linear do tipo

t1 t1
M |te]| =2 |t2]f.
ts3 ts3

Para que este sistema possua uma solugao nao trivial vamos igualar a zero o determinante associado

a matriz (M — Al3). Resolvendo temos
- 1/3  2/3

2/3 0 -

212
det (M~ Al3) =det [1/3 2/3-21 1/3| =22+ =

2 1
cujas raizes sao A = 75,/12 = 3 e 13 = 1. Como MP = PD isto é,

0 1/3 2/3 u; Vi Wi u; Vi
1/3 2/3 1/3 Uy Vo Wo| =|[U2 V2
2/3 0 0 ||us v3 ws us V3

segue que (apds a resolugdo!) a matriz P é dada por

-1 1/2 3/2

W1

W2

W3

P=|0 -3/2 5/2|,

1 1 1

e sua inversa

-8/15 2/15 7/15
Pl=|1/3 -1/3 1/3
/5 1/5 1/5

Encontramos assim a diagonalizagao da matriz M,

0 1/3 2/3] [-1 1/2 3/2][-2/3 ©

0

-8/15 2/15 7/15

1/3 2/3 1/3|=|0 -3/2 5/2|| 0 1/3 o|| 1/3
2/3 0 0 1 1 1||lo o0 1/5
M P D

Substituindo na Equacao (11) temos

1172 321 2/3)n 0 0
Xa=10 73/2 5/2 (1/3™ 0
1 0 1
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que em termos das porcentagens iniciais de cada empresa ag, by € ¢g nos d4 uma férmula “fechada”

ag [ 2\" 1\" bo 2\" 1\" Co 2\" 1\"
n=— |16{—= 5= 9|+ —=[H4|-=] —-5|= 9|+ — |[-14[—= 5= 9
i o 5) +o(5) o]+ [45) of5) o]+ [ a(5) +ols) -

[ 1\" 1\" 1\"
TR DY I U Y D P (12)
2| 3 2 3 2 3

_ag | 2\" 1\" bo 2\" 1\" 2\" 1\"
cn—15 » 8( ) +5(3) +3 +15 [2( 3) 5(3) +3 7( 3) +5(3) +3
Exemplo 3 (Dindmica de mercado). Com base na dindmica descrita acima, suponha que num
determinado més a empresa A tenha 50% de participagdo no mercado, a empresa B tenha 30% e

a empresa C, 20%, isto é, ag = %, b = 13—0 ecy= % Qual serd a participagao da empresa B daqui
a um ano?

+ &
15

Solugdo. Utilizando a férmula dada na Equagéo (12) para calcular byo obtemos:

1 12 12 12
3 1 1 1
bia=2|1-|(= 1+(= 1-|= 13
wosl ) 3G s )] a
Efetuando as contas (com arredondamento) obtemos by = 0,5, ou seja, a empresa B terd 50% do
mercado. =

3 1
410 + 3
2 2

O problema da ruina do apostador

Consideremos um jogo entre dois jogadores A e B dividido em varias rodadas independentes
(o resultado de uma rodada independe do resultado de outra). O jogador A ganha cada rodada
com probabilidade p, 0 < p < 1, recebendo uma ficha do jogador B, e perde com probabilidade
q = 1 - p, entregando uma ficha ao jogador B. Vamos considerar apenas o caso em que p # (.
Considere que A comeca o jogo com um numero a de fichas e B comega o jogo com um ntmero b
de fichas, tendo em jogo a quantia de a+b fichas, a e b nimeros naturais. O jogo termina quando
um dos jogadores for a ruina, isto é, ficar sem fichas. Este problema estd na origem de muita
investigacao sobre probabilidades e remonta a Blaise Pascal (1623 -1662)2.

Na situagdo em que A tem n fichas, 0 < n < a+ b, seja G, a probabilidade de que o jogador A
venga o jogo (atinja a+ b fichas) apds uma série de rodadas. Apesar de nao ser simples calcular
a probabilidade de A vencer tendo n fichas, essa probabilidade se relaciona com as probabilidades
Gpi+1 e Gy 1 da seguinte maneira:

Gn = pGn+1 + an,1 (14)

A equagdo acima descreve o que ocorre ao final da préxima rodada se o jogador A possui 0 < n <
a+b—1 fichas: fica com n+1 fichas com probabilidade p ou fica com n—1 fichas com probabilidade
q. A soma é devido aos eventos serem mutuamente exclusivos (ganha ou perde a préxima rodada)
e a equagao pode ser aplicada a cada rodada pois sao eventos independentes. Para n =0, Gy =0
(pois nao pode mais apostar) e, paran=a+b, G, =1 (com a+Db fichas, A vence o jogo).

2Um pouco mais sobre Blaise Pascal pode ser encontrado em https://www.ebiografia.com/blaise_pascal/
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Antes de proceder a resolucdo da equacdo anterior, vamos reescrevé-la, em uma forma mais ade-
quada, para aplicar o método recursivo:

= (w) G, — (—1Gn,1 = (1 + g) G, — an,l (usando p+q=1).
p p p p

Na equagao de recorréncia acima é preciso a informacao duas ultimas para determinar a proxima,
por isso é chamada de um recorréncia de segunda ordem (ou equagao de diferenga de segunda
ordem).

Paran=1,
G2=(1+(—1)G1(—1G0
p p
q .
= (1+5) G (pois Gg =0).
Para n =2,
G3:(1+2)G2gG1
p p
2
=(1+g) Glngl
p P
2
:(1+g+q_2)G1
p P

Analogamente, para n = 3,

Usando inducao finita sobre n, em geral,

2 n—1
(;,](1:(1+g+q—2+...+q 1)Gq.
P P P
17 n
=T ol (q//p) G1 (usando a expressao da soma de uma P.G. finita).
—4q/P

Finalmente, como G,,1, = 1, substituindo na expressao acima, obtém-se

__l-a/
"1 (a/p)P

424 " sBm

‘SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEM) TIcA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Talpo e Lima

e a solugao da equacao é
_ 1 (a/p)”
"1 (a/p)P
que é a probabilidade do jogador A vencer o jogo, estando com 0 < n < a+b—1 fichas. Essa também

é a probabilidade do jogador B perder (rufna do jogador) o jogo, estando com 1 <a+b-n<a+b
fichas.

Exemplo 4 (Rufna do apostador). Com base no modelo descrito acima, considere um jogador A
com 90 fichas e um jogador B com 10 fichas. Em cada rodada, a probabilidade do jogador A vencer
é de 45%. Calcular a probabilidade de A vencer o jogo se em cada rodada a aposta é de:

a) uma ficha;

b) 10 fichas.

Solugao. Em cada rodada, a probabilidade do apostador vencer é p = 0,45 e a de perder é q = 0, 55,
a=90eb=10. Assim,

a) apostando uma ficha por rodada

1-(0,55/0, 45)%°
G90 = ( / )100 ~ 0, 1344.
1-(0,55/0,45)

b) apostando 10 fichas por rodada

1-(0,55/0,45)°
Gy = 0,55/ )10 ~ 0, 7899.
1-(0,55/0,45)

Podemos observar que, apesar do jogador A ter muito mais fichas do que o jogador B, quando
a aposta é de um ficha (probabilidade de mais rodadas até o final do jogo) sua probabilidade de
vencer o jogo é bem menor do que quando a aposta é de 10 fichas (probabilidade de menos rodadas
até o final do jogo). Desta forma, em um jogo desfavordvel ao apostador (que normalmente é o
caso) a ruina vem das apostas sucessivas ou para replicar o ganho obtido nas primeiras rodadas
ou, pior ainda, para tentar “recuperar” a perda nas primeiras rodadas. O

3. Consideragoes finais

A modelagem matemadtica pode ser encarada como uma aplicagdo, com o objetivo de ilustrar
conceitos e ferramentas ja estudadas e que poderao ser aplicadas tanto na formulagao como na
resolucao dos modelos, e também como uma metodologia de ensino, com o objetivo de motivar o
estudo e promover a aprendizagem de contetidos curriculares a partir de uma situagao problema
por meio da modelagem e resolugdo do modelo (ver [1] para um ensaio tedrico interessante sobre
essa temdtica). Nao é preciso “separar” o aspecto aplicagdo do aspecto metodologia de ensino.
No caso da modelagem por meio de equacoes de diferenca realizada nos exemplos discutidos, além
de conceitos e técnicas envolvendo progressoes geométricas e matrizes que foram aplicadas na re-
solucao das equagodes, a construgao das solugoes por meio da iteracao das relagoes de recorréncia
pode ser explorada tanto pensando na “automatizacao” do processo de construgao das solugoes, no
sentido de realizar o processo iterativo utilizando programagao, como no sentido analitico, tentando
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identificar padroes ou aspectos da iteracao que podem ser “generalizados”, obtendo um método de
resolucao. Deixar a cargo do estudante a obtengao do método a partir de poucos exemplos, nao
é o esperado (nem razodvel!). No entanto, introduzir um método apds a “vivéncia” com alguns
exemplos é uma estratégia diddtica interessante, pois ilustra bem a importancia e utilidade do
método, principalmente quanto a generalidade do mesmo. Provocar o estudo da matemaética por
meio de uma aplicagao tangivel a um estudante é mais um recurso didatico que pode ser explorado,
trazendo uma introducgao mais pratica e mesmo multidisciplinar de um ou mais temas. Nos proble-
mas discutidos neste texto, é possivel acrescentar uma abordagem computacional, no GeoGebra?
por exemplo, para uma abordagem mais exploratéria dos modelos, observar o comportamento das
solucoes em funcao da variagao das constantes, “plotar’o grafico das solugoes, tentar observar o
comportamento assintético nos modelos onde se aplicar. A ideia é que as modelagens apresentadas
aqui encoragem o professor do ensino médio a construir outros modelos que julgue interessantes e
adequados para desenvolver com seus estudantes.

Referéncias

[1] Barbosa, Jonei C. Modelagem na Educa¢ao Matemdtica: contribui¢des para o debate tedrico. .
In: Reunido Anual da ANPED, 24., 2001, Caxambu. Anais... Rio Janeiro: ANPED, 2001.

[2] Bassanezi, R. C. Ensino-aprendizagem com modelagem matemdtica, Sdo Paulo, Editora Con-
texto, 2002.

[3] Boldrini, J. L. [et. al.] Algebra Linear, 3a ed., Sao Paulo, Harper e Row do Brasil, 1980.

[4] Elaydi, S. An Introduction to Difference Equations, 3rd ed., Springer, 2005.

[5] Gongalves, Edgard. Rolinha-rora. Disponivel em: <https://pixabay.com/pt/photos/
rolinha-rolinhas-passarinho-passaro-2513587/>. Acesso em: 02 de fevereiro de 2023.

[6] Kelley, Walter G. and Allan C. Peterson. Difference Equations - An Introduction With Appli-
cations. San Diego: Academic Press, 2001.

[7] Luenberger, David. G. Introduction to Dynamic Systems - Theory, Models and Applications.
New York: John Wiley and Sons, 1979.

[8] Saraiva, Paulo; Murteira, José Fquagdes de diferencas: introdugdo tedrica e aplicagdes. Tm-
prensa da Universidade de Coimbra, 2013. Disponivel em: <http://hdl.handle.net/10316.2/38600>.
Acesso em: 30 de janeiro de 2023.

Humberto Luiz Talpo
Universidade Federal de Sao Carlos
<htalpo@ufscar.br>

Marcus Vinicius de Aratjo Lima
Academia da Forca Aérea
<marcuslima.afa@gmail.com>

Recebido: 24/05/2023
Publicado: 23/10/2023

3https://www.geogebra.org/

N

426 e
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA


https://pixabay.com/pt/photos/rolinha-rolinhas-passarinho-passaro-2513587/
https://pixabay.com/pt/photos/rolinha-rolinhas-passarinho-passaro-2513587/
http://hdl.handle.net/10316.2/38600
htalpo@ufscar.br
marcuslima.afa@gmail.com
https://www.geogebra.org/

	Introdução
	Exemplos de modelagem discreta
	Considerações finais

