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RESUMO

Este artigo traz uma proposta de insercao de novo contetido na mateméatica escolar. Trata-se da
exploracao da geometria hiperbélica em ambiente de geometria dinamica. Para isto foi feita a construcao
do micro-mundo Disco de Poincaré, usando-se o software GeoGebra. O menu construido permite a
realizacao de atividades que tratam as ideias da geometria hiperbdlica através de comparacoes com
aquelas que sao conhecidas e naturais na geometria euclidiana. O artigo apresenta o processo de
construcao do micro-mundo e também algumas atividades que foram concebidas para serem trabalhadas
na escola; nele também sao feitas consideracoes sobre a natureza da geometria e a sua evolucao ao longo
da historia, de forma a contextualizar a proposta.
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INTRODUCAO

Contemplar, no ensino escolar, o entendimento da geometria como um modelo tedrico que pode estar
além daquele estabelecido na geometria euclidiana, esse dependente de nossas experiéncias sobre o
mundo sensivel, pode propiciar, aos alunos, um olhar mais agucado sobre a natureza da matematica.

Os conceitos geométricos deveriam ser parte importante do curriculo de Matematica no Ensino Bésico.
Por meio deles o aluno desenvolve um tipo especial de pensamento - o pensamento geométrico - que
lhe permite compreender, descrever e representar, de forma organizada o mundo em que vive.

Algumas pesquisas ([2], [8], [10], [11]) que tratam do ensino de geometrias nao-euclidianas na escola e
na formacao de professores, apontam para a importancia de incorporar as geometrias nao Euclidianas
no curriculo da Matematica escolar, salientando que os futuros professores devam ser preparados para
seu ensino na escola. Alertam para a relevancia da formagao inicial do professor de Matematica como
o ponto de partida para a efetivacao de propostas que visam incluir as Geometrias nao Euclidianas
na Educacao Basica. Enfatizam, também, a importancia da utilizacao dos ambientes de geometria
dinamica e as interfaces de trabalho por eles disponibilizados, pois, os mesmos, propiciam a manipulacao
de objetos concretos-abstratos na tela do computador. Essa manipulacao pode preparar o aluno na
sua ascensao de patamar de conhecimento, de empirico para aquele inserido no modelo tedrico que
caracteriza uma geometria.

Neste artigo vamos apresentar uma proposta de ensino que tem como objetivo o entendimento das
primeiras ideias de um modelo tedrico que nao se comporta como o modelo euclidiano. Nele nao é mais
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valido o axioma das paralelas - aquele que garante que por um ponto exterior a uma reta passa uma e
somente uma reta paralela. Agora, por um ponto exterior a uma reta tém-se infinitas retas paralelas e
este é o axioma que caracteriza a geometria hiperbdlica. A realizacao de atividades, no contexto desta
geometria, pode ser uma fonte de enriquecimento cognitivo de nossos alunos - raciocinar com retas que
nao correspondem mais aquela ideia intuitiva usada na geometria euclidiana exige um novo patamar
de abstracao e de controle 1égico de argumentos.

As atividades que projetamos para o estudo da geometria hiperbdlica pressupoe um certo dominio da
geometria euclidiana, entendendo-se aqui que sao contetidos que normalmente sao trabalhados nos anos
finais do ensino fundamental. Assim, consideramos que é uma proposta de ensino para alunos que estao
cursando o ensino médio.

O assunto “geometria hiperbédlica” é ausente nos livros didéaticos. Isso faz sentido, se considerarmos
que em apresentacao no tradicional formato de texto escrito e figuras estaticas é um conteido que pode
ser de dificil compreensao para alunos da escola béasica. Nossa proposta se apoia, fortemente, no uso
da geometria dinamica, porque em um tal ambiente os alunos podem manipular, de forma concreta, os
diferentes objetos do modelo hiperbdlico - segmentos, retas, circulos, triangulos. Estamos admitindo
que é através desta manipulagao que, gradativamente, vao se constituindo as imagens mentais que
concretizam uma nova possibilidade para a ideia de reta - um entendimento que é crucial na exploracao
desse novo espaco. Foi com esse principio que construimos o micro-mundo Disco de Poincaré, com o
software livre GeoGebra (<www.geogebra.org>). E, fazendo uso deste micro-mundo, planejamos uma
sequéencia de atividades de forma a provocar, nos alunos, a descoberta de semelhancas e diferencgas entre
a geometria euclidiana e a geometria hiperbdlica.

No que segue, para contextualizar a proposta, iniciamos com uma breve retrospectiva sobre a natureza
da geometria e a historia da sua evolucao. Depois apresentamos o micro-mundo Disco de Poincaré; e
na ultima parte detalhamos algumas das atividades que foram projetadas para serem trabalhadas com
alunos da escola basica. A proposta, na integra, esta na dissertacao de mestrado intitulada “Geometria
Nao-Fuclidianas na Escola: uma proposta de ensino através da geometria dinamica” , apresentada pelo
primeiro autor do artigo no Programa de Pés-Graduacao em Ensino de Matematica do Instituto de
Matemaética da UFRGS.

SOBRE A NATUREZA DA GEOMETRIA E A HISTORIA DA SUA EVOLUCAO

Alguns historiadores ([1],[4]) nos falam que a Geometria comegou a se desenvolver através de necessi-
dades relacionadas ao plantio, construcoes e movimento dos astros. Euclides foi o primeiro a apresentar
a geometria organizada num encadeamento légico-dedutivo, no qual cada proposi¢ao deveria ser de-
duzida de outra mais simples de maneira légica e dedutiva. Em sua obra intitulada Elementos, ele
reuniu praticamente todo o conhecimento de Matematica basica da sua época. Os Elementos, escrito
por volta de 300 a.C, sao compostos por 13 livros contendo 465 proposicoes. As dez afirmagoes inicias
apresentadas por Euclides, na sua obra, se organizam em dois grupos: os axiomas e os postulados. Os
antigos matematicos faziam distin¢ao entre axioma e postulado: axioma é uma nogao comum aceitavel
como hipotese em qualquer ciéncia; postulado é hipétese prépria da Geometria.

Durante quase dois mil anos, a geometria de Euclides foi considerada como a tinica geometria possivel.
No entanto, o quinto postulado - “se uma reta corta duas outras retas formando angulos colaterais
internos cuja soma € menor do que dois retos, entdo as duas retas, se continuadas infinitamente,
encontram-se no lado onde estao os angulos cuja soma € menor do que dois retos”- pelo fato de possuir
uma redacao mais complexa, extensa e menos intuitiva que os postulados anteriores se tornou motivo de
forte questionamento nos séculos XVII e XVIII. Diferentes matematicos, dentre eles John Wallis (1616
- 1703), Saccheri (1667 - 1733), Lambert (1728 - 1777), Legendre (1752 - 1833), fizeram suas tentativas
de demonstragao do quinto postulado. Para estes matematicos o quinto postulado, conforme enunciado
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acima, era questionavel por nao ser intuitivamente obvio que as duas retas em questao deveriam, de
fato, se encontrar no infinito. E assim, o postulado comeca a ser pensado como uma afirmacao a ser
demonstrada. Intimeras foram as tentativas de demonstracao sendo que muitas delas admitiam, nos
argumentos, fatos equivalentes ao proprio postulado. Uma das consequéncias, que veio dessas tentativas
de demonstracao, foi a producao de varios postulados equivalentes ao quinto postulado, denominados
de postulados substitutos.

O postulado substituto mais conhecido é o que foi apresentado pelo matematico escocés John Playfair
(1748-1819) no seu trabalho Elementos de Geometria, publicado em 1795. Em linguagem moderna, o
axioma de Playfair é apresentado na seguinte formulagao: por um ponto fora de uma reta pode-se tragar
uma unica reta paralela a reta dada. Esse enunciado acabou batizando o quinto postulado com o nome
de Postulado das Paralelas.

Uma das tentativas de demonstrar o quinto postulado foi feita por Girolamo Saccheri (1667 - 1733), em
um livro chamado “Fuclides ab omni naevo vindicatus” (Euclides, sem qualquer falha) publicado em
1733. Saccheri foi o primeiro matematico a considerar uma hipotese contraditéria ao quinto postulado.
Sendo ele detentor de um grande conhecimento de logica, criou um quadrilatero, conhecido como “qua-
drilatero de Saccheri”, o qual possuia dois angulos retos e dois lados opostos de mesmo comprimento.
Sua ideia era provar, a partir dos quatro primeiros axiomas, que os outros dois angulos do quadrilatero
também eram retos. Isso era equivalente a provar o quinto postulado. Todavia, Saccheri sé conseguiu
mostrar que os outros dois angulos eram congruentes. Em sua busca ele obteve alguns resultados que
depois vieram a fazer parte do corpo de propriedades da geometria nao-euclidiana; mas no momento
da descoberta, Saccheri os considerou tais resultados abomindaveis por ferirem a intuicao.

A histéria nos mostra que foram as tentativas de transformar o quinto postulado do sistema axiomatico
euclidiano em um teorema que desencadearam o desenvolvimento da geometria hiperbdlica.

A Geometria Hiperbdlica

Foi apenas na primeira metade do século XIX que se comegou a suspeitar que o Postulado das Paralelas
fosse realmente independente dos demais postulados. Mateméticos como Carl Friedrich Gauss (1777-
1855), Johann Bolyai (1802-1860) e Nicolai Ivanovich Lobachewsky (1793-1856) trataram da questao
ao considerar trés situacoes distintas: por um ponto nao contido em uma reta dada, passa mais de uma,
apenas uma ou nenhuma reta paralela a reta dada. Por suspeitarem da independéncia do Postulado
das Paralelas, ou seja, de que sua negacao poderia gerar uma geometria consistente, sem contradicoes,
desenvolveram, de forma axiomatica, um estudo amplo e detalhado de uma geometria que assumia a
existéncia de mais de uma reta paralela a uma dada reta, sendo assim lancada a semente do que viria
a ser a Geometria de Lobatchevsky ou Geometria Hiperbodlica.

A histéria nos diz que Gauss, Bolyai e Lobachewsky desenvolveram a Geometria Hiperbdlica ao mesmo
tempo ([3]). No entanto, Lobachewsky foi o primeiro a publicar seus trabalhos, cabendo a ele a honra
da descoberta desta geometria que ele também chamou de Imaginaria.

De acordo com [1], o primeiro trabalho de Lobachewsky sobre Geometria nao Euclidiana foi publicado,
em 1829, no Kasan Bulletin. Nas palavras do historiador:

Este artigo marca oficialmente o nascimento da Geometria Nao-FEuclidiana,
pois foi Lobachewsky o primeiro matemdtico a dar o passo revoluciondrio
de publicar uma Geometria especificamente construida sobre uma hipotese
em conflito direto com o Postulado das Paralelas: Por um ponto C fora
de uma reta AB pode-se tracar mais de uma reta do plano que nao en-
contra AB. [1, p. 397]
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No entanto, as duvidas referentes a consisténcia da geometria hiperbdlica, s6 foram dirimidas no final
do século XIX, quando mateméticos como Eugenio Beltrami (1835-1900), Henri Poincaré (1854-1912) e
Felix Klein (1849-1925) criaram no universo euclidiano modelos para essa nova geometria. Um modelo
para um determinado sistema axiomatico é uma interpretacao dada aos conceitos primitivos de modo
que os axiomas sejam todos propriedades verdadeiras. Vamos aqui falar do modelo do disco de Poincaré,
pois é nele que se apoia a nossa proposta de ensino.

No modelo do Disco de Poincaré, o plano hiperbdlico é definido a partir da regiao limitada por uma
circunferéncia. Denominamos essa regiao de Disco. Os pontos internos a esta circunferéncia sao de-
nominados pontos do plano hiperbdlico; os pontos que pertencem a circunferéncia sao denominados
pontos ideais e a circunferéncia é dita horizonte hiperbdlico. Os arcos de circunferéncia contidos no
Disco e ortogonais ao horizonte hiperbdlico sao as retas hiperbdlicas (Figura (1)). Neste modelo, por
um ponto P exterior a uma reta r passam infinitas retas paralela a r (Figura (2)). E também temos
que a soma dos angulos internos de um triangulo é sempre menor do que dois angulos retos; quando o
triangulo é pequeno, seus angulos somam aproximadamente 180°.

As figuras abaixo ilustram estes primeiros conceitos e propriedades da geometria hiperbdlica.

Figura 1: Reta hiperbdlica como arco de circunferéncia Figura 2: Infinitas retas hiperbdlicas
ortogonal ao horizonte. paralelas a r passando por P.

Para calcular a distancia hiperbdlica entre os pontos A e B, tragamos a reta hiperbdlica que passa por
esses pontos e consideramos os pontos C e D que estao na circunferéncia euclidiana que define o Disco
de Poincaré (Figura (3)). A partir da Figura (3) pode-se estabelecer a seguinte relagao: d(A, B) =

in (56|

Figura 3: Razao cruzada.
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As medidas AC, BC, AD e BD correspondem as medidas de segmentos euclidianos e a partir dessa
definicao, podemos fazer as seguintes observacoes:

e quando o ponto A tende ao ponto C (se aproxima do horizonte), temos que a distancia euclidiana
AC tende a zero. Com isso a razao tende a zero e o logaritmo da razao tende ao infinito negativo.
Como a expressao estd em maédulo, a distancia hiperbdlica entre os pontos A e B tende ao infinito.

e quando o ponto B tende ao ponto D (se aproxima do horizonte), temos que a distancia euclidiana
BD tende a zero. Com isso a razao tende ao infinito e o logaritmo da razao também tende ao
infinito, Ou seja, a distancia hiperbdlica entre os pontos A e B tende ao infinito.

e quando o ponto B tende ao ponto A, temos que BD tende a AD. Com isso a razao tende a 1 e o
logaritmo da razao tende a zero. Ou seja, a distancia hiperbdlica entre os pontos A e B tende a
ZEro.

E importante entender, de forma intuitiva, esta nogao de distancia no Disco. O Disco é um espago
infinito, no seguinte sentido: um ser habitando este mundo bidimensional pode caminhar na dire¢ao do
horizonte, com passos de mesmo tamanho, sem nunca chegar ao fim de sua caminhada. Um observador
externo vé os seus passos irem se tornando cada vez menores, mas isto ¢ uma distorcao para quem
estd olhando o caminho hiperbélico com ”olhos euclidianos”. Na Figura (4) temos os primeiros passos
do tal ser, depois um zoom para ver que a partir do ponto que ele estd outros tantos passo iguais
podem ser dados. Poderiamos repetir o procedimento de zoom indefinidamente e sempre vamos ver
que outros tantos passos iguais podem ser dados, sem que haja uma aproximagao do horizonte. Vale
ainda observar que os segmentos que compoem o caminho ilustrado na Figura (4) possuem o mesmo
comprimento hiperbdlico, embora aos ”olhos euclidianos” parecam ter comprimentos diferentes.

Figura 4: Razao cruzada.

Pensar em um mundo diferente do euclidiano exige um desprendimento da experiéncia sensivel imediata
e, consequentemente, também exige controle racional das propriedades geométricas que valem nesse
novo mundo. Pode-se dizer que é nas experiéncias no mundo sensivel imediato que se constroem as
ideias intuitivas que dao suporte ao entendimento de propriedades geométricas euclidianas. No caso
da geometria hiperbdlica é através de um micro-mundo dinamico que vamos propor a realizacao de
experiéncias que vao tornar familiar as ideias que constituem esta outra geometria.

A CONSTRUCAO DO MICRO-MUNDO “DISCO DE POINCARE”

Nos softwares de geometria dinamica, o processo de construcao das figuras é feito mediante o uso de
menus em linguagem natural da geometria, como por exemplo, ponto, reta passando por dois pontos,
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retas paralelas, retas perpendiculares, circulos. Mas, tais softwares oferecem muito mais do que a pos-
sibilidade de efetuar construcgoes geométricas de modo rapido e preciso. Eles oferecem a possibilidade
de movimentar as figuras geométricas, mudando tamanho e posicao, mas guardando as propriedades
geométricas que as caracterizam. FEste recurso, que é referido como “estabilidade sob acao do movi-
mento”, propicia exploracoes que provocam a concretiza¢ao de ideias matemdticas ([5], [6]). E apostando
nesta caracteristica do GeoGebra que construimos o micro-mundo Disco de Poincareé.

Para construir este micro-mundo utilizamos, de forma intensa, o recurso Criar uma Nova Ferramenta
do GeoGebra. As diferentes ferramentas do menu hiperbdlico sao resultantes de construgoes feitas
na geometria euclidiana e que foram automatizadas através deste recurso. A Figura (5) mostra a
interface do micro-mundo. Os icones correspondentes as ferramentas sao imagens em formato jpg, que
é suportado pelo GeoGebra.

Arquivo_Editar Bxibir Opgies Femamentas Janela. Ajuda

NGNS R
] B netapermenicuar

Entrada: 1)

Figura 5: Interface GeoGebra com menu hiperbdlico.

Na Tabela (1) apresentamos as principais ferramentas disponibilizadas no micro-mundo.

fcone Recurso Funcao
5 Disco Constréi o Disco com borda pontilhada indicando-se o
centro e um dos pontos da borda.
horeta Constrai a reta hiperbdlica indicando-se o Disco e dois

pontos.

Constroi a reta hiperbdlica com os pontos ideias (in-
tersecgao da reta com o Disco) indicando-se o Disco e
dois pontos.

Constréi o segmento hiperbdlico indicando-se o Disco
e dois pontos.

Constréi o circulo hiperbdlico indicando-se o Disco e
dois pontos.

Constroi o triangulo hiperbdlico indicando-se o Disco
e trés pontos.

Determina a medida do angulo hiperbdlico indicando-
se o Disco e trés pontos.

Constréi a reflexao de um ponto hiperbélico em relagao
h-reflexao ponto | a uma reta hiperbdlica indicando-se Disco, reta hi-
perbdlica e ponto.

h-reta (pontos da
borda)

h-segmento

h-circulo

h-triangulo

h-angulo

S Q| [® @S] [® [

Tabela 1: Ferramentas hiperbdlicas.
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No que segue, para ilustrar o uso do recurso Criar uma Nova Ferramenta do GeoGebra, vamos apre-
sentar o procedimento de construcao de uma das ferramentas do menu hiperbdlico. Escolhemos fazer
a construgao da h-reta hiperbdlica, pois no procedimento tem-se também interessante propriedade da
geometria euclidiana.

De inicio construimos o Disco de centro A passando por B, usando Circulo dado centro e um de seus
pontos, e dando-lhe o destaque de borda pontilhada em vermelho para indicar o horizonte hiperbdlico.
O Disco é o conjunto de pontos que estao no interior do circulo pontilhado.

Tendo-se o Disco e dois de seus pontos C e D, o problema que se apresenta é como construir uma
circunferéncia ortogonal ao horizonte do Disco, passando por C e D. Relembramos aqui que uma reta
hiperbdlica, que vamos referir como h-reta, ¢ um arco de tal circulo ortogonal ao horizonte do Disco.

Adiantamos que é no menu das transformacoes geométricas, disponivel no GeoGebra, que vamos encon-
trar a solugao do problema - trata-se da transformagao Reflexao em Rela¢ao a um Circulo (Inversao).
Sobre esta transformacao: dado um circulo de centro em O e raio r, dizemos que o inverso do ponto P
em relacao ao circulo é o ponto P’ sobre a semirreta OP que satisfaz a relagao OP’.OP = r.r.

No GeoGebra tem-se, no menu das transformagoes, essa transformagao de Inversao. A Figura (6) apre-
senta a construcao geométrica que produz a Inversao. Apartir da semelhanca dos triangulos retangulos
OPD e ODP’ é facil obter a igualdade de razoes que implica que OP’.OP = r.r .

Figura 6: Ponto P’ inverso do ponto P.

E o teorema que diz: “Se P e P’ sao pontos inversos um do outro em relacdo ao horizonte hiperbdlico,
entao qualquer circulo passando por P e P’ € ortogonal ao horizonte hiperbolico” que resolve o problema
de construcdo da h-reta. A demonstragao deste teorema pode ser vista em [9].

Assim, tendo-se o Disco e seus dois pontos C e D, o procedimento de construcao da h-reta é:

e aplicamos a Reflezdo em Relag¢iao a um Circulo (Inversdo) no ponto C, aqui tomando o circulo
pontilhado que é o horizonte hiperbdlico, e obtemos o ponto refletido C’.

e aplicamos o menu Circulo definido por Trés Pontos nos pontos C, C e D.

e para a construgao do arco que corresponde a h-reta, marcamos os pontos E e F' de interseccao dos
dois circulos.

e aplicamos Mediatriz nos pontos E e F. Apds marcamos o ponto G de interseccao da reta mediatriz
com o circulo ortogonal ja construido. E importante a construcao desta mediatriz para garantir
que o arco que definird a h-reta fique no interior do circulo pontilhado.

e aplicamos Arco Circular definido por Trés Pontos nos pontos E, G e F.
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e aplicamos Exibir/Esconder Objeto nos pontos C’, E; F e G, na reta mediatriz e no circulo orto-

gonal.

Os passos de construcao apresentados acima estao ilustrados na Figura (7)

>

Figura 7: Construgao da h-reta.

Feita a construcao da h-reta, iniciamos o processo de Criar uma Nova Ferramenta e assim automati-
zamos o procedimento de construgao apresentado acima. Conforme ilustra a Figura (8): a) escolhemos
como objeto final o arco de circulo perpendicular ao horizonte hiperbdlico; b) como objetos iniciais
escolhemos o Disco e os pontos C e D.

p
©'7 Criar uma Nova Ferramenta

=x=)

€7 Criar uma Nova Ferramenta

=)

{Objetos Finais || Objetos Inicials | Nome e icone|

Objetos Finais | Objetos Iniciais | Nome e icone

Selecione os objetos na construcdo ou escolha-os de umallista

-

Arco e: ArcoCircuncircular(E, G, F]

B BB

< Voltar Préximo > ]

| cancelar |

Circulo  : Circulo por B com centro A

Selecione 0s objetos na construgﬁo ou escolha-os de uma lista

-

B EE

<Voltar | [ Proximo> |

| cancelar |

Figura 8: Janela Objetos Finais e Objetos Iniciais da ferramenta h-reta.

Todos as ferramentas disponiveis no micro-mundo Disco de Poincaré foram construidas desta mesma
forma. Segundo [6] tem-se “na tecnologia digital a ampliacdo das possibilidades para experimentos de
pensamentos... Essa tecnologia disponibiliza, cada vez mais, ferramentas que suportam a exteriorizacao,
a diversificacdo e a ampliacao de pensamentos”. Na construcao do micro-mundo levamos em consi-
deracao tal potencial. Na préxima secao vamos apresentar as possibilidades que este menu oferece para
a exploracao de ideias no mundo hiperbdlico.

O DISCO DE POINCARE E POSSIBILIDADES PARA O ENSINO

Ja no momento de construcao do micro-mundo Disco de Poincaré estavamos pensando em atividades
que poderiam ser desenvolvidas na escola. A escolha das atividades teve como referéncia as nogoes
bésicas e bem conhecidas da geometria euclidiana e tomou como pressuposto que os ambientes de
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geometria dinamica favorecem os experimentos, de forma tal que as figuras na tela do computador
tornam-se objetos concreto-abstratos: concretos porque podem ser manipulados diretamente, e abstra-
tos porque tratam de veicular ideias tais como reta hiperbdlica, triangulo hiperbdlico, paralelismo e
perpendicularidade no mundo hiperbdlico.

No processo de aprendizagem da geometria um dos aspectos centrais é a passagem do empirico para o
dedutivo. De acordo com a teoria de Van Hielle (1950), podemos dizer que s@o os niveis elementares da
visualizacao e da andlise que preparam para os niveis mais avancados da deducao informal e deducao
formal. Na proposta de ensino que vamos apresentar, em se tratando de geometria nao-euclidiana na
escola, nosso objetivo é o desenvolvimento de habilidades que estao nos dois primeiros niveis propostos
por Van Hielle: a visualizagao e a anélise.

E com as exploracdes empiricas no Disco de Poincaré que se pretende o entendimento de que a ideia de
reta nao precisa estar associada com aquela construida na experiéncia no mundo fisico imediato - aqui
estamos nos referindo a ideia com que trabalhamos na geometria euclidiana. E também se pretende o
entendimento de que a soma dos angulos de um triangulo depende do “mundo” em que este triangulo se
encontra, ou seja, depende da geometria. No caso da geometria hiperbdlica, as exploragoes vao mostrar
que a soma dos angulos pode variar entre 0° e 180°.

Abaixo discutimos quatro das atividades que estao na proposta de ensino, na sua integra detalhada
em [9]; as trés primeiras tratam de conceitos fundamentais e a tdltima, com enfoque artistico, trata
de pavimentacao hiperbdlica. Na integra da proposta, tém-se atividades que, gradativamente, vao
introduzindo as ideias da geometria hiperbdlica e para cada uma delas tem-se comentario que destaca
o objetivo quanto a aprendizagem dos alunos, acompanhado de figuras ilustrativas.

Aprimeira atividade tem o seguinte enunciado:

e Quantas h- retas passam por dois pontos A e B do Disco? Movimente o ponto A e observe o
comportamento da h-reta.

e Dado uma h-reta e um ponto P que nao pertence a ela, quantas h-retas passam por P e nao
interceptam a h-reta dada?

e (Como podem ser as h-retas paralelas?

O objetivo da atividade é que os alunos comecem a se habituar com uma nova ideia de reta. Eles podem
observar que, assim como na geometria euclidiana, na geometria hiperbdlica por um ponto passam
infinitas h-retas e por dois pontos passa somente uma h-reta (Figuras (9) e (10)). Movimentando
pontos que estao na h-reta, eles podem observar variagoes na sua forma, sendo uma situacao extrema
o caso em que a h-reta é um diametro do Disco (Figura (11)).

No terceiro item, tem-se a situacao em que por um ponto exterior a uma h-reta passam infinitas h-retas
paralelas (Figura (10)). Ou seja, o quinto postulado da geometria euclidiana - o axioma das paralelas
- nao ¢ valido na geometria hiperbélica.
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Figura 9: Retas hiperbdlicas passando
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Figura 11: Reta hiperbdlica passando por A e por B.

A segunda atividade propoe a exploragao do conceito de distancia entre pontos e tem o seguinte enun-
ciado: Usando o menu h-circulo (circulo hiperbdlico), construa o caminho de uma criatura, que se
move no Disco com passos de mesmo tamanho. Quando, ao nosso olhar, o caminho se parece com um

caminho euclidiano?.

Nas Figuras (12) e (13) temos dois destes caminhos, ambos como mesmo nimero de passos. Aos n0ssos
olhos euclidianos, o primeiro caminho surpreende, pois sendo feito com passos de mesmo tamanho, nao
é isto que vemos na figura. Ja o segundo caminho registra os passos de mesmo tamanho, pois é um
caminho que esta préoximo do centro do Disco, e nesta regiao a geometria hiperbédlica se aproxima da

geometria euclidiana.

Figura 12: Segmentos hiperbdlicos em
sequéncia com os pontos distantes.

62

/

Figura 13: Segmentos hiperbdlicos em
sequéncia com os pontos proximos.
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A terceira atividade propoe a exploracao da medida de h-angulo e da soma dos h-angulos de um h-
triangulo, e tem o seguinte enunciado:

e O conhecido procedimento de construcao do triangulo equildtero funciona no Disco? Quando o
h-triangulo equildtero se parece com um triangulo euclidiano?

e (Como se comporta a medida dos h-angulos de um h-triangulo equildatero?

e Como construir um h-triangulo isdsceles? Os h-angulos da base do h-triangulo sdo congruentes
entre si? Movimente os h-vértices e observe as formas possiveis para um h- triangulo isdsceles.

Na primeira atividade é retomado o procedimento usual de construcao de um triangulo equilatero
da geometria euclidiana. Conforme ilustra a Figura (14), na geometria hiperbdlica, a aparéncia do
h-triangulo surpreende. Ao movimentar os seus vértices, o aluno pode observar que ele se parece
com o triangulo equildtero euclidiano quando os vértices estiverem proximos do centro do Disco. Na
segunda atividade, é possivel obter um h-triangulo equilatero com soma das medidas dos h-angulos
muito préximo de zero, um outro fato surpreendente. O procedimento de construcao do h-triangulo
1s0sceles, também mostra que a aparéncia do h- triangulo pode ser estranha. Essa construcao pode ser
feita a partir do h-circulo ou a partir da h-mediatriz.

.
’, :f . Soma ABC =123.04° .
# N ’ Angulo em A= 41.01° .
/ A \ . Anguloem B=41.01" \
I \ r Angulo em C = 41.01* '

41.01°

3 Soma ABC =12862° AB - 3.3 o ' AB = 61.17 H
. Angulo em A= 4287"  AC - 3135 A0 ' AC - 6117 ’
¥ AnguioemB=4287° (B =373 ¢ b4 1 (SRR

S Angulo em C= 4287 o .

Figura 15: Medida da soma dos angulos de h-triangulo equilatero.
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Figura 16: Construcao de h-triangulo isésceles e soma dos seus h-angulos.

A dltima atividade que vamos apresentar tem um carater artistico. Usando a transformacao de h-
reflexdo segundo uma h-reta se pode produzir pavimentacoes no Disco.

A transformacao de h-reflexdo funciona da mesma forma que a transformacao de reflexao segundo
uma reta na geometria euclidiana. A Figura (17) ilustra o procedimento de constru¢ao que resulta na
h-reflexao de um ponto.

h-reta
perpendicular

’ h-reta de reflexdo /

Figura 17: Reflexdo de um ponto por uma h-reta.

As obras de Escher podem se tornar fonte de inspiracao para a construcao de pavimentacoes. Sao as
propriedades do mundo da geometria hiperbdlica que explicam os efeitos que podemos ver em duas de
suas obras - Circulo Limite I e Circulo Limite III - ilustradas nas Figuras (18) e (19). Na segunda obra
ve-se claramente, centralizada no Disco, uma composicao feita com um h-quadrildtero reqular e quatro
h-triangulos equildteros. Observe que esta mesma composicao estd sempre se repetindo e conforme a
composicao vai se aproximando do horizonte ela vai parecendo cada vez menor, ao nosso olhar euclidiano.
No entanto, os h-quadrilateros sao todos congruentes entre si, bem como os h-triangulos equildteros,
pois a composicao é obtida através da transformacao de h-reflexdo. Este é o mundo da geometria
hiperbdlica.
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Figura 18: Circulo Limite I. Figura 19: Circulo Limite III.

Abaixo temos uma figura produzida, no micro-mundo Disco de Poincaré, a partir de um h-triangulo
equildtero. Ela inicia com o h-triangulo centralizado e segue com a sua h-reflezao segundo as trés h-
retas suportes dos seus lados. Estas reflexoes geram novos h-triangulos equildteros aos quais se aplicam
novos procedimentos de h-reflezdo, e assim sucessivamente, de modo a obter a Figura (20). Os efeitos
de cores, obtidos na Figura (21), foram trabalhados em um editor de imagem.
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Figura 20: Passos de construcao da pavimentagao. Figura 21: Pavimentacgao colorida.

CONSIDERACOES FINAIS

Este artigo é um recorte do trabalho de [9]. Nele, um pressuposto fundamental é quanto ao uso da
geometria dinamica na aprendizagem da geometria hiperbdlica: a manipulagao das figuras dinamicas,
na tela do computador, é de fundamental importancia no processo de aprendizagem de ideias que se
confrontam com aquelas ja construidas na geometria euclidiana.

O trabalho foi realizado no ambito do programa de mestrado profissionalizante, e assim estamos dispo-
nibilizando um produto didatico que pode ser utilizado por outros professores de matematica. Este pro-
duto é o micro-mundo Disco de Poincaré, disponivel para download em <www.mat.ufrgs.br/~ppgem/
produto_didatico/rribeiro>. Além da construgdo do micro-mundo também elaboramos uma sequéncia
de atividades, com o objetivo de provocar nos alunos muitos experimentos de pensamento, via mani-
pulagao direta na tela do computador, e sempre em paralelo com conceitos e ideias ja conhecidos da
geometria euclidiana. O conhecimento e a compreensao da geometria hiperbdlica pode ajudar os alu-
nos na construcao do pensamento geométrico, e de uma forma desafiadora, pois as impressoes visuais
precisam ser colocadas sob controle racional.
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Finalizando, dirfamos que nossa proposta de introducao a geometria hiperbdlica através da geometria
dinamica pode ser uma contribuicao na direcao de um ensino diferenciado da geometria escolar. Fica
aqui o convite ao professor-leitor para que teste e aprimore o material didatico que estamos colocando
a disposicao.
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