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A conjectura de Galileu e 0 movimento em queda livre

Jaime Bruck Ripoll ®

Resumo

Apresentamos o trabalho de Galileu sobre o movimento em queda livre. Mostramos que podemos
trocar volocidade instantanea por velocidade média, o que permite abordar este estudo de Galileu,
de uma forma matematicamente consistente, no Ensino Médio.
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Abstract

We explain the work of Galileu about the free fall motion. We prove that it is possible to change
the infinitesimal speed by the mean speed, what allows to present this study of Galileu, on a
mathematically consistent form, to middle school students.
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1. Introdugao

O estudo do movimento de queda livre tem uma longa histéria. Até Galileu tomava-se como correta
a concepcao de Aristoteles de que a velocidade de um corpo em queda livre dependia de sua massa
(ou do seu peso). Galileu refutou tal ideia, embora nunca tenha apresentado uma comprovagao
experimental de por que a refutava. Atribuem algumas vezes a ele uma experiéncia largando
objetos da torre de Pisa. Mas isso aparentemente nao passa de lenda pois, como experiéncia, é
inconclusiva: deixa sempre a divida de que talvez as alturas utilizadas nao sejam suficientemente
grandes, ou de os pesos nao serem suficientemente distintos, para comprovar qualquer uma das
concepgoes, tanto a de Aristételes quanto a de Galileu.

Apesar de Galileu nao ter apresentado nenhuma comprovagdo empirica de sua opinido, ele fazia
uso de uma interessante argumentagao hipotética envolvendo um raciocinio por contradi¢do (veja
[1]).

Pois bem: assumindo que a velocidade com que cai um corpo nao depende da massa do corpo,
Galileu foi adiante e conjecturou que a velocidade era diretamente proporcional ao tempo de
queda. Ou seja, existe uma constante universal ¢ > 0 tal que a velocidade v (t) de um corpo que
cai em queda livre, partindo do repouso, ap6s um tempo t, é v(t) = ct. A questao entao era como
comprovar essa conjectura e determinar c.

Para isso, Galileu considerou o seguinte fato mais geral: se um corpo rola livremente em um plano
inclinado a partir do repouso, e se o corpo leva um tempo t para chegar a base do plano, entao
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sua velocidade v(t) nesse momento serd v(t) = cot, onde ¢, é uma constante que depende apenas
do angulo @ que o plano forma com o plano horizontal. Em tal caso, terfamos ¢ = ¢, 3.

Galileu entao realizou uma experiéncia que ficou muito famosa para comprovar sua conjectura, a
experiéncia dos planos inclinados. Esta experiéncia permitia trocar medidas de velocidades por
medidas de distancias, essas ultimas mais ficeis de serem obtidas. Com esse experimento Galileu
comprovou empiricamente que a distancia percorrida por uma bola rolando em um plano inclinado
é uma fungao quadritica do tempo de percurso. Parece que chegou a estimar que ¢ ~ 4m/s%.
Uma linda exposigao desse experimento encontra-se em [2]. Historiadores consideram que Galileu
introduziu o método experimental em Fisica.

Quando falamos em velocidade no tempo t estamos nos referindo a velocidade instantanea que,
para ser bem definida, precisa da nogao de derivada, estudada nos cursos universitarios de Célculo
Diferencial, invidvel portanto de ser abordada na escola basica. Mas veremos a seguir que podemos
evitar o uso do Célculo Diferencial, trocando velocidade instantanea por velocidade média.

Lembramos que a velocidade média no intervalo tg, to +t, t # 0, é dada por

d (to +1t) —d (to)

Vi (to,to +t) = n

A velocidade média no intervalo tg, to +t nada mais é do que a taxa de variacao Ad/At da fungao
distancia nesse intervalo. O que afirmamos decorre do seguinte resultado de cédlculo.

Proposicao 1. Considere uma funcdo f : R - R .

(a) Se f é derivdvel e {’ (t) = ct entdo a taza de variagcdo de f nos intervalos de extremidades 0 e

t € dada por

Af 1

(b) Se a taza de variagio de f € dada por (1) para todo t com t # 0 entdo f € derivdvel em R e
f(t) = ct.

Demonstragao. (a) Do célculo,
£(t) = §t2 +d

de modo que
S2+d-d 1

Af
2 0,t) = = ct.
A OV t 2¢

(b) Tomando t qualquer néo nulo em (1) vem

1 Af
§Ct = A_t (O,t) =

f(t) —£(0)
t

: (2)
de modo que
1
f(t) = 50‘52 +£(0)

donde segue que f é derivavel em R\{0} e ' (t) = ct, t # 0. Além disso, temos de (2)

£(t) -
lim L0 1O _ 5 (lct) =0,
t—0 t t—0 | 2
de modo que f é derivavel em t =0 e f'(0) = 0, o que prova (b). |
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Tal proposicdo mostra que podemos trocar, na conjectura de Galileu, a velocidade instantanea
pela velocidade média. Ou seja: conjecturar que a velocidade média vy, de um corpo, qualquer,
que cai em queda livre, a partir do repouso, em um instante t > 0, é proporcional a t ou seja,
vm(0,t) = ct, para alguma constante positiva c.

Além disso, o experimento do plano inclinado permite comprovar empiricamente essa conjectura.
De fato: comprovando que a distancia d(t) de um corpo em queda livre que parte do repouso
(sendo d, a distancia em relagdo ao ponto de largada) é diretamente proporcional ao quadrado de
t, d(t) = ct?, tem-se:

()~ d(0) _

vm(0,t) = :

ct.

A partir dai o professor de Matemaética, junto com o de Fisica, podem relembrar essa histéria do
Galileu e, quem sabe, tentar reproduzir a experiéncia dos planos inclinados bolada por Galileu
para comprovar empiricamente tal conjectura, usando velocidade média no lugar de velocidade
infinitesimal ou instantanea. Uma 6tima licao de Ciéncia com letra maitscula.

Observagoes.

1) A escola nao dispondo de um laboratério de marcenaria suficientemente bem equipado, torna-se
dificil a construcao de um modelo fisico para comprovar, com boa precisao, através da experiéncia
dos planos inclinados, a conjectura de Galileu. Contudo, essa construgao pode ser modelada com-
putacionalmente como feito em [3], o que abre uma janela para uma interagdo entre Matemadtica,
Fisica e Computacao.

2) Uma questao interessante que surge naturalmente é: qual o valor da constante de proporciona-
lidade ¢, na férmula v(t) = cot em termos da inclinacdo @ do plano? Usando a férmula d = c,t?
é necessario bem pouca coisa para, experimentalmente, estimar c, para alguns valores de a. Fica
como desafio.
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