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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo abordar e desenvolver alguns resultados de aritmética
dos inteiros gaussianos, que sao os numeros complexos cujas partes real e imaginaria sao inteiras.
Dentre os conceitos e resultados abordados, destacamos o Teorema da Divisdo, o Teorema da
Fatoracao fJnica, uma caracterizagao dos primos gaussianos em termos dos nimeros primos e uma
breve introdugao a aritmética modular nos inteiros gaussianos.

Palavras-chave: Inteiros Gaussianos; Divisibilidade em Z[i]; Primos Gaussianos; Aritmética Mo-
dular em Z[i].

Abstract

This work aims to approach and develop some arithmetic results of Gaussian integers, which are
complex numbers whose real and imaginary parts are integers. Among the concepts and results
discussed, we highlight the Division Theorem, the Unique Factorization Theorem, a characteriza-
tion of Gaussian primes in terms of prime numbers and a brief introduction to modular arithmetic
in Gaussian integers.

Keywords: Gaussian Integers; Divisibility in Z[i]; Gaussian Primes; Modular Arithmetic in Z[i].

1. Introdugao

Desde os trabalhos de Gauss muitos pesquisadores tém se interessado pelo estudo de anéis que sao
analogos ao anel dos inteiros, nos quais os conceitos da aritmética também podem ser desenvolvidos.
Dentre eles, destacamos o anel dos inteiros gaussianos, cujo estudo tem origem nas investigagoes
de Gauss a respeito das reciprocidades ciibica e biquadratica. O que torna esse anel interessante é
o fato de que muitos resultados da aritmética nos inteiros gaussianos sao analogos aos resultados
da aritmética nos inteiros e, além disso, podem ser ilustrados geometricamente. Para a elaboragao
deste artigo foram usadas as referéncias [1], [2], [3], [4], [5], [6], [8] e [9].

Inicialmente, apresentaremos as definicoes de norma e multiplo, que nos permitirao desenvolver
alguns resultados a respeito da divisibilidade no anel dos inteiros gaussianos, tais como o Teorema
da Divisao para inteiros gaussianos e algumas de suas interpretagoes geométricas. Em seguida,
traremos a definicao de primos gaussianos e uma caracterizacao desses elementos em termos dos
nameros primos. Também traremos o conceito de congruéncia e uma interpretagao geométrica da
aritmética modular nesse anel.

Parcialmente apoiado pelo Instituto Tim e pelo CNPq 104171/2023-5.
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2. Inteiros Gaussianos

Os inteiros gaussianos ou inteiros de Gauss sao os nimeros complexos da forma a + bi, com a
e b inteiros e i = V=1. O conjunto formado por todos os inteiros gaussianos é denotado por
Z[i] ={a+Dbi: a,b € Z}. Este conjunto munido das operagoes usuais de adigao e multiplicagao de
nimeros complexos é um anel de integridade, o qual é conhecido como anel dos inteiros gaussianos.
Uma representacao dos inteiros gaussianos no plano cartesiano é apresentada na Figura 1.

Figura 1: Inteiros gaussianos

Definicao 1. A norma de um inteiro gaussiano a = a + bi é definida por

N(@) = a@ = (a+bi)(a—bi) = a? + b2

A norma de um inteiro gaussiano é igual a norma de seu conjugado. Além disso, a norma de
qualquer inteiro gaussiano é um inteiro ndo negativo, uma vez que a2 +b? > 0 e a2+ b? € Z
quaisquer que sejam os inteiros a e b. Dados um inteiro gaussiano a + bi e um inteiro n nao
negativo, tem-se que N(a + bi) = n se, e somente se, o ponto (a,b) pertence a circunferéncia
centrada na origem de raio y/n.

Exemplo 1. Na Figura 2(a) estdo destacados em vermelho todos os inteiros gaussianos de norma
igual a 10. A norma de um inteiro gaussiano é sempre um inteiro nio negativo, porém nem
todo inteiro nao negativo é norma de algum inteiro gaussiano. Por exemplo, conforme ilustrado
na Figura 2(b), nao existem inteiros gaussianos de norma igual a 3. Para verificar este fato
algebricamente, basta notar que a equacdo a® +b? = 3 nao admite solucio nos inteiros.

Teorema 1. Para quaisquer inteiros gaussianos ay e as, tem-se N(aias) = N(a1)N(az2). Em outras
palavras, a norma € multiplicativa.

Demonstracao. Basta observar que, quaisquer que sejam os inteiros gaussianos a; e as, tem-se
N(a1az2) = erazai@z = (1@2)(@1@2) = (@1a@1)(@2a2) = N(a1)N(az). O
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(a) Inteiros gaussianos de norma igual a 10. (b) Né&o existem elementos de norma igual a 3.

Figura 2: Norma de um inteiro gaussiano

Defini¢ao 2. Um inteiro gaussiano « é dito invertivel em Z[i] se existir um inteiro gaussiano S tal
que af = 1. Os elementos invertiveis em Z[i] também sao chamados de unidades de Z[i].

Teorema 2. Os inteiros gaussianos invertiveis sGo +1 e +i.

Demonstra¢do. Seja @ um inteiro gaussiano invertivel, entao existe um inteiro gaussiano 8 tal que
af = 1. Aplicando a norma em ambos os lados dessa igualdade e usando a multiplicidade da
norma, obtemos N(a@)N(B) = N(1) = 1 e consequentemente N(a) = 1, uma vez que N(a) e N(B)
sdo inteiros nio negativos. Escrevendo a = a + bi, com a e b inteiros, temos a? + b? = 1. Logo, os
possiveis valores para o par (a,b) sdo (1,0), (-1,0), (0,1) e (0,—1). Portanto, @ = +1 ou ¢ = +i. O

Observagao 1. As unidades de Z[i] sdo os inteiros gaussianos de norma igual a 1 (Figura 3(a)).

Definigao 3. Dois inteiros gaussianos a e 8 sao ditos associados se @ = uf para alguma unidade u
de Z[i], isto é, se @ = £ ou a = +if.

Elementos associados tém a mesma norma. De fato, se @ e B8 sao associados, entao @ = uf para
alguma unidade u de Z[i]. Aplicando a norma em ambos os lados dessa igualdade e usando a
multiplicidade da norma, temos N(a) = N(u)N(B8) =1 - N(B) = N(B).

Exemplo 2. Na Figura 3(b) estdo representados os associados de f = 3 +1, a saber, § = 3 +1,
iB=-1+3i,-B=-3-ie-iB=1-3i.

Defini¢ao 4. Sejam a, B € Z[i]. Dizemos que B divide a (ou B é um divisor de @, ou ainda, @ é
um maltiplo de B) em Z[i], e escrevemos B | @, se @ = yf, para algum y € Z[i]. Caso contrario,
dizemos que B nao divide a (ou B ndo é um divisor de a, ou, ainda, @ ndo € um maltiplo de B) e
escrevemos [ 1 a.

Exemplo 3. Para verificar se 1+2i divide 2—4i, basta verificar se existe um inteiro gaussiano a+ bi
tal que 2—4i = (a+bi)(1+2i), isto é, 2—4i = (a—2b) + (2a+ b)i. Como nao existem inteiros a e b
que satisfazem simultaneamente a—2b =2 e 2a+ b = —4, segue que (1 +2i) 1 (2 —4i).

ran
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(a) Unidades de Z[i] (b) Associados de B =3+1i

Figura 3: Unidades de Z[i] e associados de 8 =3 +1i

Dados dois inteiros gaussianos a e 8, temos que @ é um multiplo de B se, e somente se, existem
inteiros m e n tais que @ = (m+ni)=m- B +n-iB. Em outras palavras, os multiplos de 8 sao as
combinacoes lineares inteiras de 8 e ig.

Exemplo 4. Na Figura 4, destacamos em vermelho os multiplos de 8 = 3 +1i que pertencem ao
retangulo [-6,6] X [-6,6].

Figura 4: Multiplos de B =3 +1i

Teorema 3. Sejam a e B inteiros gaussianos, com a nao nulo. Se B | a em Z[i] e N(B) = N(a),
entdo a e B sdo associados.

Demonstra¢do. Sejam a e B inteiros gaussianos, com @ nao nulo. Se 8 | @ em Z[i], entdo a = By
para algum inteiro gaussiano y # 0. Aplicando a norma em ambos os lados dessa tltima igualdade

N
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e usando a multiplicidade da norma, obtemos N(a) = N(B8)N(y). Como N(B8) = N(a) e a # 0,
segue que N(y) = 1. Portanto, a e 8 sao associados. O

O teorema a seguir é um importante resultado que relaciona a divisibilidade em Z[i] com a norma
de um inteiro gaussiano.

Teorema 4. Sejam a e B inteiros gaussianos. Se B | @ em Z[i], entdo N(B) | N(a) em Z.

Demonstragdo. Sejam a e B inteiros gaussianos tais que 8 | @ em Z[i]. Desse modo, existe um
inteiro gaussiano vy tal que @ = By. Aplicando a norma em ambos os lados da igualdade e usando
a multiplicidade da norma, obtemos N(a) = N(B8)N(y). Portanto, N(B) | N(«) em Z. O

Exemplo 5. O Teorema 4 garante que @ = 1+2i nao divide 8 = 2—3i, pois N(B) = 13 nao é divisivel
por N(a) = 5. Note que a reciproca do teorema néo é verdadeira, uma vez que N(1+2i) = 5 divide
N(2 - 4i) = 20, porém (1 +2i) t (2—4i) (Exemplo 3).

Corolario 1. A norma de um inteiro gaussiano a € par se, e somente se, @ € um multiplo de 1 +1.

Demonstra¢do. Seja @ um inteiro gaussiano de norma par. Escreva a = a + bi e note que N(«@) =
a? + b? é par. Afirmamos que os inteiros a e b tém a mesma paridade. De fato, suponha, sem
perda de generalidade, que a seja par e b seja impar. Logo, existem inteiros k e q tais que a =2k e
b = 2q+1. Consequentemente aZ +b? = (2k)? + (2q +1)% = 4k® +4q? + 4q+1 = 2(2k? + 2q% + 2q) + 1.
Assim, como 2k? + 2q2 + 2q é um inteiro, concluimos que a? + b? é fmpar, o que é um absurdo.
Desse modo, como a e b tém a mesma paridade, segue que ¢ = (a+b)/2 e d = (b—a)/2 sdo inteiros.
Para concluir que (1 +1) | (a+ bi), basta observar que e a+ bi = (c+ di)(1 +1i). Reciprocamente,
seja @ um multiplo de 1 +1, isto é, @ = y(1 + 1), para algum inteiro gaussiano y. Aplicando a
norma em ambos os lados dessa ultima igualdade e usando a multiplicidade da norma, obtemos
N(a) = N(y)N(1 +1i) = 2N(y), jad que N(1 +1i) = 2. Como N(y) é um inteiro, segue que N(a) é
par. m|

3. Teorema da Divisao

Nesta secao apresentaremos o Teorema da Divisao para inteiros gaussianos e traremos uma inter-
pretacao geométrica deste resultado. Para isso, inicialmente, abordaremos uma versao modificada
do Teorema da Divisao para inteiros.

Teorema 5. Dados dois inteiros a e b, com b > 0, existem inteiros q e r tais que a = bq+71 e
[r] < b/2.

Demonstrag¢do. Sejam a e b inteiros, com b > 0. O Teorema da Divisdo nos inteiros (confira [9])
garante que existem inteiros q e r tais que a=bg+r com 0 <r <b. Se 0 <r < b/2 nao ha o que
demonstrar. Se b/2 < r < b, basta observar que a=(q+1)b+ (r—b) e -b/2<r-b < 0. O

Teorema 6 (Teorema da Divisdo). Dados dois inteiros gaussianos a e B, com B # 0, existem

inteiros gaussianos y e 0 tais que @ = By +0 e N(0) < N(B).

Demonstracdo. Para quaisquer inteiros gaussianos a e 8, com 8 # 0, podemos escrever

_a_ﬁ_ ap _a+bi

a
B g8 NP N(B)’ _
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em que a = Re(af) e b = Im(eB). Aplicando o Teorema 5, obtemos inteiros q;,qs,I1 € I tais que
a=N(B)q; +r1, b=N(B)ay +12, |r1] < (1/2)N(B) e |r2| < (1/2)N(ﬁ’). Assim,

a _ (N(B)q; +11) + (N(B)qy +12)i Iy + 1ol
- =qp+ i+ :
B N(B) N(B)
Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por § e tomando y = q; + q,i, obtemos
a=py+ l tr2i.

Agora, defina 06 = a— By = (r1 + rgi)/ﬁ e note que 6 € Z[i], pois Z[i] é um anel e a, B,y € Z[i].
Como |r1] < (1/2)N(B) e |r2] < (1/2)N(B), segue que

N(@) = N(””Qi)=N((r1+?i)ﬁ)=N(M)

B BB N (B)
i+ N i+ 1/HONE)’+A/HNEB)? L.
N (B)? N@) N(B)
Isso conclui a demonstragao O

Observagao 2. Da demonstracao do Teorema 6, obtemos que dados dois inteiros gaussianos a e 3,
com B # 0, sempre existem inteiros gaussianos y e 6 tais que

a=By+0eN(0) < (1/2)N(B).

Ao contrdrio do que ocorre nos inteiros, neste contexto o quociente e o resto da divisao nao sao
necessariamente unicos. A demonstracdo do Teorema 6 fornece implicitamente um método para
determinar, ao menos, um par (v, 8) que satisfaz as condigoes do teorema. Note que a = N(8)q; +r1,
com |r1]| < (1/2)N(B), implica q; = a/N(B8) —r1/N(B), com |r1|/N(B8) < 1/2. Além disso,

L U R Y |
25N 2 2= N(p) 2
= L,1< & ! < a +1
N(B) 2°N@) NB S N@ 2
a 1 1
TN 2 Np T2
a 1 a 1
S eclNE 2Ne 2 W

Analogamente, a partir da igualdade b = N(8)qy + a2, na qual |r3| < (1/2)N(B), obtemos

[JLEJL+q
N@B) 2 N(p) 2

Portanto, para obter inteiros gaussianos y e 0 tais que @ = By + 0 e N(0) < (1/2)N(B), basta
escolher ¢ e g, satisfazendo as condigoes (1) e (2). Em particular, basta escolher q; como sendo

o inteiro (ou um dos inteiros) mais préximo de a/N(B) e gy o0 inteiro (ou um dos inteiros) mais
préximo de b/N(p).

(2)
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Exemplo 6. Sejam @ = 5+2i e 8 = 3+i. Dizer que um inteiro gaussiano 0 satisfaz N(6) < (1/2)N(B)
significa que 6 pertence ao circulo centrado na origem de raio 4/N(B)/2. Na Figura 5, observamos
que existem exatamente dois multiplos de B que estdo a uma distancia menor ou igual a 4/N(8)/2
de @, a saber, B e 2B8. Isso permite-nos escrever @ = By + 6, com N(0) < (1/2)N(B), de duas
maneiras diferentes, sendo elas @ = 8+ (2 +1) e @ = 28— 1, as quais estdo ilustradas nas Figuras
6(a) e 6(b), respectivamente.
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(a) a=B+(2+1). (b) a=2B-1.

Figura 6: Teorema da Divisao para @« =5+2ie f=3+1.

Para encontrar algebricamente uma destas solugoes, utilizando o método descrito implicitamente
na demonstragao do Teorema 6, iniciamos determinando a parte real e a parte imagindria do

N
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numero complexo a/f,

a_ aB _(5+Qi)(371)_17+i_1_7+ 1.
B-N@B) 10 “ 710 10" 10"

Em seguida, tomamos y como sendo o inteiro gaussiano cuja parte real é o inteiro mais préximo
de 17/10 e a parte imagindria é o inteiro mais préximo de 1/10 (isto é, y =2+0i=2) e =a—By =
(5+2i)—(3+1i)(2) =-1.

4. Primos Gaussianos

Nesta secao serao apresentadas definigoes e resultados que caracterizam os primos gaussianos.
Mostraremos que todo inteiro gaussiano de norma maior do que 1 pode ser escrito como um
produto de primos gaussianos e, a menos da ordem e de elementos associados, tal fatoracao é
Unica.

Definicao 5. Seja @ um inteiro gaussiano tal que N(a) > 1. Dizemos que a é um primo gaussiano
se seus Unicos divisores sdo os triviais (isto é, £1, +i, e e *ia). Se @ possui um fator nao trivial,
dizemos que a é composto em Z[i].

Observagao 3. Se  é um fator nao trivial de um inteiro gaussiano @, entdo 1 < N(8) < N(a).

Exemplo 7. O inteiro 3 é um primo gaussiano. De fato, suponha por absurdo que 3 seja composto
em Z[i]. Assim, existem inteiros gaussianos a e B tais que a¢f = 3, N(a) > 1 e N(B) > 1.
Aplicando a norma em ambos os lados da igualdade e usando a multiplicidade da norma, obtemos
N(@)N(B) = 9. Logo, @ é um inteiro gaussiano de norma igual a 3, o que é um absurdo (ver
Exemplo 1). Portanto, 3 é um primo gaussiano.

Exemplo 8. O inteiro 5 é composto em Z[i], pois pode ser expresso como 5 = (1+2i)(1-2i) e 1+2i
¢ um fator ndo trivial de 5, uma vez que N(1+2i) = 12 +22 =5 # 25 =52+ 0% = N(5).

Teorema 7. Se @ € um inteiro gaussiano e N(a) € um primo, entdo a € wm primo gaussiano.

Demonstra¢do. Seja @ um inteiro gaussiano tal que N(@) é um numero primo e sejam S e y
inteiros gaussianos tais que @ = By. Aplicando a norma em ambos os lados dessa ultima igualdade
e usando a multiplicidade da norma, obtemos N(a) = N(8)N(y). Como N(a@), N(B8) e N(y) sao
inteiros positivos e N(a@) é um primo, segue que N(B8) = 1 e N(y) = N(a) ou entao N(y) =1 e
N(B) = N(a). Isto mostra que a s6 admite fatores triviais e, logo, @ é um primo gaussiano. O

A reciproca do Teorema 7 néo é verdadeira, uma vez que 3 é um primo gaussiano e N(3) = 9 nao
é um primo.

Teorema 8. Todo inteiro gaussiano de norma maior do que 1 ou € um primo gaussiano ou pode
ser escrito como um produto de primos gaussianos.

Demonstra¢do. Seja a um inteiro gaussiano tal que N(a) > 1. A demonstragao sera feita utilizando
o principio de indu¢ao matemdtica (ver [7]). Note que todo inteiro de norma igual a 2 é um primo
gaussiano (Teorema 7). Seja n > 3 e suponha que todo inteiro gaussiano de norma igual a k, com
2 < k < n, é um primo gaussiano ou pode ser escrito como um produto de primos gaussianos. Se
nao existirem inteiros gaussianos com norma igual a n, ndo hé o que demonstrar. Suponha que @

" sBm
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seja um inteiro gaussiano de norma igual a n. Se n é primo, o Teorema 7 garante que @ é um primo
gaussiano. Se n é composto e @ é um primo gaussiano, temos o resultado. Se, porém, n composto
e a é um inteiro gaussiano composto, entao existem inteiros gaussianos S e y, com N(B) > 1 e
N(y) > 1, tais que @ = By. Aplicando a norma em ambos os lados dessa 1ltima igualdade e usando a
multiplicidade da norma, obtemos N(a) = N(B8)N(y). Assim, N(a) > N(B8) > 1 e N(a) > N(y) > 1.
Pela hipotese de indugao, cada um dos elementos £ e y ou é um primo gaussiano ou pode ser escrito
como um produto de primos gaussianos. Logo, @ é um produto de primos gaussianos. Portanto,
todo inteiro gaussiano @ com norma maior que 1 ou é um primo gaussiano ou pode ser escrito
como um produto de primos gaussianos. O

O Teorema 8 garante-nos apenas a possibilidade de fatoragao de um inteiro gaussiano. O resultado
a seguir ajudar-nos-4 a demonstrar a unicidade.

Teorema 9. Seja m um primo gaussiano. Se ai,...,@, $Go inteiros gaussianos tais que 7w |
a1Qsz ... a;, entdo m divide j, pare algum j € {1,2,...,r}.

Demonstracdo. Tal resultado pode ser provado por inducao sobre r. Para mais detalhes, confira a
referéncia [3]. i

Teorema 10 (Teorema da Fatoracdo Unica). Todo inteiro gaussiano de norma maior do que 1 ou é
um primo gaussiano ou, a menos da ordem e de elementos associados, pode ser fatorado de forma
unica como produto de primos gaussianos.

Demonstracdo. O Teorema 8 garante que todo inteiro gaussiano de norma maior do que 1 ou é um
primo gaussiano ou pode ser escrito como um produto de primos gaussianos. A prova da unicidade
(a menos da ordem e de elementos associados) serd feita por indugéo sobre a norma. Note que todo
inteiro gaussiano de norma igual a 2 é um primo gaussiano (Teorema 7). Seja n > 3 e suponha que
todo inteiro gaussiano de norma k, com 2 < k < n, é um primo gaussiano ou, a menos da ordem
e de elementos associados, pode ser fatorado de forma tnica como produto de primos gaussianos.
Se nao existirem inteiros gaussianos de norma igual a n, nao ha o que demonstrar. Suponha que
a seja um inteiro gaussiano de norma igual a n. Se n é primo, o Teorema 7 garante que @ é um
primo gaussiano. Se n é composto e @ é um primo gaussiano, temos o resultado. Se, porém, n é
composto e @ é um inteiro gaussiano composto, considere as seguintes fatoragoes de «

EFR ST ORRRE MY oF SRRRY o

em que m; e 7rj’ sao primos gaussianos, para todo 1 < i <rel <j <s. Como 7 | @, temos
que 7y | mjxy -+ w5 e, pelo Teorema 9, segue que 7y | 7rj’ para algum j € {1,2,...,s}. Podemos
supor, sem perda de generalidade, que my | 7]. Assim, como 7} e 7] sdo primos gaussianos, existe
u € {+1, +i} tal que n] = um;. Logo, w1 e 7] sdo primos gaussianos associados e podemos escrever
@ =mp, em que § = my---m, = umy---m,. Aplicando a hipétese de indugao, temos que § é um
primo gaussiano ou, a menos da ordem e de elementos associados, pode ser fatorado de forma
unica como produto de primos gaussianos, pois N(8) = N(a)/N(m1) < N(@) = n. Isso conclui a
demonstracao. O

Exemplo 9. O inteiro gaussiano 7 — 3i é multiplo de 1 +1, pois N(7 — 3i) = 58 é par (Corolério 1).

Como
7-3i 73 1-i_ 4-10i

1+1 141 1-i 2

=2 5i,
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segue que 7—31 = (1+1)(2->5i). Por outro lado, 1+i e 2—5i sdo primos gaussianos, pois N(1+1) = 2
e N(2-5i) = 29 sao primos (Teorema 7). Logo, o Teorema 10 garante que, a menos da ordem, as
fatoragoes nao triviais de 7—3isao 7—3i = (1+1)(2—51),7-3i= (1-1)(5+2i),7-3i = (-1 +i)(-5—2i)
e7-3i=(-1-1)(-2+5i).

Teorema 11. Se w € um primo gaussiano, entdo existe um primo positivo p tal que 7 | p.

Demonstragdo. Seja m um primo gaussiano. Como N(x) > 1, segue do Teorema Fundamental da
Aritmética que N(xr) pode ser expresso como um produto de primos positivos, ou seja, existem

primos positivos pq,...,p, tais que N(x) = p;py...p,. Pela definicdo de norma, temos N(x) = 2
e, com isso, sabemos que 7 | N(7r). Assim, temos que 7 é um primo gaussiano tal que 7 | p;ps . . . p,-
Portanto, pelo Teorema 9, segue que 7 | p;, para algum j € {1,...,1}. |

Teorema 12. Um primo positivo p € composto em Z[i] se, somente se, pode ser expresso como uma
soma de dois quadrados.

Demonstra¢do. Seja p um primo positivo. Se p é composto em Z[i], entao existem inteiros gaus-
sianos @ e B tais que p = @B, N(a) > 1 e N(B) > 1. Aplicando a norma em ambos os lados da
igualdade e usando a multiplicidade da norma, obtemos p? = N(a)N(B). Como p é um nimero
primo positivo e N(a),N(B8) > 1, segue que N(a) = p. Escrevendo a = a + bi, com a,b € Z, temos
que p = N(a) = a? + b2, Reciprocamente, suponha que existam inteiros a e b tais que p = a? + bZ.
Considere o inteiro gaussiano @ = a + bi e observe que N(a) = a@ = (a+bi)(a— bi) = a? + b?. Logo,
p = (a+bi)(a—bi), em que a+ bi é um fator nao trivial. Portanto, p é composto em Z[i]. O

Exemplo 10. O inteiro 5 é um primo positivo que é composto em Z[i] (Exemplo 8). Logo, pelo
Teorema 12, 5 pode ser expresso como soma de dois quadrados (5 = 12 +22).

Teorema 13. Se um primo positivo p diferente de 2 € composto em Z[i], entdo ele pode ser expresso
como produto de dois primos gaussianos, os quais sGo conjugados, possuem Morma p € nao Sao
associados.

Demonstracdo. Seja p um primo positivo composto em Z[i]. O Teorema 12 garante que existem
inteiros a e b tais que p = a2 +b? = (a+bi)(a—bi). Os elementos a+bi e a—bi possuem norma igual
a p e, consequentemente, sao primos gaussianos (Teorema 7). Como a+ bi e a—bi sdo conjugados,
resta mostrar que ndo sdo associados. Suponha, por absurdo, que a+ bi =y - (a—bi), em que y é
uma unidade de Z[i]. Se u = 1, entdo a+bi = a— bi. Logo, b = 0 e, consequentemente, p = a2, o
que nos leva a uma contradicao, pois p é primo. Analogamente, se u =—1, entao a+ bi = —(a— bi).
Assim, a = 0 e, consequentemente, p = b?, 0 que também é uma contradicdo. Se g =1 ou u = i,
temos a+bi =i(a—bi) = b+ia e a+bi =-i(a—bi) = —b - ai, respectivamente. Nesses casos, b? = a2
e, com isso, p = 2a2, o que é um absurdo, pois p é um primo diferente de 2. O

Teorema 14. Os associados de um primo gaussiano também sdo primos gaussianos.

Demonstra¢do. Seja m um primo gaussiano e u uma unidade. Observe que N(ur) = N(u)N(r) =
N(r) > 1. Suponha, por absurdo, que um seja um inteiro gaussiano composto. Logo, existem
inteiros gaussianos a e B tais que um = a¢f com 1 < N(a) < N(n) e 1 < N(B) < N(x). Como u é
uma unidade, por definicao, existe um inteiro gaussiano ! tal que g 'y = 1. Multiplicando ambos
os lados da igualdade um = @B por u !, temos u 'ur = u tapB, isto é, m = y'apB. Note que u ! é
uma unidade, pois se aplicarmos a norma em ambos os lados da igualdade u 'u = 1 e usarmos a
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multiplicidade da norma, obtemos N(u )N (i) =1, ou seja, N(u 1) = 1. Logo, 7 = (¢ '@)8 é uma
fatoracdo nao trivial de , uma vez que 1 < N(u'a) = N(u )N(a) = 1 - N(a) = N(e) < N(n), o
que é um absurdo, pois 7 é um primo gaussiano. Portanto, uz é um primo gaussiano. |

O préximo resultado, que é do contexto de numeros inteiros, serd de suma importancia para
a apresentacao da demonstragao de uma caracterizagao dos inteiros gaussianos em termos dos
primos em Z (Teorema 16). A notacdo a=b mod m significa que a e b sejam congruentes médulo
m, isto é, m | (a—b) em Z.

Teorema 15. Seja p um primo positivo. As sequintes condi¢des sao equivalentes:

)p=2oup=1 mod4;
ii) a congruéncia x2 = -1 mod p possui uma soluc@o;

iii) existem inteiros a e b tais que p = a% + b>.

Demonstra¢do. Seja p um primo positivo.

i) = ii) Se p = 2, entdao x = 1 é solugao da congruéncia x* = —1 mod p. No caso em que p = 1
mod 4, sabemos que existe um inteiro k tal que p—1 = 4k. Considere entao a fatoragao polinomial
TP 11 = (T®D/2_1)(T® /24 1) com coeficientes médulo p. O Pequeno Teorema de Fermat
(ver [9]), garante que o polindémio do lado esquerdo da igualdade possui p—1 raizes distintas médulo
p, o0 que implica que o polindmio do lado direito também possui p — 1 raizes distintas moédulo p.
Como o polinémio T® /2 — 1 possui grau (p — 1)/2, ele tem no méximo (p —1)/2 raizes médulo
p. Logo, o polinémio T® /2 4+ 1 também deve possuir raizes médulo p, ou seja, existe inteiro ¢
tal que ¢® /241 =0 mod p. Desse modo, temos c[(#+D-11/2 = 1 mod p, isto é (¢¥)? = -
mod p. Isso mostra que x = ¢ é uma solucio da congruéncia x> = -1 mod p.

2

ii) = iii) Seja x € Z tal que x> = ~1 mod p, isto é, p | (x> + 1) em Z. Considerando esta

divisibilidade em Z[i], temos p | (x +1i)(x —i). Suponha, por absurdo, que p seja um primo
gaussiano. Assim, pelo Teorema 9, p | (x +1i) ou p | (x —1i) em Z[i]. Logo, existe um inteiro
gaussiano m + ni, em que m e n sao inteiros, que satisfaz p(m + ni) = x+1i ou p(m + ni) = x —i.
Donde segue que pn =1 ou pn = -1, o que é um absurdo, pois n ¢ inteiro e p é primo. Portanto, p
é composto em Z[i] e, pelo Teorema 12, p pode ser expresso como soma de dois quadrados.

iii) = i) Sejam a e b inteiros tais que p = a? + b%. Se p é par, entdo p = 2. Por outro lado, se p é
impar, entdao p =1 mod 4 ou p =3 mod 4. Vamos mostrar que p # 3 mod 4. De fato, seja k um
inteiro qualquer. Temos 4 possibilidades quando consideramos a congruéncia médulo 4. Se k = 0
mod 4, entdo k> =0 mod 4. No caso em quek =1 mod 4, temos k> =1 mod 4. Sek =2 mod 4,
vale que k? =4 mod 4 e, como 4 = 0 mod 4, temos k> = 0 mod 4. Por fim, se k = 3 mod 4,
entdo k% =9 mod 4 e, consequentemente, k =1 mod 4, pois 9 =1 mod 4. Logo, k? =0 mod 4
ou k? =1 mod 4. Isso implica que ao somarmos os quadrados de dois inteiros nunca obteremos
um inteiro congruente a 3 médulo 4. Portanto, p=2 oup =1 mod 4. O

Agora apresentaremos uma caracterizagdo dos primos gaussianos.

Teorema 16. Dados dois inteiros a e b quaisquer, temos que:

i) a € um primo gaussiano se, e somente se, a € primo e |a] =3 mod 4;

N
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ii) bi € um primo gaussiano se, e somente se, b é primo e |b| =3 mod 4;

iii) Se a e b sdo ambos ndo nulos, a+bi é um primo gaussiano se, e somente se, a>+b? € primo.

Demonstracdo. Sejam a e b inteiros quaisquer.

i) Se a é um primo gaussiano, entao N(a) > 1. Suponha, por absurdo, que a nao seja primo. Como
a#0,a#1ea#-1 (pois N(a) > 1), temos que a é composto em Z. Pelo Teorema 11, existe um
primo positivo p tal que a | p. Como p é um primo positivo e a é um inteiro, segue que a = +p,
ou seja, |a] é um primo positivo. Isso mostra que a é primo. Agora, suponha por absurdo que
la] # 3 mod 4. Temos que |a| =1 mod 4 ou |a|] = 2, pois |a|] é um primo positivo. Pelo Teorema
15, |al] pode ser escrito como soma de dois quadrados, ou seja, existem inteiros m e n tais que
|]a] = m? +n? = (m +ni)(m — ni) e, consequentemente, a = (m +ni)(m —ni) ou a = —(m +ni) (m — ni).

Como a é um primo gaussiano, seus tinicos divisores sdo os triviais. Assim, m? +n? = 1, pois um
dos fatores deve ter norma igual a 1. Logo, a = 1 ou a = +i, o que é um absurdo, ja que a é
um primo gaussiano. Portanto, |a| =3 mod 4. Reciprocamente, seja a um primo tal que |a] = 3

mod 4. Se a > 0, entdao a =3 mod 4 e, pelo Teorema 15, a ndo pode ser expresso como uma soma
de dois quadrados. Portanto, pelo Teorema 12, temos que a é um primo gaussiano. Se a < 0,
entao |a|] = —a e, com isso, —a = 3 mod 4. Como —a > 0, o caso anterior garante que —a é um
primo gaussiano. Portanto, pelo Teorema 14, a também é um primo gaussiano, uma vez que é um
associado de —a.

ii) Suponha bi um primo gaussiano. Observe que bi(—i) = b, ou seja, b é um associado de bi.
Logo, b é um primo gaussiano (Teorema 14). Pelo Item (i), o inteiro b é primo e |b| =3 mod 4.
Reciprocamente, suponha que b seja primo e |b| =3 mod 4. Assim, pelo item (i), segue que b é
um primo gaussiano e, consequentemente, bi é um primo gaussiano (Teorema 14).

iii) Seja a+bi um primo gaussiano, em que a e b sao ambos nao nulos. Suponha, por absurdo, que
a2 +b? seja composto em Z. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, existem primos positivos
di,---,q, tais que a? +b? = q;---q,. Como a? +b? = N(a+ bi) = (a + bi)(a — bi), segue que
(a+bi) | q; - -qy. O Teorema 9 garante que existe r € {1,...,n} tal que (a+bi) | q,, uma vez que
a+bi é um primo gaussiano. Suponha, sem perda de generalidade, que q; = (a+bi)B, com S € Z[i].
Como q; # 0, temos que B # 0. Se N(B) = 1, entdo q; e a+bi sdo associados, o que nao é possivel,
pois q; € Z, a# 0eb # 0. Logo, N(8) > 1 e, consequentemente, q; ndo é um primo gaussiano,
uma vez que B e a+ bi sdo fatores nao triviais de q;. Assim, o Item i) garante que q; =2 ouq; =1

mod 4, pois q; é primo. Portanto, pelo Teorema 15, existem inteiros m e n tais que m? +n? = q;,

ou seja, (m+ni)(m—ni) = q; = (a+bi)B, com m+ni e m—ni primos gaussianos (pois m? +n? = q;
é primo). Como a+ bi é um primo gaussiano, pelo Teorema 9, segue que (a + bi) | (m + ni) ou
(a+bi) | (m—ni). Logo, a+ bi é associado de m + ni ou de m — ni, pois a + bi, m + ni e m — ni séo
primos gaussianos. Consequentemente, N(a + bi) = N(m +ni) ou N(a + bi) = N(m—ni). Em ambos
os casos, a2 +b% = m? + n? = q, sendo a? + b? composto em Z e q; é primo em Z, o que é um
absurdo. Portanto, a? + b? é primo em Z. Reciprocamente, suponha que N(a + bi) = a? +b? é um
primo em Z e note que, pelo Teorema 7, segue que a + bi é um primo gaussiano. O

Exemplo 11. Os Itens i) e ii) do Teorema 16 garantem que 3, —3, 3i e —3i s@o primos gaussianos. O
Item iii) do mesmo teorema garante que +1+2i e £2+1i sao primos gaussianos, pois possuem norma
igual a 5. Nao existem outros primos gaussianos de norma igual 5, conforme pode-se verfificar na
Figura 7. Quais sao os primos gaussianos de norma menor ou igual a 607 O Teorema 16 fornece a
resposta dessa pergunta. Sao os elementos de norma igual a p2 < 60, em que p é um primo positivo
congruente a 3 mddulo 4 (isto é, p = 3 ou p = 7), e os de norma igual a p < 60, onde p é um
primo que pode ser escrito como soma de quadrados de dois inteiros positivos (pelo Teorema 15,
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p=2oup=1 mod 4, ouseja, p € {2,5,13,17,29,37,41,53}). Em outras palavras, sdo os inteiros
gaussianos que pertencem a uniao das circunferéncias centradas na origem do plano complexo de
raios \/5, \/5,3, \/E, \/ﬁ, @, \/ﬁ, \/ﬁ, 7 e V53. Os primos gaussianos de norma menor ou igual
a 60 e as circunferéncias mencionadas estao ilustrados na Figura 7. Os elementos obtidos a partir
dos itens i) e ii) do teorema estao destacados na cor verde e os caracterizados pelo item iii) estao
destacados em vermelho. Na Tabela 1 estao listados os primos gaussianos de norma menor ou
igual a 60.

Norma Primos gaussianos
2 1+i,-1-i,-1+iel—i.
5 1+2i,-1-2i,-24+1,2-1,1-2{,-1+2{,2+ie 21
9 3,-3,31 e -3i.
13 2+31,-2-31,-3+21,3-21,2- 31,2+ 31,3+ 2ie -3-2i.
17 1+4i,-1-4i,-4+1,4—i,1-4i,-1+4i,4+ie—-4-i
29 2+5i,-2-51,-5+2i,5-21,2— 51,2+ 51,5+ 2i e -5 2i.
37 1+6i,-1-6i,6+1,6—1,1—-6i,-1+6i,6+ie—6—1i.
41 445i,-4-51,-5+4i,5—-4i,4—-5i,-4+5i,5+4i e -5 —4i.
49 7,-7,7i e —Ti.
53 2+471,-2-7,-T+21,7-21,2- 71,2+ 7,7+ 2ie -7 2i

Tabela 1: Primos gaussianos de norma menor ou igual a 60.

Figura 7: Primos gaussianos de norma menor ou igual a 60.

Observagao 4. Os numeros primos de 1 até n podem ser determinados utilizando o Crivo de
Eratdstenes. Para mais detalhes, confira a referéncia [5].
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5. Aritmética Modular

Nesta secao apresentaremos uma breve introdugao a aritmética modular em Z[i].

Definigao 6. Sejam «, B e y inteiros gaussianos, com y nao nulo. Dizemos que @ é congruente a
B mbdulo vy, e escrevemos @ = 8 mod vy, quando y | (@ —B). Se v t (a — B), dizemos que «a é
incongruente a B moédulo y e escrevemos @ # 8 mod .

Exemplo 12. Observe que 20 +2i = 6 +5i mod 4 + 5i (isto é, 4 + 51 | [(20 + 2i) — (6 + 51)]), pois

(20 +2i) — (6+5i) 14-3i (14-3i)(4—5i)) 41-82i 41-82i
4+ 5i 4451 (4+5i)(4-51) N@+5i) 41

=1-2ieZ[i].
Teorema 17. Sejam «a,B,u,08,60 ey inteiros gaussianos, com y nao nulo. Temos que

i) a=a mod vy.

ii) Se « = B mod y, entdo f =a mod vy.

iii) Sea=B mody e B=pu mody entdo @ =pu mod y.

iv) Sea=8 mody ed =60 mod vy, entdioa+6 =B+6 mod y.

v) Sea=8 mody ed=6 mod vy, entdoa-6 =£-60 mod y.

Demonstra¢do. A demonstragao segue diretamente da Definigao 6. O

Definicao 7. Sejam «, S8 e y inteiros gaussianos, com y nao nulo. Dizemos que g é um residuo de
a modulo y se @ = mod y.

Exemplo 13. O objetivo deste exemplo é determinar, ao menos, um residuo de 4 + 3i médulo 3 +1
cuja norma é menor do que a norma de 3 +i. Dividindo 4 + 3i por 3 + i, obtemos

4431 (4+30)(3-0) 3 1,

3+i N(3+1i) 2" 2"

Aplicando o método implicito na demonstragdo do Teorema 6, encontramos os quocientes 1,1 +
i,2,2 +1 e, respectivamente, os restos 1+ 2i,2 —1,-2 +1i,—1 — 2i. Portanto, 4 + 3i é congruente a
1+2i,2—-1,—2+i e —1—2i médulo 3+1i, ou seja, 1+2i,2—1,-2+1i,—1—2i sdo residuos de 4+ 3i médulo
341 que possuem a norma menor do que N(3 +1).

Definicao 8. Um conjunto de inteiros gaussianos {B1,...,B8:} é um sistema completo de residuos
mddulo y se sao validas as seguintes afirmagoes

i) Bi # B; mod y, sei#j.
ii) Para todo inteiro gaussiano « tem-se @ = 8; mod vy, para algum i € {1,...,r}.

Teorema 18. Se R = {B1,B2,...,8:} ¢ S = {a1,as,...,as} sao sistemas completos de residuos
mddulo vy, entdo r = s.
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Demonstra¢do. Sejam R = {B1,B2,...,B:} e S = {a1,@s,...,as} sistemas completos de residuos
moédulo y. Suponha, por absurdo, que r # s e assuma, sem perda de generalidade, que s > r.
Como R é um sistema completo de residuos moédulo vy, para cada j € {1,2,...,s}, existe um
ie{l,2,...,r} tal que @; = Bi mod y. Mas s > r e, pelo Principio da Casa dos Pombos (ver
referéncia [9]), existem indices j;,j, € {1,2,...,s} distintos tais que a;j, = Bi, mod y e a;, = Bi,
mod y para algum iy € {1,2,...,r}. Desse modo, a;, = @, mod y, com j; # j,, 0 que é um
absurdo, pois S é um sistema completo de residuos médulo y. Portanto, r = s. O

Observagao 5. O niimero de elementos de um sistema completo de residuos médulo y serd denotado
por n(y).

Para visualizar geometricamente elementos congruentes médulo 8, basta plotar os inteiros gaussia-
nos no plano complexo, destacar os miltiplos de 8 e, em seguida, revestir o plano por quadrados, de
forma que os multiplos de B8 sejam os vértices desses quadrados. Elementos congruentes médulo 8
estao localizados nas mesmas posigoes relativas dentro dos diferentes quadrados. Isso sera ilustrado
no proximo exemplo.

Exemplo 14. Seja 8 = 3 +1i. Os multiplos de 8 estao destacados em vermelho na Figura 8. Os
pontos de mesma cor representam inteiros gaussianos congruentes modulo g enquanto que de cores
diferentes representam elementos incongruentes médulo 8. Qualquer conjunto que contenha exa-
tamente um elemento de cada cor é um sistema completo de residuos médulo 8. Reciprocamente,
qualquer sistema completo de residuos contém exatamente um elemento de cada cor. Em cada um
dos quadrados que revestem o plano complexo temos um sistema completo de residuos. O nimero
de elementos de qualquer sistema completo de residuos médulo 8 é n(8) = 10.

(] ® ° o o ® o o o ® ° °
o [ ® o o o L] ® (] o () L]
o o ®] O L] ® o L ° ®] o o
i3
o ° ® ° o ® o o o o] (] °
{ ] o ® ( o o o ® { L] o [
&
° o ®] o O ® L ] ®] ° ® o o

(] L ] o () L] o o o] (] ® { ] o
° ° o o o ©] ° ° o L] (J o
o o o] ( L] L] [ ® o (®] o o
° ° ° o L] ® o ®] O ® ° °
o L] ® o o o ° ® ° o ° o
o o (©] o L] ® o ) ( o o o

Figura 8: Aritmética médulo 3+i
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Uma curiosidade é que as dez cores estdo presentes no eixo real. Isso significa que existe um
sistema completo de residuos médulo B que contém apenas nimeros inteiros. Por exemplo,
{+4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5} é um sistema completo de residuos modulo B. Isso nao vale em geral
e serd abordado mais adiante (Exemplo 15 e Coroldrio 2).

Observacao 6. Para B = 3 +1, tem-se n(B) = N(B). Mostraremos que nao se trata de uma coin-
cidéncia, isto é, a igualdade é verdadeira para qualquer inteiro gaussiano nao nulo (Teorema 22).

Teorema 19. Sejam a e B inteiros gaussianos e y um primo gaussiano. Temos que @8 =0 mod y
se, e somente se, « =0 mod y ou 8 =0 mod vy.

Demonstra¢do. Sejam @ e B inteiros gaussianos e y um primo gaussiano. Suponha que af = 0
mod v, isto é, y | @B. Pelo Teorema 9, temos que y | @ ou y | B, ou seja, « =0 mod y ou B =0
mod y. Reciprocamente, se « =0 mod y ou 8 =0 mod 7y, entdao y | @ ou y | B. Logo, v | af e,
portanto, B8 =0 mod y. O

Teorema 20. Sejam a,b e c inteiros, comc > 1. Entdoa=b mod c em Z se, e somente se, a =b
mod ¢ em Z[i].

Demonstragdo. Sejam a,b e c inteiros. Se a = b mod ¢ em Z, entao ¢ | (a—b) em Z. Como
todo inteiro é um inteiro gaussiano, segue que ¢ | (a—b) em Z[i], ou seja, a = b mod ¢ em
Z[i]. Reciprocamente, se a = b mod ¢ em Z[i], entdo existe um inteiro gaussiano y = m + ni
tal que a—b = ¢(m + ni) = cm + cni. Como a e b s@o inteiros, temos que a—b é um inteiro e,
consequentemente, cm + cni é um inteiro. Logo, cn = 0 e, como ¢ # 0, segue que n = 0. Assim,
vy =m + 0i é um inteiro, o que implica que c | (b—a) em Z. Portanto, a=b mod c em Z. O

Teorema 21. Qualquer conjunto contendo n(a) elementos incongruentes modulo a € um sistema
completo de residuos modulo a.

Demonstragdo. Considere o conjunto {ﬁl,ﬂg, . ,Bn(a)}, em que B; # B; mod a sempre que i # j.
Seja {y1,¥2,..-,¥n(a)} um sistema completo de residuos moédulo @. Assim, para cada §i, 1 <
i < n(@), temos que B; = y; mod a para algum 1 < j < n(a). Note que cada y; estd associado
a um tnico Bj, uma vez que se B;, = ¥; mod a e B, = ¥; mod @, entdo Bi, = B, mod «a e,
consequentemente, i; = ip. Logo, como ambos os conjuntos possuem n(a@) elementos, temos que
para cada 7y; existe um B; tal que y; = fi mod @. Agora, seja ¢ um inteiro gaussiano qualquer.

Como {y1,¥2,--.,¥n(a)} ¢ um sistema completo de residuos médulo a, segue que 6 = y;, mod «
para algum 1 < jy < n(e). E, como y;, = B;, mod a para algum 1 < iy < n(a), temos, pelo
Teorema 17, que 6 = B;, mod a. Portanto, {81, 82,...,Bn(a)} ¢ um sistema completo de residuos
modulo a. |

Lema 1. Se m € um inteiro ndo nulo, entdo n(m) = m?.

Demonstragdo. Seja m um inteiro nao nulo. Os elementos da forma a+bi, com 0 < a < m -1
e 0 < b < m-1, constituem um sistema completo de residuos médulo m. Assim, como a e b
podem assumir m valores cada, esse sistema completo de residuos tem m? elementos. Portanto,
n(m) = m2. O

Lema 2. Se vy é um inteiro gaussiano ndo nulo, entdo n(y) = n(y).
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Demonstra¢do. Sejay um inteiro gaussiano nao nulo. Congruéncias médulo y podem ser converti-
das em congruéncias modulo y e vice-versa. De fato, sejam « e B inteiros gaussianos tais que a = 8
mod 7y, temos que y | (@~ B). Assim, existe 6 € Z[i] tal que @8 = 6y. Donde segue que @S = 6y.
Logo, 7 | (@—B) e, consequentemente, @ = B mod ¥. Isso mostra que @ = 8 mod y se, e somente
se, @ = B mod ¥, uma vez que zZ = z para todo z € C. A partir disso, podemos concluir que o
conjunto formado pelos conjugados dos elementos de um sistema completo de residuos médulo y
é um sistema completo de residuos moédulo y. Portanto, n(y) = n(y). O

Lema 3. Se a e B sdo inteiros gaussianos ndo nulos, entdo n(af) = n(a)n(f).

Demonstra¢do. Sejam {xi,...,x;} um sistema completo de residuos médulo @ e {yy,...,ys} um
sistema completo de residuos médulo B, temos n(a) =r e n(B) = s. Vamos mostrar que o conjunto
{xi+tay;;1 <i<rel<j<s}éum sistema completo de residuos médulo @f. Seja y um inteiro
gaussiano qualquer. Como {xi,...,x;} é um sistema completo de residuos médulo «, segue que
vy =x; mod @, para algum i =1,...,r. Assim, existe um inteiro gaussiano 6 tal que y — x; = fa.
Além disso, como {yy,...,ys} ¢ um sistema completo de residuos médulo B, temos que 6 = y;
mod S, para algum j=1,...,s. Logo, existe um inteiro gaussiano « tal que 6 —y; = Bx. Com isso,
obtemos y —x; = ay; +afk e concluimos que y = x; +ay; mod af, pois ef | [y (x; +ay;)]. Agora
suponha que
xi +ay; =x; +ay; mod ap.

Nesse caso, temos af | [(x; + ay;) — (x] + ayj’)] e, consequentemente, a | [(x; +ay;) — (X] + ayj’)].
Assim, x; + ay; = x| + a/ny mod « e, como ay; =0 mod @ e a/y..’ = 0 mod a, segue que x; = X
mod a. Logo, i =1’, pois x; e x/ sdo elementos de um sistema completo de residuos médulo a.
Usando que of | [(xi + ay;) — (x{ + yj’)] e x; =x{, temos que af | [a(y;— yj’)] e, consequentemente,
Bl (y;— yj’). Ou seja, y; = yj’ mod 3, o que implica que j = j’, pois y; e y| sao elementos de um
sistema completo de residuos médulo B. Portanto, {xi +ay;;1 <i<rel <j < s} é um sistema
completo de residuos médulo af e, consequentemente, n(aB) = rs = n(a)n(B). O

Teorema 22. Se y é um inteiro gaussiano nao nulo, entdo n(y) = N(y).
Demonstra¢do. Seja y um inteiro gaussiano nao nulo. O Lema 3 garante que n(yy) = n(y)n(y).

Aplicando o Lema 2, obtemos n(y¥) = n(y)?. Por outro lado, o Lema 1 garante que n(yy) =
(y¥)? = N(y)?, uma vez que ¥y = N(y) é um niimero inteiro. Logo, N(y)? = n(y)?. Como N(y) e

n(y) sdo inteiros positivos (pois y # 0), segue que N(y) =n(y). |
Teorema 23. Sejam a,b,d,j e € inteiros, com mdc(a,b) =d > 1. SeB=a+biej={ modp},
entao N

={ mod %

Demonstragao. Sejam a,b e d inteiros, com mdc(a,b) =d > 1. Assim, existem inteiros a’ e b’ tais
que a=a’d, b=b’d e mdc (a’,b’) = 1. Agora, sejam j e £ inteiros e 8 = a+bi tais que j = ¢ mod S.
Isto implica que existe um inteiro gaussiano 6 tal que j—¢ = 88. Logo, como j e £ sao inteiros, segue
que 6B é um inteiro. Escrevendo 6 = m + ni, em que m,n € Z, temos que 68 = (m + ni)(a + bi) =
(am —bn) + (an + bm)i. Dessa forma, para que (am—bn) + (an + bm)i seja um inteiro, é necessario
que an + bm = 0, isto é, an = ~bm. Donde segue que a’n = —-b’'m. Como a’ e b’ sdo primos entre
si, existe um inteiro k tal que m = ka’ e n = —kb’. Logo, # = m +ni = ka’ — (kb’)i = k(a’ — b’i) e,
consequentemente, j — £ = 68 = k(a’ —b'i)8 = (k/d)(a—bi)8 = [(k/d)B]B = k - N(B)/d. Portanto,
j=¢ mod [N(B)/d]. m|
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O préximo resultado garante, se B = a+ bi e mde(a,b) = 1, a existéncia de um sistema completo
de residuos moédulo 8 composto apenas por nimeros inteiros e outro por inteiros gaussianos cuja
parte real é igual a zero.

Corolario 2. Seja B =a+bi um inteiro gaussiano. Se mdc(a,b) =1, entdo {0,1,2,...,N(B)—1} e
{0,1,2i,...,(N(B) — 1)i} sao sistemas completos de residuos mddulo .

Demonstracdo. Seja 8 = a+bi um inteiro gaussiano, em que a e b sao inteiros e mdc(a,b) = 1. Sejam
j,€€{0,1,...,N(B)-1}, com j # €. Temos que j # ¢ mod N(B), pois 0 < |j—¢| < N(B). Aplicando o
Teorema 23, obtemos j # ¢ mod B. Isso mostra que os elementos do conjunto {0,1,2,...,N(B8)—1}
sao dois a dois incongruentes modulo 8. Como o nimero de elementos desse conjunto é N(B), e
N(B) =n(B) (Teorema 22), o Teorema 21 garante que se trata de um sistema completo de residuos
modulo B. A prova da outra parte é trivial e serd omitida. O

O exemplo a seguir mostra que a hipétese do Corolério 2 (isto é, mdc(a, b) = 1) é necesséria.

Exemplo 15. Seja 8 = 2 + 2i. Na Figura 9, de forma andloga ao Exemplo 14, os multiplos de 8
estao destacados em vermelho, pontos de mesma cor representam inteiros gaussianos congruentes

{ ] L] o © ® { ] © ® L] o o ®

° @ @] [ J [ ] ] [ J [ ] @ o ] [}

o © (] © ©] o ©] o © (] o ©]
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Figura 9: Aritmética médulo 2 + 2i

modulo B enquanto que elementos de cores diferentes sao incongruentes médulo 8. O ntimero de
elementos de qualquer sistema completo de residuos médulo 8 é n(B) = 8. Nao existe um sistema
completo de residuos médulo B no eixo real (somente quatro cores no eixo real) e nem no eixo
imagindrio (somente quatro cores no eixo imagindrio). Isso néo contradiz o Coroldrio 2, uma vez
que B=2+2iemdc(2,2) =2 # 1.
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