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sobre grafos hamiltonianos

Anderson Luiz P. Porto ® Marcelle Fernanda R. Xavier ® Douglas F. G. Santiago ©®

Resumo

Neste artigo sdo exibidos contraexemplos para a reciproca de um resultado de Fiedler-Nikiforov
que trata de uma desigualdade envolvendo os conceitos de raio espectral de um grafo e sua ha-
miltonicidade. Para tanto, dois métodos distintos foram utilizados para obter os resultados. O
primeiro foi feito baseado em resultados dados pelo Scilab que determinou a nao validade da ine-
quacgao de Fiedler-Nikiforov. No segundo, foram usados conceitos e resultados basicos de anélise
matematica. Além disso, utilizou-se dos conceitos de clique maximo de um grafo e sua relagao
com o raio espectral para a construcao dos contraexemplos. Este trabalho foi realizado no periodo
compreendido entre os anos de 2017 e 2019 e fez parte de um projeto Picme em que a segunda
autora desenvolveu sua pesquisa e monografia na area de Teoria de Grafos.

Palavras-chave: Grafos; Matriz de adjacéncia; Hamiltonianos; Raio espectral; Teorema de Bolzano.

Abstract

In this article, counterexamples are presented for the reciprocal of a Fiedler-Nikiforov result that
deals with an inequality involving the concepts of spectral radius of graphs and its hamiltonicity.
For this, two different methods were used to obtain the results. The first was made based on
results given by Scilab that determined the non-validity of the Fiedler-Nikiforov inequality. In the
second, basic concepts and results of mathematical analysis were used. In addition, the concepts
of maximum click of a graph and its relation to the spectral radius were used to construct coun-
terexamples. This work was carried out in the period between the years 2017 and 2019 and was
part of a PICME project in which the second author developed her research and monograph in
the area of Graph Theory.

Keywords: Graphs; Adjacency matrix; Hamiltonians; Spectral radius; Bolzano’s theorem.

1. Introdugao

A teoria dos grafos teve inicio em 1736 quando Leonard Euler resolveu o famoso problema das
sete pontes, que intrigava a populacdo da antiga cidade de Konigsberg na Prussia, atualmente
Kaliningrado na Russia. Euler representou o problema com uma estrutura geométrica que hoje
conhecemos como o grafo de Euler das sete pontes. O rio Pregel passava pelo interior da cidade e
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a dividia em quatro partes, formando um complexo de ilhas interligadas por sete pontes, conforme
a Figura 1 [2]. Uma representagido do problema na forma de um grafo encontra-se na Figura 2.
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Figura 1: Konigsberg Bridges.
Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/File:Konigsberg_ bridges.png.

Figura 2: Grafo das ilhas de Koénigsberg.
Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:K%C3%B6nigsberg_ graph.png.

O estudo sobre grafos hamiltonianos teve inicio em 1858, quando o matematico irlandés sir William
Rowan Hamilton (1805 - 1865), criou um jogo matemdtico envolvendo um dodecaedro regular, onde
se pretendia encontrar um ciclo que passasse por todos os vértices sem repeti-los. Tal problema
também pode ser visualizado a partir de um grafo. Grafos que contém tais ciclos sdo ditos grafos
hamiltonianos ou grafos de Hamilton (Adaptado de [2]).

Um lago é um grafo com uma tnica aresta que se conecta a um tnico vértice (ver Defini¢do 3). Um
grafo completo com n vértices é um grafo sem lacos tal que cada um de seus vértices estd conectado
a todos os outros n—1 vértices ndo adjacentes por uma tnica aresta. Tais grafos serdo denotados por
K,,. Por exemplo, um tridngulo (denotado por K3) é um grafo completo com 3 vértices, enquanto
que um quadrado com suas diagonais é um grafo completo com 4 vértices, denotado por K.

Dois tipos de grafos serdo as exceg¢oes no teorema a seguir. O primeiro é construido a partir da
unido de um grafo completo contendo n— 1 vértices e um vértice isolado v (isto é, um vértice que
néo estd contido no grafo completo). O segundo é obtido a partir da unido de um grafo completo
contendo n — 1 vértices e uma aresta e que nao estd contida no conjunto de arestas do grafo
completo. O primeiro grafo serd denotado por K, ;U v e o segundo por K, U e, respectivamente.
Os simbolos distintos para a adicdo de vértices e arestas foram feitos para distinguir os dois tipos
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de construgdes: a primeira, no conjunto de vértices, e a segunda, no conjunto de arestas assim
como no conjunto de vértices. Veja a Figura 3 para representagdes na forma de grafos:

Figura 3: Grafos K, ;U v e K, ;U e da esquerda para a direita.
Fonte: Santos [11].

A matriz de adjacéncia de um grafo G, denotada por A(G) = (a;;), ¢ uma matriz quadrada cujas
entradas satisfazem aj; = 1, se o i-¢simo vértice de G ¢ conectado por uma aresta ao j-ésimo vértice,
e aj; = 0, nos casos contrarios. O raio espectral de um grafo G, denotado por u(G), é o maior
autovalor positivo de A(G).

No artigo Spectral radius and hamiltonicity of graphs, os autores Fiedler e Nikiforov provaram o
seguinte:

Teorema 1 ([4]). Seja G um grafo com n vértices e raio espectral p(G). Se p(G) = n-2, entio G
contém um caminho hamiltoniano, exceto se G for igual a G = K,_jU v. Se a inequagdo é estrita,
entdo G contém um ciclo hamiltoniano, exceto se G = K, 1V e.

Este artigo possui dois propositos principais. O primeiro é apresentar contraexemplos para a
reciproca do resultado acima, que nem sempre sao bem explorados, justificando-os de duas maneiras
distintas: a primeira através do cdlculo direto do raio espectral usando o software Scilab ([12])
e a segunda mediante resultados analiticos com o auxilio de gréaficos construidos pelo software
GeoGebra ([5]). A construgdo dos contraexemplos foi baseada em uma desigualdade que envolve
o conceito de clique méaximo de um grafo, que serd discutido na segdo 3 deste artigo [2].

O segundo propésito é evidenciar aspectos e ferramentas da investigacdo matematica que podem e
devem ser utilizados como facilitadores no desenvolvimento dos argumentos aplicados na construgao
dos contraexemplos, particularmente os recursos computacionais.

Esses mecanismos auxiliam tanto o ensino quanto o desenvolvimento da matematica propriamente
dita, sendo comum o uso de softwares como Geogebra ([5]), Scilab ([12]), Octave, Matlab, Ma-
ple, yEd, Graphviz ([6]), entre outros. Tais ferramentas permitem a observagido de exemplos,
possibilitando propor conjecturas ou mesmo refuta-las e estabelecer a nao validade de resultados,
como é feito neste artigo com a reciproca do Teorema 1. As ferramentas computacionais atu-
almente representam 6timos recursos investigativos dentro da matemaética e em diversas outras
areas do conhecimento. Seus resultados podem até mesmo atuar como provas validas ou sugerir
caminhos para que essas provas sejam construidas, necessitando portanto de uma complementagao
tedrica mais formal nesses casos. Neste texto, os recursos computacionais serdo utilizados para:
i) encontrar autovalores de polindmios caracteristicos de grafos, usando-se o Scilab; ii) analisar
graficamente o comportamento dos polinémios caracteristicos dos grafos através do GeoGebra e
iii) desenhar alguns grafos a partir dos softwares yEd ([16]) e Graphviz ([6]).

A segunda autora foi medalhista da Obmep de 2011 a 2013 e participou do programa PICJr da
Obmep, neste periodo, no polo de Diamantina-MG sob a supervisdao do primeiro autor. Ao ingres-
D
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sar na UFVJM a aluna desenvolveu sua pesquisa na érea de Algebra Linear e Teoria Classica e
Espectral de Grafos, estudos relacionados ao programa Picme com o mesmo professor orientador.
O terceiro autor participou de forma colaborativa em todas as etapas. Os autores iniciaram, a par-
tir de 2018, um estudo sobre varios softwares de matematica cujo objetivo principal foi encontrar
contraexemplos para o Teorema de Fiedler-Nikiforov. Por fim, escreveu-se uma monografia inti-
tulada: Um Teorema de Fiedler-Nikiforov sobre a Hamiltonicidade de Grafos Simples e Conexos
(ver [18]).

2. Definicoes, exemplos e fatos elementares

Sera feita uma breve revisao dos conceitos e fatos elementares da teoria classica de grafos, bem
como da teoria espectral de grafos. O leitor que tiver interessado em detalhes deve consultar os
livros [2] e [7] para a teoria cldssica de grafos. Para a teoria espectral, consulte [1] e [3] como
exemplos.

Defini¢ao 1 (Grafo ndo orientado). Um grafo ndo orientado G = (V(G),E(G), ¥(G)) é um trio
de objetos composto por um conjunto nao vazio de vértices, denotado por V(G); um conjunto
de arestas, denotado por E(G), esse podendo ser vazio; e uma relagdo entre tais conjuntos, que é
dada pela fungdo de incidéncia ¥ : E(G) » V(G) 8 V(G) que aplica cada aresta f € E(G) em
Yo(f) = [u,v] = uv = [v,u], onde u e v s@o chamados de vértices adjacentes ou incidentes na
aresta f, e o simbolo ® denota o conjunto dos pares nao ordenados, isto é, o conjunto dos pares
que satisfazem a relagao [u,v] = [v,u].

Um grafo nao orientado pode apresentar diversas realizagoes geométricas. No entanto, todas elas
implicam grafos isomorfos. Portanto vamos nos referir ao grafo como sendo uma de suas realizagoes
geométricas, ficando implicito, como na Figura 4, os 3 objetos mencionados na definigéo.

Figura 4: Grafo G e suas incidéncias.

Observem que no grafo da Figura 4 temos:

o W(ey) =[vy,Va] = [va, V1], assim vy e v, sao incidéncias de eq; além disso, v, e v, sdo vértices
adjacentes.

e ¥(ey) = [vp,v3], logo v, e v3 sdo incidéncias de e,;almdisso,v, e v3 sdo vértices adjacentes.
Note que e; e e, sao arestas adjacentes, pois incidem em v,.
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Definic¢ao 2 (Grafo finito). Um grafo é dito finito se ambos os conjuntos V(G) e E(G) sdo finitos.
Em geral, neste texto trataremos somente de grafos finitos.

Defini¢ao 3 (Lago). Se uma aresta tem as mesmas incidéncias, isto é, ¥ (ey) = [vy, v;] para algum
vértice vy, entdo esta aresta sera chamada de um lago do grafo.

vl el

Figura 5: Laco.

Defini¢do 4 (Arestas paralelas). Quando duas ou mais arestas possuem as mesmas extremidades,
ou seja, satisfazem: Wg(eq) = Ygl(ey) = viva, € € # ey, tais arestas serdo chamadas arestas
paralelas.

vl
el

v2

Figura 6: Arestas paralelas..

Definigdo 5 (Grafo simples). Se um grafo ndo possui lagos ou arestas paralelas ele é chamado de
grafo simples.

(a) Grafo simples. (b) Grafo néo simples.

Figura 7: Grafo simples e ndo simples.

Defini¢do 6 (Subgrafo). Seja G| = (V,E;) e G, = (V,,E,) dois grafos. Diz-se que G, é um
subgrafo de Gy se V5, C V|,E, C E; e a funcdo de incidéncia de G, é igual a funcdo de incidéncia
de G, restrita ao conjunto de arestas E,. Pode-se dizer também que G; é um supergrafo de G,.
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Defini¢do 7 (Caminho). Define-se um caminho em um grafo G como sendo uma sequéncia finita
que alterna vértices distintos (v;) e arestas distintas (ey) do grafo G, que pode ser dos tipos W = v
(caminho trivial) ou W = vge|vye, -+ v,_je, v, (caminho de comprimento n).

Caminhe: xcwhyeuav

Figura 8: Exemplo de um caminho (path).
Fonte: Adaptado de Bond-Murty, p. 12, 1982.

Defini¢ao 8 (Ciclos). Define-se um ciclo em um grafo G como sendo uma sequéncia finita que
alterna vértices distintos (vj) e arestas distintas (ey) do grafo G, a menos dos vértices inicial e
final, dos tipos W = v (ciclo trivial) ou W = vye vye, - v_1e,vo (ciclo de comprimento n ou um
n-ciclo). Um grafo sem ciclos é chamado de aciclico.

Figura 9: Exemplos de ciclos.

Na Figura 9, a sequéncia T = v;v,v3v4V5v3Vvo vy ndo é um ciclo, enquanto que as demais sequéncias
a seguir sdo ciclos: C; = vvsvyv3vovy (um S-ciclo), C, = v4v3vsvy (um 3-ciclo ou tridngulo) e
C3 = vv5v3v,yvy (um 4-ciclo).

Defini¢do 9 (Grafo completo). E um grafo simples que possui todos os seus pares de vértices
distintos conectados por uma unica aresta. Denotaremos por K, o grafo completo com n vértices.

N
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Kd

Figura 10: Grafos completos.

Definigao 10 (Matriz de adjacéncia de um grafo). Seja G um grafo com n vértices numerados de 1
a n. Definimos a matriz de adjacéncia de G, com respeito a essa ordenacao de seus vértices, como
sendo a matriz quadrada nxn, onde cada entrada da matriz satisfaz a;; = 1 se v; e vj sdo adjacentes,
e ag = 0, caso contrdrio. Notagdo: A(G) ou simplesmente A quando nao houver confusdo com

respeito ao grafo e a sua ordenacao.

Figura 11: Grafo G.

A matriz de adjacéncia do grafo G é a seguinte:

011010
10100 1
110100

AO=l6 01011 )
1001 01
010110

Note que a matriz de adjacéncia de um grafo é uma matriz real simétrica e independe da orde-
nacao dos seus vértices [3]. Portanto tais matrizes possuem todos os seus autovalores reais [8]. O
polindémio caracteristico de uma matriz de adjacéncia de um grafo apresenta algumas propriedades
interessantes:

Proposicao 1 ([1]). Seja G um grafo com n vértices e m arestas e considere pg(x) = x, +a;x% 1 +

_
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apx" 2 + azx" 3 + .. +a, X +a, o polinomio caracteristico de G. Entdo os coeficientes de Pq ()
satisfazem: i) ay = 0; 1) ay = —m; i) a3 = —2t, onde t € o nimero de tridngulos no grafo.

Defini¢ao 11 (Raio espectral). O raio espectral de um grafo G, denotado por p(G), é o niumero
real nao negativo p(G) := maximog;_y 5. ) {|4il}, onde Ay, 45, 23,..., 1, sdo os autovalores reais
de G.

Portanto, o raio espectral de um grafo ndo orientado finito e conexo G é o raio do menor intervalo
de centro na origem que contém todos os autovalores de A(G) (veja p. 38 em [1]). De fato,
podemos ordenar os autovalores de A(G) (uma de suas matrizes de adjacéncia) da seguinte maneira
A1 = Ay 2 A3 2 ... = A, Visto que tais matrizes sao simétricas e possuem todos os autovalores reais.
Pelo Teorema de Perron-Frobenius A1 > 0 e | 15| < 14, assim o raio espectral é dado por p(G) = ;.
Note que tal autovalor tem multiplicidades algébrica e geométrica iguais a 1, logo prova-se que
1(G) é o raio do menor intervalo de centro na origem que contém todos os autovalores de A(G)

1.

Definicao 12 (Clique). Um clique em um grafo é um subconjunto nao vazio de seus vértices, tal que
todos os vértices desse subconjunto sao adjacentes entre si, ou seja, um clique é um subconjunto de
vértices cujo subgrafo associado é completo. Define-se um k-clique como um clique com k vértices.

Na Figura 12 a seguir as arestas em vermelho que incidem sobre os vértices v3, vs e vg formam
um 3-clique.

VB v5

vd

v2 v3

Figura 12: Clique.

Defini¢ao 13 (Clique méximo). Um clique com a maior cardinalidade possivel em um grafo G é
denominado de clique méximo do grafo G, representado por cl(G).

O teorema a seguir proposto por [9] relaciona o clique méximo com o raio espectral de um grafo
(Teorema 2).

Teorema 2 (Nikiforov). Seja G um grafo simples com A seu raio espectral e n seu ndmero de

vértices, entdo cl(G) =2 2.

Defini¢do 14 (Caminho de Hamilton). Seja G um grafo. Se existe um caminho que percorre todos
os vértices de G, ele é chamado de caminho de Hamilton. Um grafo que possui um caminho de
Hamilton é chamado de grafo semi-hamiltoniano.

@= sBm
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Figura 13: Grafo G e um caminho de Hamilton.

Na Figura 13 temos um caminho de Hamilton dado pela sequéncia vv,v3v,vsvgvy.

Defini¢ao 15 (Grafo hamiltoniano). Seja G um grafo. Se, em G, existe um ciclo que contém todos
os vértices de G, esse serd chamado de ciclo de Hamilton. Um grafo é hamiltoniano se contém um
ciclo de Hamilton.

As figuras 14, 15a e 15b ilustram exemplos de grafos hamiltonianos.

Figura 14: Grafo hamiltoniano G.

(a)

Figura 15: Dodecaedro regular e sua projecao no plano.
Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Hamiltonian path.svg.

Os grafos que estaremos interessados a partir de agora sdo todos nao orientaveis, finitos, simples e
conexos, ja que grafos desconexos sao claramente nao hamiltonianos e nao semi-hamiltonianos; além
disso, se um grafo contém um subgrafo simples hamiltoniano, entdo o mesmo sera hamiltoniano.

i
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3. Trés contraexemplos para a reciproca do Teorema de Fiedler-Nikiforov

Nesta se¢ao sera exibida em cada contraexemplo uma realizacdo geométrica dos grafos. Como dito
anteriormente, os trés objetos da definicao precisa de um grafo nao orientado sdo dados de forma
implicita com as representacdes geométricas a seguir.

Contraexemplo 1. Seja D o grafo representado geometricamente abaizo, com ordena¢io de vértices
dada por vi < vy < v3 < V4 < Vs < Vg, juntamente com sua matriz de adjacéncias A(D).

Figura 16: Grafo D.

01 0110
1 01 0 1 1
01 01 01
AD) = 1 01 0 1 1
1 101 01
01 1 1 10

Como mostrado na Figura 16, o grafo D possui 6 vértices e ndo possui um k-clique para qualquer
k = 4. Portanto, cl(D) = 3. Aplicando o Teorema 2 de Nikiforov temos:

3=cD)=n/(n-1)=6/(6-1) >18-31>6->-31>-12-> 1 <4, logo u(D) = 2 <4

Assim, utilizando-se o software Scilab para a matriz do grafo acima, temos os cdlculos abaizo:

1. Polinomio caracteristico:

2.665 x 10715 + 4x + 5x2 — 12x3 — 11x* + x©
4x + 5x2 - 12x3 — 11x* + xO.

pp (%)

2. Autovalores: —2.2307254, —1.618034, —0.4828592, 1.110 x 10716, 0.618034 e 3.7135847.

Entao o raio espectral do grafo D € dado por p(D) = A; = 3.7135847 < n—2 = 4. Portanto nada
se pode afirmar sobre a hamiltonicidade do grafo a partir do Teorema de Fiedler Nikiforov, mas
o grafo contém um ciclo de Hamilton que, nesse caso, pode ser dado pelo ciclo vivov3vavgVsvy.
Logo, a reciproca de Fiedler-Nikiforov ndao € vdlida para o caso da desigualdade estrita.

Observagio 1. Note que o valor computacional encontrado no contraexemplo D é consistente com
o resultado encontrado pelo Teorema 2 de Nikiforov ja que u(D) = A = 3,7 < 4. E interessante
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observar que o uso do clique maximo foi fundamental na construgdo de contraexemplos “pequenos”
para a reciproca do Teorema 1, jA que encontrar contraexemplos com 6 vértices (isto é, encontrar
grafos hamiltonianos com 6 vértices cuja desigualdade fosse falsa) resumiu-se na busca por grafos
de ordem 6 cujo clique méximo fosse igual a 3.

Contraexemplo 2. Seja E o grafo representado geometricamente abaizo, com ordenagdo de vértices
dada por vi < vy < v3 < V4 < Vs < Vg, juntamente com sua matriz de adjacéncias A(E).

N\

v

Figura 17: Grafo E.

010011
101001
010101

AEY=10 01 0 1 1
100100
111100

Utilizando o software Scilab para a matriz do grafo E, temos os cdlculos abaizo:

1. Polinémio caracteristico:

P(x) = —4+4x+ 11x% - 6x3 —9x* —1.776 x 10 19x5 + x0
= 4 +4x+ 11x% - 6x3 —9x* + xO.

2. Autovalores: -2, —1.618034, —0.8608059, 0.618034, 0.7458983 e 3.1149075.

Entdo o raio espectral do grafo E é dado por u(E) = 11 = 3.1149075 < n—2 = 4. Note que
o grafo E € hamiltoniano cujo ciclo é dado pela sequéncia viv,ovgVavavsvy. Encontramos outro

contraexemplo, ndo isomorfo ao anterior (nimero de arestas diferente), para a reciproca do Teorema
de Fiedler-Nikiforov.

Contraexemplo 3. Seja F o grafo representado geometricamente abaizo, com ordenagdo de vértices
dada por vi < v5 < v3 < v4 < V5 < Vg, juntamente com sua matriz de adjacéncias A(F). A
diferenga entre o grafo E e F € que o grafo F contém uma aresta a mais que E, a aresta vsvg.
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Figura 18: Grafo F.

01001 1
10100 1
010101

A=l 001 0 1 1
10010 1
11110 0

Utilizando o software Scilab para a matriz do grafo F, temos os cdlculos abaizo:

1. Polinomio caracteristico:

-5 +8x + 10x% —10x3 — 10x* + 1.7 x 107 15%5 + x©
-5 + 8x + 10x2 — 10x3 — 10x* + xO.

Pr(x)

2. Autovalores: —1.618034, —1.618034, —1.4494897, 0.618034, 0.618034 ¢ 3.4494897.

Entdo o raio espectral do grafo F é dado por u(F) = A; = 3.4494897 < n—-2 = 4. Note que
o grafo F é hamiltoniano cujo ciclo é dado pela sequéncia v{vov3vavsvevy. Encontramos outro
contraezemplo, nao isomorfo aos anteriores (nimero de arestas diferente), para a reciproca do
Teorema de Fiedler-Nikiforov.

4. O Teorema de Bolzano e a nao validade da reciproca de Fiedler-Nikiforov

Nesta secdo sera verificado que os cédlculos obtidos a partir da ferramenta computacional Scilab
sdo consistentes. Para tanto usou-se o Teorema de Bolzano e o software grafico GeoGebra para a
verificagao dos resultados aqui apresentados. Nesta se¢do denote por (c;d) um intervalo aberto da
reta com extremos c < d.

Teorema 3 (Existéncia de raizes). Seja f: [a;b] - R uma fungio de varidvel real x e continua.
Suponha que f(a).f(b) <0, entdo existe um z € (a;b) tal que f(z) = 0.

Como é conhecido, cada polinémio é uma fun¢ao continua na reta; logo, para aplicarmos o Teorema
de Bolzano para essas fungoes basta verificar as mudangas de sinais da fungdo. Vamos estudar
agora o comportamento geométrico do polindémio caracteristico do grafo D da Figura 16. O grafico
desse polindmio encontra-se na Figura 19.
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Figura 19: Grafico do polinémio de A (D).

Note que pp(-3) = 195; pp(-2) = ~4; pp(-1) = 3; pp(-0,1) = -0,339099; p(0) = 0; p(0,1) =
0,436901; pp(1) = —13; pp(3) = —429; pp(4) = 608. Observe que 0 ¢ uma raiz desse polindémio.
Aplicando o Teorema de Bolzano confirmamos que os autovalores distintos e nao nulos do polinémio
caracteristico encontram-se nos seguintes intervalos abertos respectivamente: (-3;-2), (-2;-1),
(-1;,-0,1), (0,1;1) e (3;4). Donde concluimos que o raio espectral determinado no contraexemplo 1
é coerente com o resultado encontrado pelo Teorema de Bolzano visto que p(D) = 11 = 3.7135847 €
(3,4) o que implica que p(D) < 4.

Agora vamos estudar o comportamento geométrico e algébrico do polinémio caracteristico da
matriz de adjacéncia escolhida para o grafo E do contraexemplo 2 da secdo anterior. O grafico
deste polinémio encontra-se na Figura 20.

f

Figura 20: Gréafico do polinémio de A(E).

Note que pg(-2) = 0; pg(-1,9) = -0,979019; pr(-1) = 1; pg(0) = —4; pg(l) = -3; pr(0,7) =
0,088749; pg(1) = -3; pg(3) = -55; pg(4) = 1596. Observe que -2 é uma raiz desse polindmio.
Aplicando o Teorema de Bolzano confirmamos que os 5 outros autovalores distintos do polinémio
caracteristico encontram-se nos seguintes intervalos abertos respectivamente: (—1,9;-1), (-1;0),
(0;0,7), (0,7;1) e (3;4). Donde concluimos que o raio espectral determinado no contraexemplo 2 é
coerente com o resultado encontrado pelo Teorema de Bolzano, visto que p(E) = 2, = 3.1149075 €
(3,4) o que implica que u(E) < 4.
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Por fim, vamos estudar o comportamento geométrico do polindmio caracteristico da matriz de
adjacéncia escolhida para o grafo F do contraexemplo 3 da secdo anterior. Os graficos desse
polinémio se encontram nas figuras 21 e 22.

Figura 21: Gréfico do polinémio de A(F).

Seguem também algumas amplia¢ées do grafico anterior.

Figura 22: Grafico Ampliado.

Para discutirmos o caso do polinémio da matriz F vamos usar o seguinte resultado devido a La-
grange e que pode ser encontrado na pagina 39, Proposigao 3 do livro de Young [17] (a demonstracao
é feita usando-se a, = 1, M = -P).

Proposigiao 2 (Teorema de Lagrange. Limite superior para raizes positivas). Seja p(x) = a,x® +
ap X% +a, ox" 2 + .. +a;xX +ag = 0, uma equagio polinomial de grau n. Suponha que a, >0 e
ag # 0. Entao um limite superior para as raizes positivas da equacgdo dada, caso existam, é dado

4 k| M . . A . . . ,
pelo numero: L=1+" \,?7 onde k € o grau do maior mondémio com coeficiente negativo e M é o
n
mdodulo do menor coeficiente negativo no polinémio

Para matrizes de grafos ndo orientaveis finitos e conexos, a garantia de raizes positivas é dada
pelo Teorema de Perron-Frobenius. Assim o polindmio caracteristico de F terd raizes positivas e
o rajo espectral deverd ser menor que o valor de L pela Proposigdo 2. Para o polindmio pp(x) =

—5 + 8x + 10x2 — 10x> — 10x* + x® obtemos para L o seguinte valor L = 1 + 6’@ =1+ \/E =~ 4,16.

-



PROFESSOR DE
MATEMATICA
INE

Porto, Xavier e Santiago

Teoricamente sabemos que p(F) < L = 4,16. No entanto, analisando o gréfico da Figura 21
notamos que pp(3) = 242 < 0;pp(4,16) > pp(4) = 1083 > 0 e o polindmio é crescente em (3, o).
Portanto, existe uma tunica raiz de pp(x), digamos £, tal que & € (3;4,16), logo ¢ = u(F). Pelo
Teorema de Bolzano existe uma raiz no intervalo (3;4) c (3;4,16) o que mostra que ¢ = u(F) < 4.
Assim, o resultado computacional encontrado no contraexemplo 3 da se¢ao anterior é coerente com
a resposta analitica.

A estratégia para justificar a veracidade dos valores encontrados pelo computador foi diferente no
terceiro contraexemplo, nos dois primeiros usamos uma metodologia conhecida como isolamento
de raizes; essa, por sua vez, utiliza o Teorema de Bolzano. Em seguida, observou-se que todas as
raizes eram distintas nos dois primeiros, contudo no terceiro caso o polinémio apresentou dois pares
de raizes iguais, porém os pares eram distintos um dos outro. Logo, a aplicacao direta do Teorema
de Bolzano s6 permitiu localizar duas das seis raizes do terceiro polindémio, e nao foi possivel saber
onde se localizava o raio espectral de forma imediata. Contudo, apds a aplicacdo do Teorema de
Lagrange, pode-se usar o Teorema de Bolzano para isolar a raiz de maior valor positivo, isto é, o
raio espectral do grafo.

5. Consideragoes finais

Nas duas primeiras se¢oes deste trabalho apresentamos conceitos, exemplos e resultados béasicos
sobre a teoria de grafos que foram utilizados no entendimento e desenvolvimento da questao central
deste artigo, que foi a construcao dos contraexemplos para a reciproca do Teorema 1 de Fiedler-
Nikiforov. De forma mais clara, o foco principal foi a obtencao de grafos hamiltonianos cujo raio
espectral fosse menor do que o numero de vértices do grafo menos duas unidades. Na secao 3,
esses contraexemplos sdo apresentados. Usando-se o resultado do Teorema 2 de Nikiforov (sobre
clique méximo em grafos), escolheram-se alguns grafos com 6 vértices, tendo clique mdximo igual
a 3 para serem investigados. Alguns foram descartados e trés deles foram selecionados. Poste-
riormente, na secdo 4, constatou-se com o uso do Scilab que esses eram contraexemplos para o
resultado supracitado. No Scilab, foram usados alguns comandos para determinar os polinémios
caracteristicos e os autovalores da matriz de adjacéncia dos grafos; em especial, os mais utilizados
foram o “poly” e o “spec”.

Vale ressaltar que, devido a natureza numérica das ferramentas utilizadas, alguns dos valores obti-
dos representam aproximacoes, e em alguns casos foi necessario usar certos conhecimentos tedricos
para fazer ajustes tanto nos polinémios caracteristicos quanto no calculo dos autovalores. Esse de-
talhe é interessante pois também torna evidente a importancia de uma ferramenta computacional
para sugerir respostas que algumas vezes devem ser melhoradas com o uso da teoria. Através dos
polinémios caracteristicos encontrados pelo Scilab foi possivel localizar os autovalores aplicando-
se o Teorema de Bolzano— o que proporcionou uma verificacdo teérica de que os contraexemplos
encontrados na se¢do 3 eram satisfatorios, embora a ferramenta computacional ji tivesse mos-
trado a validade dos mesmos. O uso dos gréaficos dos polindmios caracteristicos fornecidos pelo
GeoGebra foi essencial neste estudo. Isso foi particularmente evidenciado no contraexemplo 2, no
qual, através das informagoes graficas, pode-se escolher os nimeros —1,9 e —1, de tal maneira que
Pr(-1,9) < 0 e Pg(-1) > 0, o que implicou a existéncia de uma raiz no intervalo (-1,9;-1). No
contraexemplo 3 nédo foi possivel localizar todas as raizes diretamente pelo Teorema de Bolzano,
mas, utilizando-se das informacoes graficas e do Teorema de Lagrange, constatou-se que o raio
espectral pertencia ao intervalo (3,4).

Ficou evidente no desenvolvimento deste estudo que o uso de ferramentas computacionais pode e
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deve ser utilizado na elaboragao, teste e validacdo de resultados matematicos como os que foram
apresentados neste texto. Além disso, tais passos ilustram como a teoria matemadtica e o uso de
recursos computacionais podem se relacionar de maneira harmoniosa.

Apos este estudo, surgiram algumas questoes que ndo foram resolvidas até o momento:

Questao 1. Uma analise comparativa entre os grafos E e F mostrou que ao retirar uma das arestas
de F, foi encontrado um novo grafo, chamado de E, que possui uma matriz de adjacéncia que
contém autovalores nao repetidos, porém mantiveram-se os autovalores que eram multiplos para a
matriz de adjacéncia do grafo F: os autovalores —1,618034 e 0,618034. Essa “perturbacao” sempre
provoca a quebra da multiplicidade dos autovalores? Para que tipo de aresta devemos fazer isso?
Ou foi uma coincidéncia gerada por esses exemplos?

Questao 2. Existem relacoes entre as raizes multiplas e os tipos de grafos? O que acontece com
raizes que ndo sado multiplas?

Questao 3. Existe uma condigdo para que o 0 seja um autovalor de uma matriz de adjacéncia
de um determinado grafo? Quais propriedades tém que ter um grafo, para que esse possua um
autovalor igual a 07
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