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Algumas relagoes entre os nimeros
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Resumo

O objetivo deste artigo é trazer uma abordagem de diferentes provas da convergéncia da sequéncia
numérica formada pela razdo dos nimeros consecutivos de Pell e sua relagdo com o nimero de
prata. Relembrando que os nimeros de Pell constituem uma sequéncia de niimeros inteiros definida
de forma recursiva da seguinte maneira: Py =0, Py = 1e P, = 2P, + P, paran > 2. Os
primeiros niimeros de Pell nessa sequéncia sao 0, 1,2, 5, 12,29, 70 e assim por diante. Essa sequéncia
é notavel por algumas propriedades matematicas interessantes e com aplicagoes em diversas areas
da matematica. Uma caracteristica marcante dos ntimeros de Pell é que a sequéncia de razoes entre
n+l
P,

prata, que é igual a 1 + V2. Isso significa que & medida que consideramos nimeros de Pell cada vez

os numeros de Pell consecutivos convergem para um valor conhecido chamado ntimero de

maiores e calculamos a razao entre eles, essa razao aproxima-se de 1+ V2. Diante disso apresentamos
quatro demonstracoes distintas da convergéncia de uma sequéncia formada pela razao dos niimeros
consecutivos de Pell. Além disso, estabelecemos uma relacdo com a razao de prata.

Palavras-chave: Sequéncia de Pell;Férmula Explicita;Razao de Prata.

Abstract

The objective of this article is to bring an approach to different proofs of sequence convergence
numerical formed by the ratio of consecutive Pell numbers and its relationship with the number of
silver. Recalling that Pell numbers constitute a sequence of integers defined recursively as follows:
Py =0,Py =1and P, =2P, ; + P, ,, for n > 2. The The first Pell numbers in this sequence
are 0,1,2,5,12,29,70 and so on. This sequence It is notable for some interesting mathematical
properties and has applications in several areas of mathematics. A striking characteristic of Pell
—n+l

P
known value called the number of silver, which is equal to 1 + V2. This means that as we consider
Pell numbers each time larger and we calculate the ratio between them, this ratio approaches

numbers is that the sequence of ratios between the consecutive Pell numbers converge to a

n

1+42. Therefore, we present four distinct demonstrations of the convergence of a sequence formed
by the ratio of the numbers consecutive Pell grants. Furthermore, we established a relationship
with the silver ratio.

Keywords: Pell sequence; Explicit Formula; Silver Ratio.
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1. Introdugao

Os nimeros de Pell foram nomeados em homenagem ao matematico inglés John Pell. De acordo
com [3], John Pell (1611-1685) é descrito como um dos matemadticos mais enigmdticos do século
XVI, um homem apaixonado por leitura, estudo, projetos, ensino e correspondéncias relacionadas a
matematica. Sua relativa obscuridade na histéria da matematica deve-se ao seu desejo de manter-
se andnimo e a escassez de publicacoes de relevancia significativa, além de uma producao limitada
de materiais publicados.

Dentre os poucos livros e trabalhos que ele publicou, destaca-se a "Introducao & Algebra,”publicada
em 1668. No entanto, o nome de John Pell é talvez mais conhecido por meio da sequéncia ou
equagao de Pell. A sequéncia de Pell é considerada tao significativa quanto a famosa sequéncia de
Fibonacci, e a literatura matematica oferece uma variedade substancial de resultados relacionados
a essa sequéncia. Para quem se interessar por esse assunto, é possivel encontrar uma coletdnea de
resultados da sequéncia de Pell em [4] e [5].

Os ntameros de Pell possuem uma notével conexao com a chamada "razao de prata”. Essa relagao é

evidenciada pela sequéncia dos ntimeros de Pell, onde a razao entre ntimeros de Pell consecutivos,

P . . ~ ,

I_i,;”, converge para uma constante bem conhecida na literatura, a “razdo de prata”, também
n

referida como o “ntmero de prata”. Essa constante é exatamente 1 + V2. Tal descoberta implica

que, a medida que consideramos niimeros de Pell cada vez maiores e calculamos a razao entre eles,

essa razdo aproxima-se da constante 1+ V2 & medida que n cresce. E importante ressaltar que essa
constante ja era objeto de estudo na Grécia antiga e desempenha um papel significativo em vérias
aplicagoes matemaéticas.

Uma observagdo fascinante é que os arquitetos norte-americanos Donald e Carol Whatts realiza-
ram uma minuciosa investigacao das ruinas das Casas de Jardim de Ostia, localizadas na cidade
portudria do Império Romano. Eles descobriram que a organizagdo dessas casas seguia um sistema
proporcional baseado na “razio de prata”, como documentado em [5].

O nosso objetivo é apresentar quatro demonstragoes diferentes da convergéncia de uma sequéncia
formada pela razéo dos nimeros consecutivos de Pell. Além disso, estabelecer uma relagdo com a
razdo de prata.

Uma interessante aplicagdo combinatéria para os nimeros de Pell, como veremos adiante, consiste
do problema dado pela situagao onde se deseja ladrilhar um retangulo 1xn, com 3 tipos de ladrilhos,
um ladrilho 1 x 1 azul, um ladrilho 1 x 1 vermelho e um dominé 1 x 2 preto, como ilustra a figura 1.

Figura 1: Ladrilhamento 1 x1 e 1 x 2.

Fonte: Autor

O nosso proximo passo € validar esse problema e verificar que os niimeros de Pell enumeram esse
conjunto que consiste no total de ladrilhamento do retangulo 1 x n com trés tipos de ladrilhos, um
ladrilho de azul 1 x 1, um ladrilho de cor vermelha 1 x 1 e um dominé preto 1 x 2.

Por meio dos ladrilhos dados na figura 1, listamos os possiveis ladrilhamentos para o retdngulo
1 x 2, no caso total L, = 5, conforme figura 2.
ran
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Figura 2: Ladrilhamento L, =5

Fonte: Autor

Observamos que L3 = 12, pois ha 12 maneiras de ladrilhar o retdngulo 1 x 3 com os trés tipos de
ladrilhos.

i
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Figura 3: Ladrilhamento Lz = 12

Fonte: Autor

Conforme as figuras 2 e 3, observamos que podemos particionar o conjunto do ladrilhamento 1 x n
com n > 2, em trés subconjuntos disjuntos:

1. O conjunto dos ladrilhamentos do retangulo 1 x n que contém na ultima célula o ladrilho azul
1 x 1. Observe que temos um total de L, ;| ladrilhamentos com essas caracteristicas;

2. O conjunto dos ladrilhamentos do retdngulo 1xn que contém na ultima célula o ladrilho vermelho
1 x 1. Observe que temos um total de L, ;| ladrilhamentos, em que a ultima célula é o ladrilho
vermelho;

3. O conjunto dos ladrilhos do retdngulo 1 xn que contém nas duas tltimas células o dominé preto

1 x 2. Temos um total de L, , ladrilhamentos desse tipo.

Seguede 1,2e3 queL, =L, +L, ;+L, ,, ouseja, L, =2L, | +L, » paran > 2. Reescrevendo
a recorréncia temos:

Lyg=1

Ll = 2

Ln = 2Ln,1 + Lnfz,n >2
Defini¢ao 1. Seja n € N, denotamos por P,, o nimero de Pell de ordem n, cuja lei de formacao é
dada pela relacao recorréncia:

P, =P()=1 (1)

N
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Observe que L, = P, ., onde P, .; é (n + 1)-ésimo ntimero de Pell. Portanto, P, ,; enumera os
ladrilhamentos do retdngulo n x 1.

Um fascinante niimero irracional associado ao niimero de Pell e a razao de prata, do ponto de vista
geométrico, pode se aplicar o conceito de proporcao que consiste em um segmento divido em duas
partes e sendo essas proporgoes aplicadas, resultando na razao extrema e média que da lugar ao
nimero de prata.

Considere o segmento de reta, dividido em duas partes de medidas a, b, com a > b.

Figura 4: Segmento Prateado

a a b

Fonte: Autor

Para determinarmos a razao de prata, de acordo com a figura 4, dados a+b € R,a,b > 0 devem

. . . 2a+b
satisfazer a seguinte proporg¢ao: aT =2-s.

Fazendo as seguintes manipulac¢tes algébricas obtemos:

2 2 2
2a+b:E@Zab+b2:a2<:>@+b—:a—<:)2g+1:(i> .
a b b2 b2 b2 b b
ComoS:%,entéo ZS+12827 ou seja 827287120, sendo Se R eS>0.

Resolvendo a equagéo em S, §?-28-1=0 temos,

S=1+42. (2)
O ntimero S = 1 + 2 é chamado de nimero ou razio de prata.

2. Formula Explicita para os nimeros de Pell

Faremos outra abordagem para gerar uma formula explicita para os nimeros de Pell, tal abordagem
fard o uso de fungoes geradoras.

o0
Para isso, considere a série de poténcias a f(x) = Z P,x", em que P, é o n-ésimo ntimero de Pell.
n=0

Multiplicando por x™ em ambos os lados de (1) temos:
P,x" = 2P, _1x" + P, ,x" (3)

i
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Somando em ambos os lados de (3) com n = 2 até infinito obtemos
Z = n IXn + Z 1:)n,2X1rl =
n=2 n n=2
n=2 n

P, x* 1 +x2 Z P, ,x" 2.
-Px =2x(f(x) -

M8

2

M8

n=2

2
j —2xf(x) —x

Py) + x2, ou seja, f(x) 2f(x) = x.

ZP x" entdo f(x) —

Como f(x
n=0

(1 -2x—xH)f(x) = x.

Desse modo,

Assim, obtemos o resultado:

Proposi¢ao 1. A fungdao geradora para os nimeros de Pell é
X

ey

A proposicio 1 estabelece uma férmula explicita para os niimeros de Pell como segue

Proposicao 2. Seja P, o n-ésimo nimero de Pell. Entdao

Pu=SE s i)

X

X
(1-(1+V2)x)(1 - (1-2)x)

fe0 = 1-2x—x2

Demonstraciao. Usando fragoes parciais podemos encontrar A e B tais que

A . B
1-(1+V2)x)  (1-(1-y2)x)

Logo,
{ A+B=0

A1+V2) +B(1-V2) = 1.

2 B= fﬁ e substituindo em 4 temos,

Resolvendo o sistema obtemos A = 7 7

V2 1 V2 1
T +T .
1-(1+2)%) (1 (1-2)x)
@= sBm

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
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Fazendo a expansao das séries geométricas que aparecem em cada parcela de f(x), temos a relacio:
N JE N J_ N n N JE n n n
;OT(H@ ETI—JE)x:nZOT[(H\E) SRR AR

Portanto, o n-ésimo niimero de Pell é dado pela seguinte formula explicita

‘F[ 2= (142 (5)

3. Razao de Prata e os niimeros consecutivos de Pell

O namero de prata é uma constante matematica, sendo que sua terminologia tem como referéncia
o numero de ouro. Como vimos na se¢do 2, a solucao positiva da equacgao é

x2-2x-1=0

a saber,
S=1+ \/5

Uma interessante relacdo entre o nimero de prata e a sequéncia de Pell é dada pela seguinte
proposicao:

Proposicao 3. Para todon e N, n > 1

(1+V2)" = (1+2).P, + P, ,

onde P, é o n-ésimo nimero de Pell.

Demonstracio. A prova serd feita por indugdo sobre n. Observe que para n = 1, temos

(1+42) = (1+2).P, +P,
onde Py =0 e P; = 1. Suponha que para n > 1,
(1+V2)" = (1+V2).P, +P, ,.

Observe que

(1+V2)2* ! = (1 +2).(1 +y2)"
= (1442 [(1+V2).P, + Py

= (1+V2)(1 +V2)P, + (1 + 2)P, |
=(1+2y2+2)P, +P, , +V2.P, ,
=2P, +P, , +P, +2V2P, + 2P, ,

=2P, +P,  +P, +22P, +P, |)
484 ) SBM
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= Pn+1 + Pn + ‘/EPn+1
= (1+V2)P,,, +P,.
Segue da Proposicao (3) que para todo n > 2

(1+V2)" = (1+2)P, + P, ;.

ou seja,

1+
By
Pn 1 +2) 2)p+1
ou ainda,
(1+V2)" P,
o= ‘E)an'
Logo,
P, (1+2)n! 1
Pnfl B Pnfl 1+ ‘/5

Segue da proposicao (2) que

P,  (1+V2)*'4

Py 2 '[(1 21

1 1

4
R e N A A IR R 2

_ 4 1 1
e, (1—\5)“ G
1+\/§
Como
0<1’—‘/§ 1 (6)
entao,
1}%0@( ‘/_) =0.
1+\/_
Logo,

_ 4 1

lim
n n—1 ‘/E 1+‘/§
a2 a5 0 J_
! -
(1+v2)(1-+2)

7(1’1‘5) =2\2+1-V2=1+2.

n
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4. Numeros Consecutivos e formula explicita para nimeros de Pell

Nessa prova faremos uso direto da férmula explicita dada na proposicdo 2 para analisar a razao
entre os nimeros consecutivos de Pell P, ; e P,, como segue:

[(1+‘/§)n+17(17‘/§)n+l] (1+‘/§)n+17(17‘/§)n+1
[+ V2m - 2)] (1+y2)m (12

sl [+

1-y2)n+! L (12 "
1+‘/\/;)):+)) (14D, 1(11+\/3§))n .
1+2)n 1442

n
<1ent5,o7rli_r)rolo(1‘/§) :lirrolo(l‘/z) =0.
1+\/§

(1 + JE)H‘FI (1

AAAA

(1+2)n (

-2

1+\/§

Como

|
Puii -%01_’_‘/2—). 1+42

Portanto, lim = lim (
n-oo Pn n ( 17 ‘/E)
1-
1+ \/_

5. Sequéncia Mondtona e limitada e os niimeros consecutivos de Pell

1:)n+1

P,
de Pell consecutivos P, .; e P,. Uma observacdo que fazemos sobre (R,),en € a sequéncia ser
limitada.

Agora, vamos definir a sequéncia R, = , para n > 1, ou seja, R, é a razdo entre os niimeros

P
De fato, para todon = 1,0 < Pn—*l <1, pois Py >PyeP, =2P,1+P,»>P, ;1 >0, para todo

p 2P, +P P
nel _ Znt el _p fnl o942 36com isso, (Ry)pen € limitada.
P P P,

n > 1. Dessa forma, 0 <

n n

Segue de [5] do coroldrio 2.3.2, pagina 35 que P2, PP, = (-1)*!n e N entdo com isso

concluimos:
Pn+1 Pn+2 Pn+1 P Pn+2 _ (71)11-%—1

Ry Ryyy = - = = :
! Pn Pn+1 Pn+1Pn Pn+1Pn

onde P, P, >0, para todo n > 1.

Portanto R,-R,;1 <0, se n ¢épar

"1 R,—Rpi1 >0, se n éimpar.
Ouseja,(R,) en possui duas subsequéncias: (Roy)ken € (Rok_1)ken, que sdo sequéncias mondtonas
e limitadas. Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente [1]. Como ambas (Roy)ken €
(Rok_1)ken sao limitadas e monétonas, entao convergem, isto é, existem os seguintes limites:

lim RZk = Ll € lim R2k+l = L2.
k—oo k—oo

486 = SBM
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A ideia agora é provar que L, = L. De fato,

P 2P, + P P
Ly = lim Ry, = lim —2ktl Jim % = lim (2+ 2kl ) =
- -0 oy -0 2k Soo

. 1 . 1 1
111—{{010(24_ PZk )_lll—glo(z_FRzkl)_z_FL_z.

Pak-1

1
Logo, L; = 2+ —, ou seja, L - L, = 2L, + 1. Fazendo L, = 1lirn R,y_1 e procedendo de forma

Ly’
analoga temos que L; - L, = 2L + 1.
L1L2 = 2L2 +1

Como { L1L2 = 2L1 + 1, entao Ll = L2.

Pn+l
P,

Dessa forma, concluimos que r}l_r)go R, = r}l_g}o = L. Segue do teorema da conservagio de sinal

para limites [1] que L = 0.

T Pn+1 _ Pn+1 _ 2Pn"'Pnfl _ Pnfl _ 1 ~
Temos que: I}grolo P, - LeL >0. Como P, - B, =2+ P " 2 + P, entao,
Pn
. Phyg 1 1 2 L, 12
L= lim =2+ =2+ —. Logo: L“ =2L + 1 isto é, L"-2L—-1 = 0.
nse P P, L
lim =

Resolvendo a equagao L>-2L-1= 0, obtemos a solucao positiva L = 1 + V2.

Portanto,

Jim T = 1+ 42

6. Sequéncias de Cauchy e os niimeros consecutivos de Pell

De acordo com [2], a construcao dos ntimeros reais foi realizada por meio do conjunto dos niimeros
racionais por Dedekind, que usou a nocgao de corte no corpo ordenado dos niimeros racionais,
entretanto, esse método nao é possivel de ser utilizado em outras situagdes. Por outro lado,
Cantor foi mais engenhoso e baseou a construcao dos niuimeros reais fazendo uso de sequéncias
convergentes de Cauchy, sendo essas aplicaveis em diversos contextos.

~ . P o
Nesta secao estaremos explorando a sequéncia x,, = f)”l ,comn > 1sendo P, e P,, dois ntimeros
n

consecutivos de Pell.

. P P .
Teorema 1. Considere x,,,| = Pn+2 ex, = f}” Entdo

n+l1 n
|Xn+1 7Xn| < IXn7Xn71|'

3
Demonstragao: Observe que:

Pn+2 o Pn+1 — Pn+2Pn 7Pn+1Pn+1 —

Pn+ 1 Pn Pn+ 1 Pn
N
487 @ sBm
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Pn(2Pn+l + Pn) 7 Pn+1 (2Pr1 + Pnfl) —
2P, +P, )P,

2PnPn+l + PnPn B 21:)n+an B Pn+1Pn71) _
2P, +P,_ )P,

PnPn B PnJrlpnfl (7)
2P.P, + P, P,

Para todo n > 1, temos que P, > P, _;, assim,

2P, P, +P, P, >2P P, +P, P, , =3P, P, .

Logo,
1 1 1
< = 8
2PnPn +P, |3PnPn71| 3‘PnPnfll ( )
Segue de (7) e (8) que
Prio Puai| _|Ph-PuuiPua|_ 1| _Pi  PuuiPu ‘ Pan|
Pn+1 Pn 3P Pn 1 3 PnPnfl p Prrl Pn 1 Pn

Portanto, |x,,1 —X,| < % |xn — Xp_1] -

Relacionado a esse teorema (1) temos a seguinte proposigao.

1\
< —
(3)
Demonstragao: Faremos prova por inducgao sobre n. No caso n = 1 temos:

owl-B3-B -3 () -
P, 2 11712 2172°\3) =2

2

<(3) -

Proposigao 4. Para todo n > 1

2
Pn+2 - Pn+1

X — X =
| n+1 n| ‘Pn+1 Pn

Suponha que n > 1,

Pr1+2 - Pn+l
Pn+1 Pn

Segue do teorema (1) que

Pn+1

Puz Pupo] 1 ‘ ne2
31Phyr P

Pn+2 Pn+l

<5(:) =05

Com esses resultados concluimos que sequéncia formada pela razao dos nimeros consecutivos de

n

1:)n+2+k
Pn+1 +k

488 = SBM

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

P
Pell, ( Pr)”l ) é uma sequéncia de Cauchy. De fato, faca x,,) =

n

, para todo k > 0 e analise:



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Teizeira, Craveiro e Reis

Xn+k — Xnl =

|Xn+k “Xntk-1 T Xn+k-1 " Xn+k—2 t Xn+k2 ~ " " Xn+1 T Xpg1 — Xn| <

Pntk — Xnako1] + Knako1 — Xnaka| + 0+ [Xpap —Xp| <

(%)n+kl2 . (%)n+k22 o ( ;(%)nﬂZ _ ki (%)n2 (%)J _

j=0

W[ —

SNa—

.'3
~—
[

o
1l
W] —

——
=}

o

- ~

ol il
A/~

Agora calculando
k-1 j k
1 3 1
=3 (3) =3 (5))
j=0
Para todo k > 0, (1 - (%) ) < 1. Logo, Sy <3 5 para todo k > 0 inteiro.

Portanto, para todo k > 0 inteiro,
3 /1 n—2
Xn+k_Xn|< z(g) .

n—2 P
Como = (—) - 0, quando n - oo, entao concluimos que a sequéncia ( n+l

P,

2\3
de Cauchy.

) é uma sequéncia
n>0

O fato de as classes de sequéncias numéricas de Cauchy implicar que essas sequéncias sdo conver-

A , P
gentes garante a existéncia de nimero real L tal que x, = —o+l L.

Pn
Observe que x; = % = 2. Além disso,
P,.1 2P, +P, P P, 1
Xp=p—=—5 —— =25+ 35— =2+ )
" Pl’l Pl’l Pl’l Pn Pl’l
Pnfl
. 1
ou seja, x, =2 + .
Xn-1
Logo,
lim x, =2+ ;
n-oo rll—pgo Xpo1

1
Dessa forma, L =2 + —, com L > 0. Com isso, L>~ 2L —1 = 0 e resolvendo a equagao em L temos:

L’
L=2+V24+4=2+f=2+22ﬁ=1+ﬁ. Portanto%—>1+\/§-
n

489 = SBM
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