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Resumo

E possivel ampliar o espaco escolar buscando uma atuacdo mais critica dos estudantes quando
visitam uma exposicao e observam alguns aspectos de uma obra de arte, abrindo os olhos nao sé
para enxergar a sua beleza, estética e técnica, mas também para explorar e descobrir a matematica
visivel ou oculta que nela aparece. O aprendizado de varios contetidos matemaéticos pode ser favo-
recido quando exploramos aspectos matematicos de obras de arte, tais como formas geométricas,
razoes e proporgoes, perimetros e dreas, fungoes lineares e afins, graficos, equagdes polinomiais e
suas raizes, equagoes discretas, simetrias, médias e perspectivas. Neste artigo fazemos uma anélise
das solucoes das equagdes harmoniosas x™ —x—1 = 0, de ordem n > 2, cujas raizes reais positi-
vas ddo-nos os nimeros harmoniosos, especialmente o niimero dureo (quando n = 2) e o nimero
pléstico (quando n = 3), que tém sido relacionados com razdes em quadros de renomados pintores.

Palavras-chave: Equagdes harmoniosas; Ntimeros harmoniosos; Obras de Arte e Matemética.

Abstract

It is possible to expand the school space seeking a more critical performance of students when
they visit an exhibition and observe some aspects of a work of art, opening their eyes not only
to see its beauty, aesthetics and technique, but also to explore and discover the visible or hidden
mathematics that appears in it. The learning of various mathematical contents can be favored
when we explore mathematical aspects of works of art, such as geometrical shapes, ratios and
proportions, perimeters and areas, linear functions and the like, graphics, polynomial equations
and their roots, discrete equations, symmetries, averages, perspectives. In this article we do a
analysis of the solutions of the harmonious equations x® —x—1 = 0, of order n > 2, whose positive
real roots give us harmonious numbers, especially the golden number (when n = 2) and the plastic
number (when n = 3), which have been related to ratios in paintings by impressive painters.

Keywords: Harmonious equations; Harmonious numbers; Works of Art and Mathematics.

1. Introdugao
Desde os tempos mais remotos o0 homem tem usado referéncias geométricas como formas, medidas,
relagoes e proporgoes de objetos, que se tornaram fundamentais ao longo do tempo.

Acreditamos que admirar, explorar e procurar estabelecer relacoes entre a arte e a matemaética
pode favorecer o aprendizado de varios conteuidos académicos.
=
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Alberti (1404-1472) descreve em seu livro Da Pintura [1] a explicagdo de um novo procedimento
para representar os objetos do espaco em uma tela, citando: quando devo pintar eis como procedo:
desenho um retangulo tdo grande quanto eu quero, e o consitdero como sendo uma janela aberta na
qual olho aquilo que serd pintado nesse quadro.

Escher (1898-1972) explora em seus quadros transformagoes geométricas (translagoes e deforma-
¢Oes), simetrias e padroes de repeti¢des para cobrir maravilhosamente o plano, e afirmava que,
apesar de nao possuir qualquer conhecimento ou treino nas ciéncias exatas, sentia muitas vezes
que tinha mais em comum com os matemaéticos do que com os seus colegas artistas.

Mondrian (1872-1944) representa em seus quadros composi¢oes de formas geométricas bastante
simples e coloridas.

Portinari (1903-1962) mostrou em seus quadros a histéria, o povo, a cultura, a flora, a fauna,
revelando a alma brasileira. Em cores fortes retratou a pobreza, as dificuldades e a dor daqueles que
sofrem. Mas serd que temos algo de matematica a explorar em suas obras além de um levantamento
estatistico da sua producao anual enquanto viveu?

Hardy [8] comenta que o apelo para os padroes de beleza e elegdncia também é a forga motivadora
para a investigagdo matematica, e que as demonstracoes classicas de Euclides, de que existem infini-

tos nimeros primos, do teorema de Pitagoras e de que V2 é um nimero irracional sio esteticamente
agradaveis, simples e inteligiveis mesmo para os leigos.

A observacdo da presenca da matemadtica no dia a dia, na arquitetura, nas tecelagens, nas obras
de arte tais como pinturas famosas sugere-nos relagoes interessantes em que aparecem razoes e
aproximagoes nas relagoes entre as medidas dos quadros e de seus elementos, gerando niimeros
especiais. Entre eles estdo os ntimeros harmoniosos: o ntmero de ouro, mais conhecido, e o
ndmero plastico, considerado por Stewart [16] um ndmero neglicenciado.

Quando olhamos para um quadro de uma pintura e afirmamos que ha matemaética ali, muitos
poderiam duvidar. Entretanto, ha muita matemadtica tanto visivel quanto oculta nas obras de
arte. Aventurando-nos neste universo artistico, podemos abrir nossos olhos para explorar conceitos
matematicos elementares como os que dizem respeito as cores, a geometria das formas e medidas,
escala, perspectiva, composi¢do, simetria, projecao, padrdes e outros elementos das pinturas de
grandes artistas.
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A razao durea ¢ ocorre como um limite, ¢ = lim ~ 1,618, em que f, é o enésimo

— 00 fn

nimero da sequéncia de Fibonacci, enquanto que o mesmo acontece com o niimero plastico y =
. Pn+1 , ;. , N

lim =2 = 1,324, em que p,, € o enésimo nimero da sequéncia de Padovan.

n-oco Py n

Alguns autores [14, 4] citam que Leonardo da Vinci (1452-1519), um dos mais destacados como
cientista, matematico, engenheiro, inventor, anatomista, pintor, escultor, arquiteto, botanico, po-
eta e musico do Renascimento, usou a razao durea em diversas obras, especialmente a Mona Lisa,
uma de suas pinturas mais conhecidas que estd no Museu de Louvre' em Paris. Supde-se que ela
contenha alguns retadngulos dureos, dispostos de varias maneiras, mas nao existem registros que
indiquem que da Vinci tenha usado o nimero de ouro ao pinté-la, embora a maioria dos artistas
utilizem uma malha de fundo para pintar seus quadros numa escala adequada. O uso da razao
durea por da Vinci em seus quadros é no entanto refutado por [10].

Analisando a razéo entre o comprimento e a largura de 565 obras de arte de diferentes pintores
famosos, Olariu [12] obteve o valor médio obtido aproximadamente de 1,34, mais préximo do

Lywww.louvre.fr
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numero pldstico p ~ 1,324718, valor significativamente diferente do ntimero dureo ¢ = 1,618, que
supostamente deveria imprimir em uma pintura uma harmonia suprema. No trabalho “Beleza e
Estética: Razdo durea ou Numero Plistico?” Arantes e Salvador [9] notaram que este valor, que
estd préximo do ntimero pldstico (ou nimero de Padovan), também aparece na média das razoes
entre as dimensdes de obras de arte de renomados pintores brasileiros. O ntmero plastico foi
criado por Dom Hans van der Laan, arquiteto escocés do século 20, dentro de uma pesquisa por
proporgoes harmoniosas na arquitetura [17].

Nao questionaremos aqui os motivos do aparecimento, caso isso tenha sido aventado, deste e
de outros ntimeros harmoniosos nas relagoes entre medidas de elementos de quadros e de pecas
arquitetonicas famosas. Nosso objetivo é apresentar uma andlise dos numeros harmoniosos de
ordem n, n natural, n > 2, que sao solugoes das equagoes harmoniosas x* —x—1 = 0.

Para cada ntimero natural k > 2, definimos a sequéncia de Padovan de ordem k como sendo a
sequéncia (a,),>, definida por recorréncia da seguinte forma:

a1=az=...=ak=1

(1)

a, = ay (k1) tay g, sen=k+1
Sendo k um ntmero natural, k > 2, chamaremos de nimero harmonioso de ordem k a tnica raiz
real positiva r da funcao polinomial hy (x) = x¥ - x - 1.

Notemos que hy (x) = 0 é a equacao caracteristica da equacao discreta dada em (1). De fato, ela
surge ao procurarmos solugdes da equagdo (1) da forma a, = x". Supondo que a, = x*, com x # 0,
seja uma solugdo particular de (1), obtemos

x? = xn (kD ponkparan >k + 1
Colocando em evidéncia x* ¥, temos

(xk—x—-1)xk=0

\

E, como x" % # 0 obtemos a equagio caracteristica associada d equagio discreta (1):
hy (x) = xk-x-1=0,

que chamaremos equacdao harmoniosa de grau k.

Vs

1+ ~ . , .
¢ = ——, a razio durea, ¢ a raiz
real positiva da equagdo harmoniosa x*—x—1=0de ordem 2 , er = w = 1,32, 0 numero pldstico
ou nimero de Padovan, é a raiz real positiva da equacio harmoniosa x> —x — 1 = 0 de ordem 3.

Casos especiais acontecem para k = 2 e k = 3. Temos que r
2

1.1. Equagao harmonijosa e o niimero de ouro

Leonardo de Pisa (1170-1250) conhecido como Fibonacci, introduziu na Europa a notagdo indo-
arabica para os nimeros tal como os representamos atualmente e a famosa sequéncia de ntimeros
naturais que leva seu nome.

Fazendo k = 2 na sequéncia de Padovan definida por (1), obtemos a equagdo discreta linear
homogénea de segunda ordem com coeficientes constantes (equagdo de Fibonacci), definida por
fl = f2 = 1

f, =11 +f,0, sen >3,

(2)
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sendo x2 —x — 1 = 0 sua equacdo caracteristica.

A equacao discreta (2) ficou conhecida a partir de um problema do Livro do Célculo (Liber Abaci)
de Leonardo Fibonacci (1170-1250) para representar um modelo matemadtico ficticio da evolugdo
populacional de casais de coelhos, sob a hipétese de que o niimero de casais na populagdo em um
momento depende do niimero de casais nas populac¢des de adultos em momentos anteriores.

Supondo que uma solucdo da equacgao discreta f,, = f,, | +f, » seja do tipo f, = A", por substituicao
em (2) obtemos que A deve satisfazer a equacio caracteristica do segundo grau associada

x2-x-1=0 (3)

1+45 1

5 (esta sendo a razdo durea ¢) e Ay = 3 (=-1/9).

Portanto, conforme [5], a solugdo geral da equagdo discreta de Fibonacci (2) é uma combinagio

ﬂ)“ 145"
2 2

constantes que podem ser determinadas pelas condi¢oes iniciais f; = f, = 1. De fato, usando as

condigoes f; = f, = 1 obtemos o sistema linear

Pl

cujas raizes s@o Ay =

linear dessas raizes, ou seja, f, = ciA} + cA5 = ¢ + cy em que c; e ¢, sao

Cl/ll +C2/12 =1
C]/’L%'FCzl% =1

cuja solucgao unica é dada por

Cj=-—¢€ecCy=——.

V5 V5

Como ) = ¢ = 55 < 161803 > 1 e |2,] = ‘#

Fibonacci, tal como dada em (4), é uma sequéncia crescente e ndo limitada, portanto divergente.

Assim, obtemos

< 1, podemos deduzir que a sequéncia de

A partir da expressio (4), podemos deduzir uma propriedade importante da sequéncia de Fibonacci:

1+\/§

o limite da razdo entre um termo e seu antecessor ¢ o niimero ¢, ou seja, lim utl — g =

fy 2
Observamos que 4, = ¢ é raiz positiva da equagio equivalente a (3), x—1 = %
Geometricamente tanto ¢ quanto % = -1, = 0.6180355123 aparecem na divisGo durea de um
segmento AB, satisfazendo & proporcdo geométrica 2—2 = é—g como ilustrado na Figura 1. O

numero ¢ é a razao entre a diagonal e um lado do pentagono regular.

Voet [17] menciona que o arquiteto escocés Dom Hans van der Laan criou o ndmero pldstico ao
buscar a divisdo de um segmento AB em trés partes, por pontos intermediarios C e D, como na
CB _ AC _ CD

Figura 2, satisfazendo +Cc = CD - DB

Denotando os comprimentos dos segmentos por AC = a, CD =b e DB = ¢, na divisdo do segmento
AB proposta por van der Laan, deveremos ter

b+c_a_E
c
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retangulo dureo vertical

B B’
A C B
C o’
AB _AC _
Ac-cB ¢
A A

Figura 1: Razdo aurea e retangulo dureo. C é o ponto de divisdo durea do segmento AB.

A a C b D . B

CB _AC _CD _
AC-CD DBV

Figura 2: O nimero plastico y e a subdivisdo de um segmento em razoes propostas por van der
Laan.

Assumindo que as trés razoes sejam iguais a um nimero y teremos
b=cy, a=by, b+c=ay

Dessas igualdades, podemos deduzir que entdo cy + ¢ = cy3. Como ¢ # 0, pois ¢ é a medida do
segmento DB (Figura 2), temos entdo w3 = w + 1. Assim y, conhecido como nimero pldstico, é
raiz real positiva de h3(x) = %3 —x—1.

Um retangulo ou quadro qualquer ndo goza necessariamente da mesma beleza e perfei¢io estéticas
para diferentes pessoas. Entretanto, pode haver um retdngulo que possui proporgoes bem elegantes
para cada um de nés. Vilarejo com ponte e mamoeiro, de Tarsila do Amaral, possua a razao entre
a diagonal e a largura préxima do nimero de ouro, mas existem outros quadros que apresentam
outras razoes harmoniosas entre seus lados.

Fazendo k = 3 na equagdo (1) obtemos a equagdo discreta homogénea, com coeficientes constantes,
de terceira ordem,

Pp, =Ppo + P, 3. sS€n =3,

cuja solugdo dé-nos a sequéncia de Padovan (p,) = (1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,...).

(5)

A equacéo ctbica de Padovan, definida por x3 —x—1 = 0, é a equacdo caracteristica associada &
equagdo discreta (5). Tal equacdo possui uma unica solugdo real x = w =~ 1,324717957, o nimero
pldstico.

2 3
Uma equacio cibica da forma x3 + px +q =0, com p e q reais, e D = qz + Iz)—7 > 0 possui uma
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unica solugdo real x, dada pela conhecida Férmula de Cardano:

x0:3\lf%1+ D+3",%,‘/ﬁ (6)

A férmula de Cardano dada em (6), aplicada & equagdo ctibica x*—x—1 = 0, d4-nos entdo o niimero

plastico y em sua forma algébrica,

_3J1+123+3\’11 23 (7)
v=\3+513 "2 513

Como veremos adiante, a razao entre dois termos consecutivos da sequéncia de Padovan converge
para o numero plastico, ou seja, I}l_)rgo Poit v, solugao real da equacao ctubica de Padovan.

n

O numero plastico aparece como uma aproximacao das médias das razoes entre os comprimentos
e as larguras dos quadros de artistas famosos, e nos quadros Bandeira do Divino e Povoacdo de
Tarsila do Amaral, Baiana, Circo e Retrato de Maria de Portinari, Dama com arminho de Da
Vinci. Mais préoxima do ntimero plastico também é a média da razao entre os lados dos quadros
de pintores brasileiros famosos como Di Cavalcante, Portinari, Tarsila do Amaral, conforme [9].

Na préxima secdo, estudaremos a equa¢do harmoniosa de grau n, h,(x) = x* —x—1 = 0, para
n > 2, que tem, para cada n, uma unica raiz real positiva y,, o nimero harmonioso de ordem
n. Como vimos anteriormente, para n = 2 e n = 3, a equagdo harmoniosa de grau n é soldvel
por radicais. Intuitivamente, isso significa que as raizes da equacao polinomial podem ser obtidas
substituindo-se os coeficientes da equacdo em uma “férmula” que envolve radicais e as quatro
operagoes elementares de ntimeros reais, adi¢do, multiplicagdo, subtracao e divisdao. Para n = 2
temos a “férmula de Bhaskara” que nos da y, = ¢, a razdo durea, e para n = 3 temos a férmula
de Cardano que nos d& y3 = w, o nidmero pldstico, expresso como em (7). A equagdo hy(x) =0
também é soluvel por radicais, porém a expressao algébrica para y, é bastante complicada e nos
dispensaremos de exibi-la aqui. O leitor interessado podera visualizar a forma algébrica das raizes
de hy(x) acessando o site WolframAlpha em https://www.wolframalpha.com/ e digitando x~4-x-
1=0 na janela de pesquisa. As solucoes reais da equacio serdo dadas aproximadamente, e para

visualizar suas formas algébricas basta clicar no botao | Exact forms |.

Keith Conrad [6] estabelece a insolubilidade por radicais da equagdo x® —x—1 = 0, para n > 5.
O estudo da solubilidade por radicais da equagdo h,(x) = 0, para n > 5, demanda ferramentas da
Teoria de Galois, e estd muito além de nossos propdsitos neste artigo.

2. Algumas propriedades das equagoes harmoniosas

Nesta se¢do vamos enunciar e demonstrar quatro lemas e entao demonstrar alguns teoremas im-
portantes sobre niimeros harmoniosos.

Lema 1. Sendo n = 2 um numero natural e h,(x) = x*—x—1, temos que h, possui uma unica raiz
real positiva y, mo intervalo [0,+oo[, sendo 1 < y, <2. Além disso, h,(x) <0 se0<x< y, €
h,(x) >0 sex> y,.

Demonstracio. Como funcao real de variavel real, h, é funcao continua em R e
h,(1)=-1<0
h,(2) =2" -3 > 0 (pois n > 2)
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Assim, pelo Teorema do Valor Intermediario [7], existe y, €]1,2[ tal que h,(y,) = 0.

Notemos que a funcao real h(x) é estritamente crescente no intervalo [1, +oo[ pois, se x > 1,
’ _
h,(x) = nx" I 1>n-1>0
Portanto, no intervalo [1, +oo[, a tinica raiz real de h, é o nimero real y, e, além disso,

h (x) >0sex> y,, €
h,(x) <0sel<x< y,

Mostraremos entao que se 0 < x < 1 entdo h,(x) < 0. De fato,

0<x<1l,n>22=0<x"<x
=>x"-x<0
=>x"-x<1, eassim

= h,(x) =x"-x-1<0
Assim, sendo n > 2, temos h,(x) <0se0<x< y,eh,(x) >0sex> y,. O

Chamaremos de numero harmonioso de ordem n ao nimero real y,, Unica raiz real positiva de
h,(x) = x®—x—1. Também chamaremos h,(x) de polinémio harmonioso de grau n, e h,(x) = 0 de
equagao harmoniosa de grau n.

Lema 2. Sejan >2 eh,(x) =x"—-x—-1. Entdo temos:

(a) se n é par, h, também tem uma segunda raiz real 1, €]—1,0[, sendo y, e A, suas dnicas
raizes reais.

(b) se n é impar, h, ndo tem raizes reais negativas, sendo y, sua Unica raiz real.

Demonstragao.(a) Sendo n par, temos

hy(-D =D +1-1=1+1-1=1>0
h,(0) =1 <0

Assim, pelo Teorema do Valor Intermedidrio [7], h,, tem uma raiz real 1,, no intervalo ]—1,0[.
Como h;(x) =nx"!-1,en—1¢éimpar, se x <0 temos x* ! <0, e assim h;(x) =nx"1-1<-1.

’ . . .
Logo, h,(x) < 0 no intervalo ] — c0,0[, sendo portanto estritamente decrescente no intervalo
]—0,0], e assim A1, é a sua Unica raiz real negativa.

Como vimos na demonstragdo do Lema 1, y, é a tnica raiz real positiva de h,. Portanto, se n
é par entdo 1, e y, sdo as Unicas raizes reais de h,,.

(b) Na demonstracao do Lema 1, ficou estabelecido que, mesmo quando n é fmpar, y, é a inica raiz
real positiva de h,,. Mostraremos que h,, = x" —x—1 ndo possui raizes reais negativas quando n
é fmpar.
Sendo n impar, n > 3, entao
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(i) se -1 <x < 0 entdo —1 < x" <0, e entdo somando membro a membro as inequagoes

-1<x"<0

_ n_
0< x<1 }# l<x"-x<1

e portanto h,(x) =x"-x-1<0se-1<x<0.
(ii) se x < —1, podemos escrever x = —1 —h, h > 0.

Entao, sendo n impar, temos n > 3, e entao

X" = (-1-h)" = (1 + h)»

:(1 . (;)hz )

:1nh(;)h2--~
<—-1—nh
<-1-h=x.

Assim como, x" < x, temos x" —x < 0 e portando, logo h, (x) =x*-x—-1<0.
Portanto h, nao possui raizes negativas se n é impar.

Por (i) e (ii), estabelecemos que x < 0 = h, (x) < 0 e portanto h,, ndo possui raizes reais negativas
quando n é impar. O

Na Figura 3, ilustramos os graficos das curvas polinomiais y = h,(x), com x no intervalo [-1.5,2]
e y no intervalo [-2,1.5], paran =1,2,3 e 4.

...... y = hy(x)
—y =h3(x)
~--y = By (x)
---y=hs(x)
X\
2

Figura 3: Gréaficos de fungoes harmoniosas no intervalo [-1.5,2].

Lema 3. Sejam z,,z, nimeros complexos nao nulos. Entdo |z;+2,| < |z1|+]2,], valendo a igualdade
se e somente se z; = Az, para algum nimero real positivo A.
)
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Demonstragdo. Escrevemos z; = ry(cos @ +isenf), zo = ro(cos 0, +isen,), r; = ||, 1o = |2s],
01,02 c [O,ZJT[

Figura 4: Diagrama para uma dedugdo geométrica de |z; + 75| < |21] + |25].
Assumindo 0, > 0, conforme Figura 4, pela lei dos cossenos,

21 + 25|% = |2 | + |22|* = 2|71 || 22| cos(or — (6, - 61))

|21 | + |22|* + 2|21 |25 cos(6, — 0;)

IN

|21]2 + |22]? + 2|21 || 22| = (4] + |22])?

e portanto |z + z,| < [z1] + |2>].

Como pode ser visto geometricamente, teremos |z; + z,| = |21| + || somente quando tivermos

|Z) + 25| = |21]? + |22|? + 2|21 |22, € isso ocorrerd somente se tivermos cos(f, — ;) = 1. Como
. . r

01,0, € [0,2s[, teremos necessariamente 6, — 6, = 0, ou seja, 6; = 6,. Logo, % = é, e portanto

lelZQ,coml:%>0. O

Teorema 1. Seja n > 2 um nimero natural e seja hy, (x) = x*—x—1. Seja y, o nimero harmonioso
de ordem n, unica raiz real positiva de h,(x), conforme o Lema 1. Se z € C ¢é raiz complexa
(possivelmente real) de hy,(x) ez # y, entdo |z| < y,-

Demonstracao. Seja z um namero complexo, z # y,,, € suponhamos que h, (z) = 0. Pelo Lema 2
se n é par, h, tem uma segunda raiz real 1,, €] - 1,0[. Neste caso, podemos ter z = 1, e entao,
neste caso, |z| = |[A,] <1< x,. Pelo Lema 2, h, terd somente y, como raiz real se n é impar.

Seja entdo z uma raiz complexa ndo real de h,, isto é, tal que h,(z) = z* —z—1 = 0. Escrevendo
z = r(cosd +isend), r >0, § € R, temos |z| =1, |2*| = |z|* = . E como z" = z + 1, temos
|z%| = |z + 1|. Logo, pelo Lema 3, |z|™ = |z + 1] < |z| + 1. Ainda pelo Lema 3, a igualdade
|z+1] = |z| + 1 ocorre se e somente z = 4 -1 para algum nimero real positivo 1. Como z é complexo
ndo real, temos necessariamente que |z + 1] < |z| + 1.

Portanto r* < r+ 1, isto é, h (r) =™ -r—-1<0

Pelo Lema 1, o conjunto das solugdes da inequagao h,(x) < 0, para x > 0, é o intervalo [0, y,[.
Sendo r > 0, temos entdo 0 <r < y,, isto é, |z| < y,. O

" sBm
499 - DLV



PROFESSOR DE
MATEMATICA
INE

Salvador, Manzoli e Sampaio

Lema 4. Para cada inteiro n, n > 2, as n raizes complexas do polinomio h,(x) = x® —x— 1 sdo
distintas entre si, sendo todas elas raizes simples.

Demonstrag¢do. Sabemos que se alguma raiz de h, (x) for raiz de multiplicidade 2 ou superior, ela
devera ser raiz também de hy,(x) = nx®! - 1.

Seja x € C tal que h,(x) =0 e h;(x) = 0. Entao

x"-x-1 =0
nx*l-1 =0
Logo, nx™ —x = 0 e entdo, como x* =x+ 1, n(x+ 1) —x =0, dai (n—1)x = —n e assim obtemos

—&  um ndmero racional, sendo raiz de h, (x).

X = n—-17’

Mas pelo teorema das rafzes racionais em [2] temos que sendo f(x) = a,x® +a, | x* !+ +a;x+a,
um polindmio de grau n, n > 1, de coeficientes a,, ..., ay todos inteiros, a, # 0, as raizes racionais
de f(x) sao todas da forma IE), sendo p e q inteiros primos entre si tais que p é divisor de ag e q é
divisor de a,.

Assim, sendo as tinicas possiveis raizes racionais de h,(x) = x® —x— 1 seriam +1 e —1. Como isso

nao ocorre, isto é, nem 1 e nem —1 é raiz de h,(x), temos que h,(x) ndo possui raizes racionais.

Logo, —= nao pode ser raiz de h, (x). Portanto h,(x) nao tem raizes multiplas. O
n-1 n n

Teorema 2. Seja k > 2 e sejar = y o nimero harmonioso de ordem k, unica raiz real positiva do
polinémio hy (x) = xK—x—1. Seja (a,) a sequéncia de Padovan de ordem k, definida por recorréncia
como em (1). Entdo

Demonstra¢do. Sejam r{,Tr5,13,...,Tk, as k raizes complexas de hy(x), sendo r; = r = y, a sua
(nica) raiz real positiva. Pelo Teorema 1, temos |r;] < r para i=2,...,k.

As progressoes geométricas (1}), (r5), ..., (r]}) sfo sequéncias que satisfazem a relagdo de recorréncia
a, = ay (k1) + a, g, justamente porque r%‘ = 1; + 1, para cada indice i, 1 < i < k, e entao

(1)

=1 K para cada fndice n > 1.

Dadas as condigbes iniciais a; = a, = --- = a;. = 1, que definem a sequéncia de Padovan de ordem
k, mostraremos primeiramente que podemos encontrar nimeros complexos Aj, A,,..., Ay, com
A, # 0, de tal modo que a sequéncia de Padovan de ordem k tem termo geral a, definido por

an = A} + Aorh + -+ Apr (8)

Os nimeros complexos A, Ay, ..., Ay, tendo em vista as k condic¢Ges iniciais a; = 1, a, = 1, ...,
aj = 1 sdo solugdes do seguinte sistema linear

A]I‘l + A2r2 + e+ Akrk =1
Alr% + Az]f'% + e+ Akrﬁ

I
—_
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O determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear S é

I‘é‘ I‘% e I‘12<
I‘ I‘ cen I‘
D=det|} "2 = 7k
k k. ok
I‘l I‘z e I‘k

Colocando em evidéncia os fatores r; da coluna 1, r5 da coluna 2, etc., obtemos

Salvador, Manzoli e Sampaio

1 1 1
r r r
D=rry-1-det| ! 2 x (9)
K1 k-1 k-1
I o) Tk
Portanto,
D=riry--1p - V(r{,19, ..., Tg) = Tqlp Ty - l_[ (rj —13)
1<i<j<k
sendo V(ry,r5,...,1) é 0 determinante de Vandermonde, que aparece em (9).
Pelo lema 4, rq, 15, ..., 1, sdo nimeros complexos distintos entre si, portanto D # 0. Isso revela que
o sistema linear S tem solugdo, sendo Ay, ..., A determinados de maneira tnica. Usando a regra

de Cramer para solugoes de um sistema linear n x n quando o determinante dos coeficientes é nao

D
nulo, temos que A; = = sendo

D
1 I‘2 Ry I‘k
1 2 ... 2
D;=det|. 2 | 'k
P
1 I‘2 Ry I‘k

Colocando em evidéncia os fatores r, da coluna 2, r3 da coluna 3, etc., obtemos

1 1 1
D; =1y--1y - det T2 r:k =151 - V(1,10,...,T))
1 rlz"1 rE’l
As raizes rj,..., 1 sdo distintas entre si, e nenhuma delas é igual a 1, logo V(1,r,, ...

portanto Dy # 0. Assim, temos A; = % #0.

Usando a expressao fechada para a, dada pela igualdade (8), podemos escrever

n+1 n+1 n+1
any _ Alrl +A2r2 +"'+Ak1'k

an Al + Aprd + -+ A
n+1 Az (Taynel 4 Ak Tkyn+d
Agrt (1+Al(rl) R )

A, 1 Ay 1T
n 22 (22yn 4 ... 4 Zk(lkyn
Alrl(1+Al(r1) + +A1(r1))
Ay

r Ay 1
rl (1+ Al(ﬁ)nJrl +._.+A_ll<(ﬁ)n+l)

AZ I2\n Ak Tk \n
(1+A_1(ﬁ) +"'+A_1(ﬁ)
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Para cada indice i, 2 <i <k, temos |r;| < 1| =T, logo \;—;| < 1.

Assim, para i =2,...,k, lim \;—:|” =0, e entdo lim(;—i)“ =0.

Logo, lim 2L =1 =r. O

Como casos particulares do Teorema 2, para as sequéncias (f,) de Fibonacci e (p,) de Padovan,

temos lim ?“ =r;=¢ ~1.618¢ limpg—:l =r; =y ~ 1.32.

Teorema 3. A sequéncia de nimeros harmoniosos é estritamente decrescente, ou seja, ¥n,1 < ¥n
para cada n = 2.

Demonstra¢ao. Temos y2 +1 = yns1t+tle yh=y,+1,pois y,,1 € x, sdo respectivamente raizes
dehy(x) =x""1-x-1eh,(x) =x"-x—1.

Dai, ;(n+1—1+ - ¢ entao, como y,+1>2e2y,,1 >2, poisl< y, <2,
n 1+
Xn+l — Xn+l — 1 + 1
X o+l g+l xua(a+ 1)
< 1 + 1 < ! + 1 1
2 g 2727
Assim, sendo Z);‘” <1, temos y2,, < xh e portanto y,,; < xn- O

Observamos que a sequéncia (y,) dos primeiros nimeros harmoniosos aproximados, além do na-
mero de ouro 1,6183 e do ntimero plastico 1,32472, vai se aproximando de 1 a medida que aumenta-
mos o grau da equacdo harmoniosa: temos y4, ¥s, X6, X7, X8, X9, X 10 dados aproximadamente
por (usando aqui o ponto como separador decimal) 1.22074, 1.1673, 1.13472, 1.11278, 1.09698,
1.08507, 1.07577, 1.0683.

Esta observagao é consolidada pelo seguinte teorema.

Teorema 4. A sequéncia de mimeros harmoniosos () converge para 1, ou seja, lim y, = 1.

Demonstragio. Temos yh = y,+1,1ogo y, =Y, +1.
Conforme [7], se a ¢ um némero real positivo, lim ¥a = lim al/m=1.
Temos 1 < y, <2, 10g02<;(n+1<Seentéor§/§<"‘b(n+l<r§/§.

Como  lim 32 = lim Y3 = 1, pelo teorema do confronto em [7], temos

n—-0o00
dim, o = lim Yon+1=1 0

Assim, cometendo um abuso de linguagem, podemos dizer que o niimero 1 é o nimero infinitamente
harmonioso, ou 0 niimero y ., harmonioso de ordem infinita!
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3. Conclusao

Exploramos resultados sobre as equac¢des harmoniosas cujas raizes reais positivas, nimeros har-
moniosos, podem estar relacionados com as medidas de obras de arte e pecas de arquitetura. Nao
questionamos por que acontecem tais relagées entre as medidas dos quadros analisados e mesmo
nos elementos de algumas pinturas famosas, mas concordamos que artistas e matematicos buscam
em seus trabalhos padrées de beleza, estética e harmonia. Outros resultados em relagio as equagoes
harmoniosas e suas raizes podem ser abordados com estudantes do ensino médio e licenciandos,
ampliando os horizontes da matematica e do aprendizado formal e ndo formal, relacionado-os com
as obras de arte ou com objetos do mundo em que vivemos. Acreditamos com isso que este trabalho
aponta problemas matematicos que podem ser motivados por pinturas famosas e pode conduzir
professores de matematica a integrarem equipes interdisciplinares para visitas escolares a exposi-
¢Oes em museus, conscientizando-os de que fardo seus estudantes questionarem e encontrarem la a
beleza, a estética e a harmonia da matematica também.
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