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Uma féormula curiosa para os
numeros de Fibonacci

Eduardo Henrique de Mattos Brietzke ®

Resumo

Neste artigo apresentamos uma férmula curiosa para os numeros de Fibonacci e de Lucas em
termos das fungoes hiperbdlicas. Essas férmulas foram descobertas nos anos 80, mas aparentemente
foram quase esquecidas. Mostramos também como elas nos permitem dar novas demonstragoes
para propriedades conhecidas das sequéncias de Fibonacci e Lucas. E bem conhecido que existe
uma correspondéncia entre identidades trigonométricas e identidades com funcoes hiperbdlicas. E
nosso objetivo estender essa analogia, mostando que existe uma correspondéncia entre identidades
de funcoes hiperbdlicas e identidades de nimeros de Fibonacci e Lucas. Para desenvolver essas
ideias, abordamos também uma identidade combinatéria devida a Gould.

Palavras-chave: numeros de Fibonacci; nimeros de Lucas; fungoes hiperbdlicas; identidade de
Gould.

Abstract

In this article we present a curious formula for the Fibonacci and Lucas numbers in terms of hy-
perbolic functions. These formulas were discovered in the 1980s, but apparently have been almost
forgotten. We also show how these formulas allow us to give new proofs for well known properties
of the Fibonacci and Lucas sequences. It is well known that there is a correspondence between tri-
gonometric identities and identities with hyperbolic functions. It is our aim to extend this analogy,
showing that there is a correspondence between identities of hyperbolic functions and identities of
Fibonacci and Lucas numbers. To develop these ideas, we also approach a combinatorial identity
due to Gould.

Keywords: Fibonacci numbers; Lucas numbers; hyperbolic functions; idendity of Gould.

1. Introdugao

Nosso principal objetivo é o de apresentar uma expressao curiosa para os numeros de Fibonacci
em termos de fungoes hiperbdlicas

2 cosh ((2n+1) ln(%‘;’)) 2senh (211111 (%g))
F2n+1 — e an =

V5 - V5 ’
N

(1)
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bem como uma expressao similar para os nimeros de Lucas. Vamos ver que essas formulas foram
descobertas nos anos 80, mas foram praticamente esquecidas. Para ilustrar a utilidade dessas
expressoes, vamos uséd-las para dar novas demonstragoes de alguns fatos bem conhecidos sobre
nimeros de Fibonacci. Em particular, vamos dar uma nova demonstragao para a propriedade
que diz que Fy, divide Fy, se m dividir n. Usualmente essa propriedade é provada por inducao.
Nés vamos exibir explicitamente F,, como um fator de F,. Para fazer isso, mostraremos uma
identidade combinatoéria devida a Gould.

2. Numeros de Fibonacci e fungoes hiperbdlicas

A sequéncia de Fibonacci F,,, (n=0,1,2,...) é definida por
FO = 0, Fl =1 e Fn = anl + Fn,z, Vn>2 (2)
e comeca por 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... . Vamos precisar da Formula de Binet.

Proposigao 1 (Férmula de Binet). Para todo n = 0 vale

F, = 2n1\/5 [(1+\/€)n7(17\/5)n]. 3)

Demonstra¢do. Definimos uma sequéncia (Gy) por
1 n n
Go= oz (1 8) = (1-48) ).

Temos que provar que G,, = F,, para todo n. Para isso, basta mostrar que a sequéncia (G,) safistaz
a mesma recorréncia (2) que a sequéncia de Fibonacci, ou seja, que

Go=0, Gi=1 e Gn=G,1+G, 2, Vnz2.

De fato, é trivial verificar que Gy =0 e Gy = 1. Além disso, chamando a=1++vV5 ¢ b=1- 5,
temos

1
n-2 =
on4/5

Gn—Gu1-G [a"%(a®~2a-4) +b" *(b*~2b-4)], Vn>2.

Mas

)

a?-2a-4=(1+2V5+5) -2(1+V5)-4=0
e também
b%-2b-4=0.
LOgO Gn = anl +Gn72a Vn> 2.

Usaremos as fungoes cosseno hiperbdlico e seno hiperbdlico, definidas por
ef+e™® e —e™
coshx = ——— e senhx = ,
2 2
Existe uma semelhanga muito grande entre as propriedades das fungoes trigonométricas e as das
funcoes hiperbdlicas, conforme ilustra a tabela abaixo.

para x € R.

N
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2

cos?x+sen’x =1 cosh? x —senh?x =1

sen(x+y) =senxcosy +cosxseny | senh(x+y) = senhx coshy + coshxsenhy

cos(x+y) =cosxcosy —senxseny | cosh(x+y) =coshxcoshy +senhxsenhy

sen(2x) = 2senx cosx senh(2x) = 2senh x cosh x

cos(2x) = cos? x — sen?x cosh(2x) = cosh? x + senh? x

Estas propriedades das fungoes hiperbdlicas podem ser demonstradas facilmente a partir das de-
finicoes dessas fungoes. Para ilustrar como se faz isso, vamos provar uma propriedade que usaremos
bastante e que é a andloga da férmula de De Moivre para fungoes trigonométricas

(cosx +isenx)™ = cos(nx) +1isen(nx).

Proposicao 2. Para qualquer x real e n > 0 inteiro,

(coshx + senh x)™ = cosh(nx) + senh(nx). (4)
Demonstragao.
coshx + senh ex+efx+ex,efx e*
oshx +senhx = = e~
2 2
Logo

(coshx +senhx)" = (e¥)” = €™ = cosh(nx) + senh(nx).

Observagao 1. A explicacdo para o paralelismo entre as férmulas para as fungoes trigonométricas
e hiperbdlicas é que, na verdade, essas funcgoes sao muito semelhantes, pelo fato de que

eix + efix eix o efix
COSX = ——— e senx = ——
2 2i

Decorre disso que coshx = cos(ix) e senhx = isen(ix). Mas nao vamos usar este fato.

A seguir, notamos que das defini¢oes das fungoes hiperbdlicas segue diretamente que

-1 -
cosh(Inx) = Xrx e senh(lnx) = X QX , Vx>0.
Substituindo x pelo nimero de ouro
1+vV5
¢ = 5
e suas poténcias, temos
cosh(nln ¢) = % e senh(nln ¢) = % (5)

N
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Em particular,
5 1
cosh(ln ¢) = g e senh(ln ¢) = 2

Portanto,

E)

2 cosh(In ¢™) _ "+ _ (%5)“_,_ (71; )n

1
V5 V5 Vb PG

Comparando com a férmula de Binet,

Il

chegamos as seguinte conclusoes.

2 cosh(nln ¢)

Conclusao 1: Se n for impar, entao F,, =

Analogamente,
2senh(nlng¢)

v = 2n1\/5 [(1+\/§)n7(71+\/3)n].

e, novamente comparando com a férmula de Binet, obtemos o seguinte.

2senh(nln ¢)

Conclusao 2: Se n for par, entao F,, =

Resumindo as conclusoes acima, temos o seguinte resultado.

1+5

Proposicao 3. Denotando por ¢ =

numeros de Fibonacci:
2 cosh(nln ¢)

vg )
2senh(nln ¢@)
\/5 9

para n impar,
F,=
para n par.

3. Numeros de Lucas e fungoes hiperbdélicas

Brietzke

K1+Van+t1+van] (7)

o numero de ouro, temos as sequintes erpressoes para os

(8)

A sequéncia de Lucas é definida por L,, = Fp41 + F,_1, para n > 0 (tomando F_; = 1), e inicia por

2,1,3,4,7,11,18,29, .. ..
43
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Para os nimeros de Lucas valem expressoes similares a (1), que apresentamos a seguir.

1+vV5

Proposigao 4. Denotando por ¢ = o numero de ouro, temos a sequinte expressao para 0s

2
numeros de Lucas:
2senh(nlng), para n impar, ©)
2 cosh(nln¢), para n par.

Demonstra¢dgo. Suponhamos que n seja par. Entao, n+1 e n—1 sao impares. Portanto, aplicando
(8), temos

cosh ((n+1)In @) + cosh ((n—1) In ¢)

Ln=Fp+Fy 1= \/3/2

_ 2cosh(nln ¢) cosh(ln ¢)
B cosh(In ¢)

= 2cosh(nln ¢).

O caso n impar é similar. O

4. Aplicagoes das formulas para os nimeros de Fibonacci e de Lucas

Vejamos agora como as expressoes obtidas para os numeros de Fibonacci e de Lucas permitem
obter novas demonstracoes para propriedades bem conhecidas.

Observagao importante. A cada identidade trigonométrica envonlvendo senos e cossenos, estd
associada uma identidade envolvendo as funcoes hiperbdlicas, e desta iltima resulta uma identidade
envolvendo nimeros de Fibonacci ou de Lucas. Por exemplo, consideremos a identidade cos? x +
sen’x = 1. A ela estd associada a identidade

cosh? x —senh?x = 1.

Substituindo x = nln ¢, temos

cosh?(nln ¢) — senh?(nln ¢) = 1. (10)
Se n for impar, resulta
5F2 B L2 _
4 4 7
ou seja,
L2 +4
F2 = 2 para n fmpar.

Se n for par, a mesma substituicdo x = nln¢ em (10) resulta em

L§75Fﬁ_1
4 4 7

N
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ou seja,

2
F2 _ Ln -4
n bl
5
Reunindo essas duas igualdades em uma tnica, temos a seguinte indentidade.

para n par.

Proposicao 5. Para todo n temos
L2 - 4(-1)"
F2 = “T() (11)

A seguir vamos mostrar como da identidade (coshx + senhx)™ = cosh(nx) + senh(nx), que é o
analogo para fungoes hiperbdlicas da Férmula de De Moivre (cosx +isenx)" = cos(nx) +isen(nx),
resulta uma identidade de Fibonacci. Para isso, introduzimos primeiro uma notagao. Para x € R,
denotamos por |x] o maior inteiro n tal que n < x. Assim, por exemplo, L%J =2.

Proposicao 6 (Identidades de Catalan). ([6], p. 192)

25

_ on—-1 n k
Fo=2 Z‘ (2k+1)5’

Demonstragao. Por (4), temos que
(cosh ¢ + senh @)™ = cosh(ng) + senh(ng).

Mas, por (6),
Vb1

cosh ¢ +senh ¢ = = + 3

Entao, qualquer que seja n, nao importa se par ou impar, temos

1 b Ly +Fy
( +2\/3) = (cosh ¢ + senh ¢)" = coshng + senhng = +T\/5
Portanto
L,+F,V6 1 (o K
2 272(1{)(‘/5)
k=0
3] 125
£
2 2 2 = \2k+1

Considerando dos dois lados da igualdade os termos com V5 e os termos sem V5, segue o resultado.
No tltimo passo acima usamos que se a+bV5 = c+dV5, com a, b, c,d € Q, entdao V5 = (a—c)/(d—b),
e , portanto, a=c e b =d, devido a irracionalidade de V5. |

45 " sBm
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A préxima identidade resulta das férmulas para o cosseno hiperbélico e para o seno hiperbdlico de
uma soma.

Proposicao 7. Seja n > m.
(i) Se m for par, entdo Fpim + Fyom = FuLy,.

(ii) Se m for impar, entdo Fpym + Fom = LnFo.

Demonstra¢dgo. Suponhamos que m seja par. Consideremos o caso n impar. Entao, n+m e n—m
sao ambos impares. Portanto

2cosh ((n+m) In @) 2cosh ((n—m) In ¢)
Fosm = € Fom= .

V5 V5

Entao, utilizando as férmulas dadas na tabela no inicio,
4 cosh(nIn ¢) cosh(mIn ¢)
v .

Foom +Fnm =

Como n é impar e m é par, temos
_ 2cosh(nln ¢)

Fy
V5

Ly = 2cosh(mln ¢).
Logo Frym + Foom = Fuli.

Os outros casos sao analogos. O

Corolario 1. Para qualquer n > 0, Fo, = L Fy,.

Observagao 2. A partir da defini¢ao é imediato verificar que
senh(-x) = —senhx, Vxe€R,

isto é, o seno hiperbdlico é uma fungao fmpar. Combinando este fato com (4), temos que

cosh(nx) + senh(nx) = (coshx + senhx)" = Z (E) cosh™ ¥ x - senh® x. (12)
k=0
¢ n
cosh(nx) — senh(nx) = Z (E) (-1)* cosh™ ¥ x - senh® x. (13)
k=0

Somando (12) e (13), obtemos
L] 0
cosh(nx) = (2k) cosh™ 2 x . senh?* x. (14)
k=0
Subtraindo (13) e (12), temos
L254] 0
senh(nx) = Z (2k 1) cosh™ 251 x . senh?+! x. (15)
k=0 * -
46 ns! SBM

‘SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEM) TIcA



PROFESSOR DE

m LIN
Revis o

MATEMATICA

Proposigao 8. Para quaisquer m e n naturais,

n-1
1 L2

_ L n n—1-2k (T2 4 _1ym\k
Fum = Fuo 5o ;) (2k+1)Lm (L2, —4(-1)™),

Brietzke

Demonstrag¢ao. Comegamos com o caso m par. Temos que n - m também é par e, por (15),

2 senh(nm In ¢)
an = =
V5

o LZZ:J( N
V5 & \Zk+1

L25*]

) cosh® V"2 (mIn ¢) - senh?*! (m1n ¢)

2 senh(mIn ¢) n 19k 9 k
S — cosh™ (mIng) - (cosh*(mlng)—1)
V5 o (2k+ 1)
. L“ilJ N Lo\ L?n,l k
T Lk 2 4

== .
_ A 2 n—1-2k
=Fu 5oy ;‘) (2k+1) (L2, - 4) Lo 12k,

Dividimos o caso m impar em dois subcasos, conforme a paridade de n. Supondo m e n impares,

temos n - m impar e

_ 2cosh(nmln ¢)

an -
V5
2 2 n
= — ( ) cosh™ 2X(mIn ¢) - senh® (mIn ¢)
\/Skzo 2k

_ 2cosh(m

V5

Como n é impar, podemos chamar n—1— 2k = 2j. Ficamos com
n—1

2
Fom =Fu - j:ZO (n B il, 2j) cosh® (m1In ¢) - senh™ "% (m1n ¢).

Usando combinagoes complementares, temos

_ . n 2j . n-1-2j
Fom =Fun Z (2j N 1) cosh®(m1In ¢) - senh (m1n @)

=Fn- ( 'n )(SenhZ(m Ing¢) + l)j -senh™ "% (mn ¢).
= 2j+1

47

= ;) (21) cosh™ 1 2(mIng) - (cosh?(mIn¢) - 1)*.
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Logo,
L2521 9 j n-1-2j
n L L
an:Fm' . —+1 —
2 ) (e (5)
1 L n
=Fpn — L2 +4) L2t
on-1 JZ;J (2j+1)( +4)

Finalmente, consideramos o caso m impar e n par. Temos que n-m é par e
2 senh(nm In ¢)
L2t ]
\/_ Z (2k N 1) cosh™ "2 (mIn ¢) - senh?*! (m In ¢)
L2t ]

- 2eodhiming) Z (2k 1) cosh” 2 2¢(m1n ¢) - senh®** (m In ¢)

V5

L2t

n—2—2k
L2 — 2k+1
ZO 2k+1)\ 4 2

k
F 1 LHTJJ n L 4 2272 L2k+1
=Fu oy ), (2k+1)( +4)
k=0
-2-2k
Fazendo j = n—, temos

2
ey

n 2 jrn-1-2j
pr] kZ:,J (nlgj) (L +4) L ™ 7

Tomando combinagao complementar,

an =Fm :

I.an
1 n ; ;
Fom=Fn-— § L2 4.]er;11 2J~
21171 & (2] + 1) ( mt )

Assim, em todos os casos, obtemos a mesma expressao (16).

Brietzke

Observagao 3. A referéncia bésica sobre a relacdo entre identidades de funcoes de hiperbdlicas e
identidades de Fibonacci é o artigo [4] de E. Ehrhardt, de 1983, onde, em particular, sdo apresen-
tadas as expressoes (8) e (9) para as sequéncias de Fibonacci e de Lucas. Esse artigo foi publicado
na revista The Fibonacci Quarterly, que é a principal publicagao sobre nimeros de Fibonacci e
questoes relacionadas. No entanto, aparentemente o assunto ficou soterrado debaixo de uma tor-
rente de outras informacoes, tanto que retornou depois de duas décadas, sem fazer referéncia ao

trabalho de Ehrhardt. Em 2005 Richard Askey, em [1], encontrou a expressao

1+5
2 9

Fn= inf/g senh (nlog(ig)), onde ¢ =

48
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que é muito semelhante a (1). Acreditamos que (1) seja mais elementar, pois evita o uso de
logaritmos de nimeros complexos, que inclusive ndo sao unicamente definidos.

Em 2007 (ver [8]), a férmula de Askey foi usada para dar uma nova demonstracao de que, se m
divide n, entao F,, divide F,. Mas, novamente, foi uma demonstracao por indugao sem obter
explicitamente F,, como um fator de F,,.

Em 2003 (ver [2]) uma expressao similar foi obtida

_i .
F,=i"1 sen (n arccos( 2 ) e L, = 2i" cos (n arccos(fl)).
sen (arccos(—3)) 2

Um método para a obtencao para as sequéncias de Fibonacci e Lucas dessas expressoes envolvendo
fungoes trigonométricas de argumentos complexos estd explicado na dissertacao de Mestrado [11]
do aluno Bruno Astrolino e Silva e nas referéncias contidas nela.

Um outro indicio de que a relacao entre indentidades de funcoes hiperbdlicas e identidades de
Fibonacci foi praticamente esquecida é que o assunto nao é mencionado em [7], que é uma referéncia
bem completa e atual sobre nimeros de Fibonacci.

5. Uma identidade combinatéria de Gould

Nossa principal aplicacao da representagao dos nimeros de Fibonacci e de Lucas em termo das
fungoes hiperbdlicas vai ser a propriedade de divisibilidade da sequéncia de Fibonacci. Vamos
obter F, explicitamente como um fator de F,, quando m divide n. Para isso, vamos precisar da
seguinte identidade combinatéria de Gould. E muito interessante observar como duas ideias bem
diferentes juntam-se para resolver um problema matematico.

Teorema 1. ([5]) Para quaisquer inteirosn e j com 0 <j < 5],

o)

A identidade (17) ndo aparece na literatura com muita frequéncia. Entre outros lugares, ela aparece
no artigo [5] de H. W. Gould, de 1972, e também numa lista de férmulas do Prof. Gould in 7
volumes, editadas e publicadas online pela Professora Jocelyn Quaintance. A identidade (17) e
também a identidade (22) do Coroldrio 2 abaixo estao em [9], que é o volume 6. Esta é uma colec¢ao
enorme de férmulas sem demonstragoes.

Para provar o Teorema 1, precisamos de algumas coisas ainda.

Definicao 1. Uma fungao f de duas varidveis é simétrica se f(x,y) = f(y,x) para todo (x,y).

Dados a e B reais ou complexos, definimos

p=a+p e q=ap.
a
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Note que p e q sdo fungdes simétricas de (@, 8). Para n natural,

a" + p" e

n+l _ pn+l
@ B

a-p

Brietzke

sdo fungbes simétricas polinomiais de (a, B) e, portanto, podem ser expressas como polindémios em
(p,q) (ver [3], cdp. XXVII, p. 201). E fAcil calcular,

n a,n +ﬁn (an+1*ﬁn+1)/(a’*ﬁ)
02 1

1lp p

2 | p*-2q P’ —q

3 | p®3pq P’ — 2pq

4 | p* —4p°q+2¢° p* - 3p’q+d?

5 | p°~5p’q +5pg? p° — 4p®q + 3pg®

6 | p®6p*q+9p°q®> 2¢® | p° 5p'q+6p*e* 4

7 | p"-7p°q+14p°q® - Tpq® | p” —6p°q+10p3q* — 4pg’

Na coluna do meio, as condicdes iniciais sdo a® + 8% = 2 e a! + B! = p. Na coluna da direita as
condicdes iniciais sdo (a' — 1) /(a—B) =1 e (a? - B%)(a— B) = p. Mas em ambas as colunas cada
termo é igual a p vezes o termo um passo acima menos q vezes o termo dois passos acima. De
fato, é imediato verificar que

a® +ﬁn — p(01171 +ﬁnfl) o q(an72 +ﬂ1172) (18)
¢ 1 ﬂ 1 ﬂ 1 ,8 1
o™l — gt a™ — B° a1l - gn
e s P g Y. g (19)

Usando essa recorréncia podemos facilmente estender a tabela.

Focando na coluna da direita da tabela e considerando s6 os coeficientes, sem os sinais, construimos
o triangulo de niimeros comecando com

el e
S U W N =

@t s

50 LAl
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Note que se movermos a segunda coluna do triangulo um passo para cima, a terceira coluna dois
passos para cima, a quarta coluna trés passos para cima, e assim por diante, vamos obter o tridngulo
de Pascal. Por esta razao, a n-ésima linha do triangulo acima é

I I A O G

Tal ideia é formalizada no préximo resultado.

Proposicao 9. ([3], p. 203) Dados a e B nimeros reais ou complexos e n > 0 inteiro, pondo p = a+f

e q=apf, temos
[5]

gt Z(fl)j (njj)Pnzjqj- (20)

a—pf =

Demonstra¢do. Vamos usar a forma forte do Principio de Indugdo. Suponhamos que, para um
determinado n, valha que, para todo m < n,

L]

m+1 _ pm+1 o
g Bl

j=0
Pela recorréncia (19) e usando a hipétese de inducdo para m =n— 1 e para m = n— 2, temos

+1 7ﬁn+1 B (Zn*ﬂn - a,nfl 7ﬂn71
a—-pf -P a—pf d a—pf
L251]

. [252] .
.nflf‘] ne1-9i i .n727‘] n2-9i i
=» (‘1)J( i )p IRCEEDY (_I)J( i )P e
=0 =0

Na igualdade acima nao precisamos nos preocupar com os limites superiores dos somatérios, pois
a partir de um certo j os coeficientes binomiais se anulam. Entao, podemos até considerar os
somatdérios como sendo para todos os j > 0. Assim,

SRl e gl e

n+1

j=0 j=0
j(n—1-j 2 Jn 1= J n-2j
=3 il . q+> (1) p" g,
=0 ji>1

Na ultima igualdade acima, no segundo somatério foi feita a substituicdo de j por j— 1. A seguir,
juntamos os dois somatdrios, usando que, pela Relagdo de Stifel,

)0

Para ser bem precisos, destacamos o primeiro termo do primeiro somatério, para que os dois
somatoérios passem a ser com j > 1, e assim possam ser juntados. Obtemos

n+1 ﬂn+1 (H ) (Il J) o
- F _ 1)! j
" P +;( ) q.
an

o1 LAl
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Como

= ]_ = s

0 0
segue que
n+1 n+1
ﬁ Z n- .] n 2j
(-1)! i,
j=0

provando que, se valer para todo m < n, entao também vale para n.Isso conclui a indugao. O

Demonstragio do Teorema 1. Aplicamos (20) com @ = 1++vx e 8= 1-+/x. Neste casop = ¢+ = 2
e q=af =1-x. Temos, entao,

L3]

(1+x)7 - (1 - yx)n+t .
o kzo( 1)J( )2 i(1-x)l.

Por outro lado, aplicando o Teorema Binomial,

n+1l

A+VO)™-(1-vO)™ 1 S+l . n+1 .
= —2&2_(])(1()(&) Z( )(1)({)

Logo,
L3)

[5]
Z (2]-:_11) Z( 1)1( )2n 2J(1 X)J
j=0

A seguir, substituindo x por 1 —x, obtemos

13) Lo e .
S gl

j=0
2y n+1\(j .
:ZZ 2+ 1) \r 1%
j=0 r=0 )
_szg( 1)r(n+1)(.]) r
gy 2j+1)\r

No lado direito da igualdade acima, substituimos primeiro j por k e depois r por j; segue que

L3115

oo =g gl

Comparando o coeficiente de x) dos lados da igualdade, segue (17). |
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Exemplo 1. Vejamos trés aplicagoes da identidade (17) do Teorema 1. Tomando j = 0 em (17),

reobtemos a bem conhecida expressao

Tomando j =1 em (17), temos
L3

n+1
k=2"2(n-1).
24 (2k+1) (n-1)

S (4An+1)\(n+k _ 92 3n
on-2k/\ k | n)
k=0

De fato, substituindo n por 4n em (17), obtemos

i An+ 1) (k) _ o4
2k+1)\j) i)

k=j

Para qualquer n > 0,

Tomando combinagoes complementares, temos
2n .
()l
= 4n —2kj\k—j j
Substituindo k por k + j,
2n-j .
Z:J dn+1 k+k _ 9in-2j 4n—j .
4 \dn — 2k-2jJ\ k j

Em particular, para j = n, temos (21).

Usando o Teorema 1, provamos uma identidade companheira para (17).

Proposigao 10. ([5]) Para quaisquer inteirosne jcom 0 < j < [ 5],

Sl )

k=j
n+1 _[n N n
2k+1) " \2k/ " \2k+1)

=2l ()

j
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Por (17),

e n
SRR
= 2k +1/\j j
Portanto,
3] . .
e SN R |
I \2k/\j j J
Mas,
(nlj)_ m-1-)! n-2j (n-j! _n2j(nj)
J n-1-2) n-j jm-2)! n-j\j /)
Segue que
L3 . .
-2 )
= \2k/\j n-j j
provando (22). i

Observagio 4. O lado direito da identidade (17)

)
J

tem uma interpretagao combinatéria como o nimero de ladrilhamentos de um retangulo 1xn usando
j dominds (retdngulos 1x2) brancos e n—2j quadrados 1x1 azuis ou vermelhos. De fato, se quisermos
contar de quantas maneiras é possivel ladrilhar um tabuleiro 1 Xn com j dominés e com quadrados,
em primeiro lugar, note que precisaremos usar n — 2j quadrados, pois a soma dos comprimentos
dos j dominés vale 2j. Para efeitos de contagem, podemos colapsar os dominés, transformando-os
em quadrados. Ficamos com um tabuleiro de n —j casas, das quais devemos escolher j casas para
cobrir com dominés colapsados, o que nos da (“T-j) possibilidades. Este é o niimero de maneiras de
ladrilhar um tabuleiro 1 X n com j dominds e n — 2j quadrados. Agora, se vamos permitir que os
n—2j quadrados possam ser de duas cores, vamos ter que multiplicar o coeficiente binomial (n;j) por

28721 M. Shattuck mostou em [10] que o lado esquerdo da identidade (17) corresponde a contar,
por outro método, os mesmos ladrilhamentos, dando assim uma demonstragao combinatéria dessa
identidade, sem fazer calculos.

6. Aplicagao a propriedade de divisibilidade da sequéncia de Fibonacci

Uma sequéncia de inteiros (an)m1 é dita uma sequéncia de divisibilidade se m | n implicar a,, | ay.
>
Decorre do teorema a seguir que os nimeros de Fibonacci formam uma sequéncia de divisibilidade.

N
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Teorema 2. Para quaisquer m,n > 0,

L25* ] no1-k
Fom = Fu - ( . )Lﬁllm‘, se m for impar, (23)
k=0

L25) ho1-k
Fom =Fn - (1)k( 1 )anlQ‘k, se m for par. (24)
k=0

Demonstragao. Por (16),
L251]

1 n ke o1
Fom =F, - —— L2 —4(-1)™) L2k
2117]_ kZ::J) (2k + 1)( m ( ) ) m

Vamos analisar o polinomio

L2z

— L n 2 4(_1\m k_n-1-2k
P(x) = 5y kZ:;) (2k+1)(x A(-1)™m)

Aplicando o Teorema Binomial, temos
L2t

k
_ n KY oki) g 4 (m+1)jon-1-2k
P =57 ), Z(2k+1)(j)x 43 (~1) (mHDisgn 12k,

1
k=0 j=0
Trocando a ordem dos somatorios, obtemos

1 Lest)Legt]

n k\ . . .
- 4 (-1 (m+1)j n7172j.
gn-1 2 (2k+1)(j) D™

=0 k5

P(x) =

Aplicando (17) do Teorema 1, obtemos

L25t)

HOEDY (n jlj)<1><m“>jxn 2,

=0

provando o teorema. O

Observagao 5. E um fato bem conhecido que os numeros de Fibonacci formam uma sequéncia
de divisibilidade, isto é, se m divide n, entao F,, divide F,. No entanto, tanto quanto saibamos,
na literatura isto é sempre provado por indugdo, sem dar explicitamente uma expressao para o
quociente Fy, /Fp,. No Teorema 2, mostramos que

Fom =Fm - Fu(Lm), se m é impar

Fom =Fm - ]?‘H(Lm)7 se m é par,
-
55 " sBMm
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onde F,(x) é o polinémio de Fibonacci

[252]
n-1-k\
Fn(x) = Z ( . )x 12k

k=0

cujos coeficientes sdo uma diagonal do tridngulo de Pascal, e F,(x) é o polinémio de Fibonacci

modificado
[252]

Faco = 3 CoH" "
=0

. )Xn12k'
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