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Maximizacao Angular
(revisitagao ao problema de Regiomontanus)

Antonio Cardoso do Amaral® Sandoel Vieira®

Resumo

Este trabalho apresenta uma solucao elementar para o problema de Regiomontanus, que consiste
em encontrar a distancia entre um observador e uma parede que tem um quadro (pintura) pen-
durado, de modo que o dngulo de visdo seja maximo. A solucdo apresentada no artigo utiliza
apenas conceitos bésicos de geometria, em particular, a semelhanga de tridngulos. Além disso, o
trabalho compara a solucao elementar proposta com solugdes mais sofisticadas que utilizam célculo
e otimizagdo. O artigo apresenta uma soluc@o simples e eficiente para um problema classico de
otimizagao em geometria. Para encerrar, trazemos uma reflexao acerca das abordagens de proble-
mas na sala de aula de Matematica, sob a ética do conceito de problematizagao, no escopo do que
definimos como uma abordagem problematizada.
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Abstract

This paper presents an elementary solution to the Regiomontanus problem, which consists of
finding the distance between an observer and a wall with a hanging frame (painting) in such a
way that the viewing angle is maximized. The solution presented in the article uses only basic
concepts of geometry, particularly the similarity of triangles. Furthermore, the paper compares the
proposed elementary solution with more sophisticated ones that involve calculus and optimization.
The article offers a simple and efficient solution to a classical optimization problem in geometry.
Finally, we provide a reflection on problem-solving approaches in the mathematics classroom,
from the perspective of the concept of problematization, within the scope of what we define as a
problematized approach.

Keywords: Optimization; Regiomontanus; Elementary geometry

1. Introdugao

O termo Regiomontanus vem da expressao “Montanha do Rei”, como era conhecida a antiga cidade
de Konigsberg (na antiga Prussia), hoje Kalinigrado, uma regiao exclave da Rissia, localizada na
costa do Mar Baltico entre a Polonia e a Lituania.

Foi nessa regiao montanhosa da antiga Prissia onde viveu, no século XV, o matematico e astronomo
Johann Miiller von Kénigsberg (1436-1476). Certamente por isso, Johannes Miiller passou a ser
conhecido pela alcunha de Regiomontanus.
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Regiomontanus [4] foi um dos matemadticos mais importantes do século XV, e pode ter sido o
primeiro matemaético a problematizar questoes sobre maximos e minimos. Um problema muito
conhecido e atribuido a Regiomontanus trata da maximizagao de um angulo segundo ver-se uma

pintura pendurada em uma parede. Na pagina da Wikipedia, [6], traduzido para a lingua portu-
guesa, encontra~-se uma versao:

Uma pintura estda pendurada em uma parede. Dadas as alturas da parte superior e
inferior da pintura acima do nivel dos olhos do espectador, qual distancia da parede o
espectador deve ficar para maximizar o angulo subtendido pela pintura e cujo vértice
estd aos olhos do espectador?

(Wikipedia, 2023)

O problema sugere intuitivamente que o maior angulo de visao nao estara muito longe nem tao
proximo da parede.

omyord —

eye level

Figura 1: Representagdo Geométrica. Fonte: Wikipedia [6]

O problema de maximizagao do dngulo (de Regiomontanus) ndo é muito desconhecido, normal-
mente é utilizado como situagao-problema em livros de Célculo no estudo sobre Otimizacao. Em
[5], exatamente na pégina 303, hd uma interessante variacao do problema:

M. Um observador permanece em um ponto P, distante uma unidade
de uma pista. Dois corredores iniciam no ponto S da figura e cor-
rem ao longo da pista. Um corredor corre trés vezes mais rapido
que o outro. Encontre o valor maximo do dngulo 6 de visao do ob-
servador entre os corredores. [Dica: Maximize tg 6.]

P

e,

1\ g

Figura 2: Variagdo do Problema de Regiomontanus. Fonte: Stewart [2017, p. 303]
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O problema de maximizagdo de um angulo, frente a um anteparo fixado, pode se apresentar em
diferentes aplicagoes da matematica, mas nao precisa que a situacao-problema tenha sua resolugao
restrita & matéria do ensino superior.

O interesse em olhar para essa questao bem particular foi motivado por uma lista de proble-
mas apresentada na segunda versdo do Programa de Aperfeigoamento de Professores Olimpicos
(Prolimpico) — Projeto organizado pelo Instituto Nacional de Matemadtica Pura e Aplicada (Impa).
O Prolimpico é um programa que “visa oferecer treinamento gratuito para professores de ma-
tematica de todo o Brasil, abordando assuntos relativos as olimpiadas de matematica do ensino
bésico” [3]. Em funcao da pandemia da Covid-19 suas atividades ocorreram de forma remota entre
os dias 23 de fevereiro e 04 de margo de 2021.

A ideia de escrever este texto partiu da tentativa de resolver o 1ltimo problema da primeira lista
do nivel B. Essa lista de problemas é organizada para professores do Ensino Fundamental (anos
finais) e Ensino Médio. Logo, um problema cuja resolugdo esperada privilegia, eventualmente, o
uso dos recursos elementares de Geometria Plana.

2. O Problema apresentado no Prolimpico

O quinto problema da primeira lista de atividades causou estranhamento entre os participantes,
pois a maneira mais trivial de abordéa-lo sugeria o uso da trigonometria em sua resolucao. No
entanto, tradicionalmente, a trigonometria nao faz parte das “ferramentas” comumente utiliza-
das pelos estudantes olimpicos. Isso levou a busca por uma solugao que exigisse uma dose de
engenhosidade mais ou menos incomum.

A seguir a versao apresentada na lista.

Em uma parede hd uma grande pintura. A borda inferior da pintura estd a uma
distancia b do chdo, e a borda superior estd a uma distancia a do chao. Um obser-
vador, do chao, quer mazimizar o angulo com o qual consegue ver a pintura. Em
outras palavras, se P € um ponto no chao e A e B sao os limites da pintura, quer-
se mazximizar o angulo APB. A qual distancia da parede deve ficar o observador?
(Prolimpico, 2021)

O problema é exatamente o de maximizacao do angulo de Regiomontanus. Para melhor ilustrar,
a figura a seguir expressa o observador em duas posicoes distintas (P; e Ps), e a pintura (AB).

Figura 3: Problema 05 - Prolimpico - Nivel B. Fonte: Construgao Nossa
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Elaboramos diferentes resolugoes para o problema: desde a resolugdo com recurso ao uso de de-
rivadas a solugdo considerada a mais engenhosa (aquela que recorre apenas ao uso de geometria
elementar). Para encerrar apresentaremos uma solugdo que emerge da manipulagdo geométrica a
partir do software Geogebra especialmente da exploragao do conceito de Lugar Geométrico.

2.1. Resolugao com recurso a trigonometria e uso de derivadas.

Na nossa abordagem, Figura 4, o observador esta indicado por P, as alturas dos extremos inferior
e superior, B e A, por b e a; e a distancia do observador a parede, por x. Desse jeito, se APO = «,
BPO = B, teremos, para cada valor de x no intervalo [0, c0), uma variagao 8(x) = a—f no intervalo

[0,7/2).

Figura 4: Resolugao por derivada. Fonte: Construcao Nossa

Pela figura, e pelo uso das relagoes trigonométricas,

a b
tana — tan B X x X
tan 6(x) = t -B) = = = (a—h)- :
anf(x) = tan (a - B) T+ tana  tang 1+Z_’“.E (a—b) Zah
X X
Ou seja, para x € [0, ), teremos
tand(x) = (a—b) - f(x), (1)

onde f(x) = x/(x% + ab).
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Uma vez que a fungdo [0,7/2) 3 6 — tan é crescente e 0 < 6(x) < /2, maximizar 6(x) equivale
a maximizar tan 6(x); e como (a—b) é uma constante real, o problema reduz-se a maximizar f(x).

Para otimizar a funcao [0, ) 3 x + f(x), e para a melhor interpretacao das regioes de monotoni-
cidades de f, usaremos o cédlculo da derivada de f. Ora,

>0, se 0 < x < Vab
=O7sex=\/% ,
<0, se x> Vab

ab — x?

o0 = avane

obtemos que f é crescente no intervalo [0, Vab] e decrescente no intervalo [Vab, o], assumindo
entao o valor de maximo no ponto x = Vab tornando-se a medida x de OP para o angulo méximo
de Regiomontanus, veja a Figura 5. A saber, por (1) obtemos que o dngulo de maximizagao é dado

a
por 6 = arctan (

2vab

) no intervalo [0, 7/2).

b - — — -

Figura 5: Comportamento da funcao f. Fonte: Construgao Nossa

2.1.1 Com recurso a desigualdade das médias aritmética e geométrica.

+
Dados x e y reais a desigualdade (vx - +/y)? > 0 resulta em % > /Xy, ocorrendo a igualdade

se, e somente se, x =y. Temos, portanto, uma das identidades mais usadas em matematica para a
solucao de problemas: a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica com respeito a dois
numeros reais x e y.

Desigualdades sao um excelente recurso a resolugao de problemas de maximos e minimos. Por
isso, queremos destacar uma solugao, ja conhecida para o problema de Regiomotanus, que usa a
desigualdade entre as médias aritmética e geométrica. Nessa solucao seguiremos a mesma linha de
raciocinio do inicio da anterior.

Voltamos a Equagao (1): tan8(x) = (a—b)-f(x). Agora, em vez de recorrer ao calculo de derivadas
para o processo de maximizagao, recorremos ao uso de desigualdades. Para tanto, reescrevemos a

N

95 LAl



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Amaral e Vieira

funcdo f como
X 1

x2+ab ab’
X

f(x) =

onde x > 0 é a medida do segmento OP. (E claro que x = 0 néo é o caso de méxima visualizacao
do angulo de observagao).

Novamente, para que tan 6(x) (respectivamente 6(x)) seja mdximo, é suficiente que f(x) seja ma-

.. . . a . .
ximizado, e isso ocorre quando o denominador x + — assume o menor valor possivel. Para isso,
X

. a . . .
considerando os termos x e —, a desigualdade acima diz que:
X

+ab

X+ —

—XZ\,X‘@:>X+@22Vab
2 X X

- a ab ,
E o menor valor da expressao x + — ocorre quando x = —. Isto é, quando x = Vab.
X X

2.2. Resolugao por Poténcia de Pontos.

Apresentaremos agora a resolucdo que usa conceitos ensinados no Ensino Fundamental — espe-
cialmente nos treinamentos olimpicos para o Nivel 2 (8° e 9° anos). E uma solucdo geométrica
considerada bastante elegante. E, depois de feita, considerada fécil, claro!

A rigor, alunos olimpicos sao treinados para encontrar solucoes para problemas dificeis utilizando
a menor quantidade possivel de contetidos curriculares. Portanto, eles nos surpreendem com sua
capacidade e sagacidade ao serem capazes de enxergar respostas que nao sao tao simples de iden-
tificar.

Com essa abordagem, podemos analisar um problema mais amplo do que aquele que foi inicialmente
apresentado:

Em uma parede hd uma pintura. A borda inferior B da pintura estd a uma distancia
b do chao, e a borda superior A estd a uma distincia a do chdo. Um observador
P, em uma reta L(a) formando um dngulo a € (0,7) com a parede, quer mazimi-
zar o dngulo APB com o qual consegue ver a pintura, veja Figura 6. (Prolimpico
adaptado, 2021)

N
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Figura 6: Problema de Regiomontanus adaptado. Fonte: Construgao Nossa

A resposta ao problema surge inevitavelmente da constru¢io de um circulo tangente a reta L(a)
no ponto P, passando pelos pontos A e B.

Para tal solucao, provaremos que o angulo 6 = APB de vértice P, ponto de tangéncia da reta L(a)
com o circulo, é o angulo maximo de visualizacao do segmento AB. Ora, se P; é um ponto a
esquerda de P na reta L(a), Figura 7, 0 = ACB é um angulo externo do triangulo BCP, (A’CTS
e APB sdo angulos inscritos que “enxergam” o mesmo arco). Logo, pelo Teorema do Angulo
Externo, 6 é maior do que AP.B. A verificagao é analoga para o caso de um ponto a direita de P.

Figura 7: Angulo Externo. Fonte: Construgao Nossa

Com a certeza de que 6 é maximo exatamente no ponto P de tangéncia, precisamos apenas deter-
minar a medida x do segmento OP. Para isso, usaremos a definicao de Poténcia de Ponto de um
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ponto dado O, Figura 8, em relagdo a uma circunferéncia.

Definigao 1. Em um mesmo plano, dado um circulo y de centro C e raio r, e um ponto O fora dele,
denotaremos Pot, (0) = (OC)? - r? como a Poténcia de Ponto do ponto O em relagao a y.

Proposicao 1. Se t ¢ uma reta que passa por O e cortay em A e B, entdo Pot,(O) = OA - OB.

Demonstragao. Os angulos A’B’A e A’BA sdo congruentes (compreendem o mesmo arco ﬂ)
Logo, teremos AOB’A ~ AOBA’. Portanto,

OB"  OA P , B 9 9
OB — OA’ = 0A-OB=0A"-0OB"=(0C~-r1)-(0OC+r1)=(0C)= —r*.
Concluindo que Pot, (O) = OA - OB. O

Figura 8: Poténcia de Pontos. Fonte: Construgao Nossa

O que ocorre de fato aqui é que ha uma importante invariante. Ora, a Poténcia de Ponto do ponto
O em relagao ao circulo y é indiferente, independentemente da reta secante. Se t é tangente ao
circulo, A = B, Pot, (0) = (OA)? = (OB)2.

Voltando ao problema, especialmente na Figura 7, concluimos que (OP)2 = OB - OA, ou seja,
x = Vab. Para calcularmos o angulo de maximizacao APB = 0(a) € (0, ) usaremos duas vezes a
Lei dos Cossenos. Inicialmente nos tridngulos AOPB e AOPA, obtendo (PB)? = ab+b?~2bVab cos @
e (PA)2 = ab + a2 — 2aVabcose. E, finalmente, no triangulo AAPB, em que o angulo 6(a) fica
determinado como:

4ab — 2Vab(a + b) cos @
2\/b(a +b)—2bVabcosa - \/a(a +b) —2aVab cosa

cosf(a) =

(2)

Para o problema de Regiomontanus inicial, onde o observador P est4 sobre o chdo (eixo horizontal),
ou seja, quando a inclinagio da reta L(@) é a = 7/2, temos que o dngulo de visualizacdo méxima
do observador é dado por

6(n/2) = arccos (iﬁ) € [0,m).
98 @@= sBm
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Além disso, a partir da expressdo (2), podemos inferir o angulo @ € (0,7) que a reta L(a) deve
formar com o eixo vertical, de modo que o angulo de méxima visualizacdo de um observador na
reta L(@) seja um angulo reto, isto é, 8(a) = n/2. Vale destacar que o angulo é dado por:

@ = arccos

€ (0,7/2).

3. A solucgao elementar impulsionada por uma uma proposicao

Outra forma de buscar a solugao para o problema de Regiomontanus consiste em encontrar inicial-
mente a medida 6 do angulo méaximo de visao em termos de a e b, para depois encontrar a medida
x de OP.

Nossa solugao comega com a construcao do circulo passando por P, O e B — com o software
GeoGebra. Ao ativar a funcao “rastro” do ponto Q, que é de intersecgao do circulo com o segmento
AP, e deslizar P na reta horizontal, emergem questoes sobre a trajetoria do ponto Q). Neste caso, a
sugestao mais razoavel é afirmar que o ponto Q tem sua trajetoria sobre o semicirculo de diametro
AB.

A A A
Q
Q
Q
B B B
=] 0 P (0] p (0]

Figura 9: Lugar Geométrico do ponto Q. Fonte: Construcao Nossa

Antes de prosseguir, cabe destacar a importancia de questionar, conjecturar, indagar e, sobretudo,
problematizar. Do ponto de vista do ensino, esse ultimo termo engloba todos os processos que
criam possibilidades para a construcao de conhecimento, sem ignorar qualquer participagao, erros
ou a auséncia de saberes especializados.

H4 estudos que apontam a formagao do professor que ensina matematica para os requisitos de
um ensino que privilegia uma abordagem problematizada em detrimento aquela que segue um
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circuito fechado de etapas preestabelecidas, colocando o estudante como espectador e, sobretudo,
reprodutor de conteidos.

Por matemdtica problematizada, entendemos uma concepciao de possibilidades ma-
temdticas, situadas em diversos contextos e prdticas historicos e sociais de producao
e de mobilizacdo de saberes e de formas de estar no mundo. Uma abordagem de
matemdtica de forma problematizada privilegia a producdo de sentidos e de afetos,
em lugar da exposi¢ao de fatos, procedimentos e informacaoes.

(GIRALDO, 2019)

A solugao apresentada nesta secao oferece-se como uma possibilidade de abordagem capaz de criar
condigoes para conjecturar, testar e pesquisar proposicoes auxiliares que sejam titeis para obter a
resposta desejada. Portanto, é relevante para uma abordagem na sala de aula de matematica.

Para dar continuidade & resolucao do problema de Regiomontanus, utilizando a geometria dindmica
COMO recurso, provaremos a conjectura percebida, de modo que uma simples proporcao, originada
da semelhanca entre dois tridngulos, forneca a solu¢ao desejada (Figura 10).

J4 que PB é diametro do circulo (pois POB é reto), ou seja, PQB é reto, a verificagdo da afirmagao
de que o ponto Q tem sua trajetéria sobre o semicirculo de didmetro AB é verdadeira, porque o
triangulo AQB é retangulo em Q.

Dessa construgao, surge o angulo 6 de maximizagao de Regiomontanus, como mostrado na Figura
10. Ora, QPB e QOB sao angulos inscritos que compreendem o mesmo arco (BQ), logo, sao
congruentes. Como o circulo de didmetro AB é fixo, o angulo 6 é méximo exatamente quando
a reta que contém OQ é tangente ao circulo, ou seja, no momento em que o tridngulo AMOQ é
retangulo (em Q).

Figura 10: Maior Angulo de Visdo. Fonte: Construcio Nossa

Observagao: Se, de alguma maneira, o problema envolver o calculo de 8 em termos de a e b, o
ran
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triangulo retangulo AOQM fornece essa resposta, uma vez que as medidas de dois de seus lados
sao conhecidas.

Sendo 6 o angulo maximo de Regiomontanus, para calcularmos a medida x de OP, mostraremos
inicialmente que os tridngulos retangulos AAPO e APBO s&o semelhantes. De fato, como

BQO + BQM = OQM = 90° = AQB = AQM + BQM,

temos BQO = AQM = MAQ. E, portanto, BPO = OAP (observe que BQO e BPO séao angulos
inscritos que “enxergam” o mesmo arco). Logo,

OA OP a

OP-OB " x-p X" Vab

X
b
4. Consideragoes Finais

O problema da maximizacao do dngulo de Regiomontanus, cuja abordagem foi escolhida para este
trabalho, apresenta-se de tal forma que os objetos matematicos aqui revisitados sdo importantes
tanto do ponto de vista de suas fungées quanto pelo potencial das possibilidades de uso e recur-
sos matematicos na resolugao do problema. Embora nao possamos afirmar com certeza o papel
central do matemdtico Johannes Miiller, que viveu no século XV, na resolugao do problema do
angulo maximo de visao frente a um anteparo fixado, nem saibamos quem o resolveu pela pri-
meira vez, temos certeza de que todo o conhecimento apresentado aqui para solucionar o problema
foi construido levando em consideracao contextos histéricos e sociais. Portanto, foi um trabalho
coletivo.

Essa compreensao da construgao do conhecimento nao pode ser dissociada da pratica do professor
na sala de aula, ou seja, criar oportunidades para discutir como os assuntos sao abordados na sala
de aula e tomar decisdes coletivas como parte do papel do professor. Davis e Renert [1], apud
Giraldo [2], estabelecem uma visdo mais ampla do papel do docente:

Professores nao sao agentes periféricos que tém como funcdo transmitir passiva-
mente uma matemdtica estabelecida. Ao contrdrio, sao participantes vitais na produgao
de possibilidades matemdticas.

(DAVIS e RENERT, 2009)

Essa visao enfatiza o alinhamento do trabalho do professor com a capacidade de tomar decisoes
que lhe é proépria, ou que deve ser, como parte do reconhecimento profissional e do dever de
reivindicagdo. Além disso, de acordo com Giraldo [2], uma abordagem nao problematizada, que
segue um ritual de etapas predefinidas, se distancia significativamente da verdadeira produgao
cientifica, que, rigorosamente, envolve incertezas e erros durante sua elaboracao.

Esperamos sinceramente ter contribuido para a reflexao sobre as abordagens em sala de aula de
diversos contetidos de ensino. Escolhemos um problema classico de otimizagao que se apresenta
com potencial didatico na aula de Matematica. As varias possibilidades de resolucao, apoiadas em
conceitos de diferentes areas, dependendo da escolha para a solugao, demonstram como problema-
tizar, no sentido de desnaturalizar, e sair do padrao tradicional de abordagens, assemelhando-se
mais aos problemas que surgiram ao longo do tempo e que puderam ser traduzidos em novos
conhecimentos.
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