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A analise matematica do jogo da velha:
conceitos, estratégias e aplicagoes

Lucas Machado Fernandes '®

Resumo

Este artigo apresenta uma formulagao matematica para o jogo da velha, utilizando conceitos e pro-
priedades das matrizes. Serao apresentados resultados qualitativos relacionados a previsibilidade
do jogo, obtidos a partir da analise da tomada de decisao inicial.
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Abstract

This article presents a mathematical formulation for Tic-Tac-Toe, using concepts and properties of
matrices. Qualitative results related to the predictability of the game will be presented, obtained
from the analysis of the initial decision making.

Keywords: Tic-Tac-Toe; Matrix Theory; Predictability.

1. Introdugao

O jogo da velha, também conhecido como “jogo do galo”, é um dos jogos mais antigos e populares
da histéria. Jogado em um tabuleiro de nove casas dispostas 3 x 3, o objetivo do jogo é alinhar trés
simbolos iguais (X ou O) em uma linha horizontal, vertical ou diagonal. Embora parega simples,
esse jogo tem uma rica histéria e teoria matematica que remonta a mais de 3.000 anos atrds. As
evidéncias mostram que o jogo era jogado pelos romanos e egipcios, e hd referéncias a ele em
varios textos antigos, como o Livro dos Mortos egipcio e os escritos de Ovidio, um poeta romano
do século I a.C.

Ao longo dos anos, o jogo da velha ganhou muitas variagoes e adaptagoes, tornando-se um tema
popular em diversas areas, como a matematica, a inteligéncia artificial e a teoria dos jogos. Na
matematica, o jogo da velha é usado para ensinar conceitos como estratégia, combinacoes e per-
mutagoes (Berlekamp, Conway e Guy, [1]). Na inteligéncia artificial, o jogo da velha é frequente-
mente usado como um problema de teste para algoritmos de aprendizado de maquina e agentes
auténomos (Knuth, [2]). Na teoria dos jogos, o jogo da velha é um exemplo cldssico de um jogo de
soma zero, em que o ganho de um jogador é igual & perda do outro jogador (Osborne e Rubinstein,
[4]; Morgenstern e Von Neumann, [3]).

Discente do Programa de Pés-Graduacao em Matemaéatica da UFPB e parcialmente apoiado pela fundagao
estadual de pesquisa da Paraiba (Fapesq-PB) #1159/2021-07, Brasil.
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Este artigo serd dividido em duas partes. Na primeira parte, apresentaremos uma axiomatizagao
das regras bésicas do jogo e uma descri¢ao formal de uma partida utilizando um modelo matricial.

Na segunda parte, abordaremos o processo de simetrizacao e o axioma do bloqueio. Em seguida,
apresentaremos os resultados relacionados a previsibilidade dos cantos e bordas, bem como a
imprevisibilidade do centro.

2. Preliminares

Nesta secao, serao apresentadas as regras basicas do jogo da velha e uma descri¢ao de uma partida.
Na primeira subsecao, serdo abordados os principios fundamentais do jogo, como a disposi¢ao do
tabuleiro, os simbolos utilizados e o objetivo do jogo. Ja na segunda subsegao, serd feita uma
descri¢ao detalhada de uma partida, desde a escolha dos simbolos até sua conclusao, com exemplos
praticos de jogadas.

2.1. Regras Basicas

O jogo da velha é um passatempo secular bastante conhecido, com regras amplamente difundidas.
No entanto, é importante apresentar os principios fundamentais que regem as regras basicas para
o funcionamento do mesmo.

.

Axioma 1. O ambiente do jogo da velha € representado por uma matriz quadrada de ordem 3.
Durante o jogo, as nove entradas da matriz sao preenchidas exclusivamente com os simbolos X ou

0.

Axioma 2. Durante o jogo da velha, quando € a vez de um participante jogar, ele deve escolher
uma das entradas da matriz e marcd-la com o seu simbolo (X ou O). Este processo de escolha e
marcag¢do de uma casa vazia é chamado de jogada.

Axioma 3. Os participantes alternam suas jogadas, comegando pelo jogador que escolheu o simbolo
X. Em resumo, as jogadas de ordem impar possuem marcac¢ao X, enquanto as de ordem par sao
marcadas com O.

Axioma 4. O objetivo de cada jogador é formar uma linha, uma coluna ou uma diagonal desta
matriz somente com o seu simbolo. O participante que consequir fazer isso primeiro vence.

Axioma 5. Se todas as entradas da matriz estiverem preenchidas e nenhum jogador tiver conseguido
formar uma linha, uma coluna ou uma diagonal somente com o seu simbolo, o jogo termina
empatado.

A seguir, apresenta-se um exemplo pratico de uma partida que segue os cinco axiomas anterior-
mente descritos:

Exemplo 1. A representagdo a seguir

X - - X - - X - - X - -
- - |- - 0 - |—|- 0 - |—| - 0 0 |—
- - - - - - - - X X

)

)

\
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indica nove jogadas de uma partida de jogo da velha.

2.2. Descrigao sobre uma partida

Notacionalmente, para descrever os movimentos de uma partida como propostos no axioma 3,
adicionamos um indice acima do simbolo correspondente a cada rodada completa composta por
uma jogada de X seguida por O. Dessa forma, as representagoes

XY o0t X2, 0%,X3, 03 X, 0te X®

indicam a ordem em que as jogadas foram realizadas, permitindo que sejam facilmente identificadas
e acompanhadas ao longo da partida. Para que essa otimizacao fique mais clara, as jogadas do
Exemplo 1 seriam resumidas pela matriz:

Xt ot xt
X3 o' 02
o3 X5 X?

3. Resultados

Para dar inicio a nossa discussao, é importante estabelecermos algumas defini¢bes basicas que
recorreremos ao longo deste texto. Tais conceitos serao fundamentais para a compreensao de
resultados que iremos descrever posteriormente.

Definicao 1. Seja (Ajj)3x3 uma matriz qualquer. Para nossos propésitos, denominamos as entradas
a;; da seguinte forma:

1. As posicoes A11, Az, Az e Asz sdo chamadas de cantos;
2. As posigoes Aia, As1, Aaz € Azs sao chamadas de bordas;

3. A posigao Az € chamada de centro.

borda
canto T canto

A A Ars

borda Ao Aoz borda

Azr Aze Aszs
/

canto canto
borda

Figura 1: Representacao dos cantos, bordas e centro.

Podemos imaginar dois eixos imaginarios que se interceptam no centro Ass, e assim adicionar as
nomenclaturas inferior, superior, esquerda e direita aos conceitos de bordas e cantos. Por exemplo,
podemos dizer que A1 é o canto superior esquerdo, enquanto Aoz é a borda direita. Essas
denominagcdes serao importantes para a nossa discussao, permitindo-nos fazer referéncia precisa as
diferentes posi¢oes da matriz.
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Definicao 2. Uma situacao em que é impossivel para um jogador impedir que seu oponente complete
uma linha, coluna ou diagonal com seus simbolos é chamada armadilha.

Em outras palavras, quando um jogador encontra-se em uma armadilha, ndo hd mais movimentos
que possa fazer para evitar a vitoria do adversario. Vejamos um exemplo:

Exemplo 2. A situacdo descrita abaixo

Xl o XS
- X2 o'
- - 0?2

¢ uma armadilha, pois independentemente do posicionamento de O3, o jogador com o simbolo X
completard uma linha ou coluna.

Nas préximas subsecoes, descreveremos os resultados que
ocorrem ao iniciar o jogo a partir dos cantos. E impor-

tante ressaltar que, salvo em casos de simetria, podemos Xt - - s X1

supor sem perda de generalidade que o simbolo X! estars -

no canto superior esquerdo da matriz (ver a figura ao lado).

As funcoes de simetrizagao S; e Sp s@o responsaveis por esse s s

comportamento e podem ser definidas como segue: - - - - - -
A A Ags sy Az Az An xtoo )l

L A Ap Azz |—| Az Azx Ax . . L

Figura 2: Simetrizacao.

Az1 Azz Ass Aszz Az Az s ¢
A A Aus s, Az1 Azz Ass

2.1 A Axp Az | —| Azx Az Ass
Az1 Az Az A A Ags

Para garantir uma compreensao clara e consistente das discussoes que se seguem, é de extrema
importancia destacar que, a partir deste ponto, sempre partiremos do seguinte pressuposto:

Axioma 6 (Axioma do Bloqueio). Se o oponente tiver dois elementos na mesma linha, coluna ou
diagonal, é necessdrio colocar o terceiro elemento para bloqued-lo.

Este axioma ¢é fundamental para garantir o equilibrio de Nash (ver [5]) durante a partida. Ele
estabelece uma estratégia bésica para bloquear, sempre que possivel, a obtencao da vitéria do
oponente.

3.1. Previsibilidade dos cantos e bordas

A seguir, apresentaremos um resultado que demonstra uma estratégia eficaz para garantir a vitéria
no jogo da velha, levando em consideracao as duas primeiras jogadas da partida.

Teorema 1. Se X! estd posicionado no canto superior esquerdo e O' ocupa qualquer outra posicdo
da matriz, exceto o centro, entao é sempre possivel que o jogador com o simbolo X venga utilizando
uma armadilha.

N
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Demonstra¢do. Com efeito, supondo véalido o axioma do bloqueio, basta notar que em cada uma
das situagoes a seguir

Xt ot - Xt - o Xt 0? Xx? Xt - X3
02 _ _ _ 02 _ 01 _ _ _ X2 01
Xz - X X2 - X2 - - X - - 07
Xl _ XS Xl o XS Xl 02 X2
02 o> - -
Ol . X2 X2 01 o XS o 01

garantem-nos que sempre é possivel que o participante com o simbolo X venga utilizando uma
armadilha, desde que X esteja posicionado no canto superior esquerdo e O' ndo ocupe o centro. 0O

Em resumo, levando em conta o axioma do bloqueio, o teorema indica que se o jogador iniciar a
partida posicionando o simbolo X em qualquer um dos cantos da matriz e o oponente nao ocupar
o centro, entao a vitéria do participante que iniciou o jogo da velha depende exclusivamente de
seguir um dos padroes destacados na prova, fazendo as devidas simetrizagoes, se necessario, do
caso superior esquerdo.

3.2. Imprevisibilidade do centro

Nesta subsecdo, estamos interessados em analisar os casos em que X! estd posicionado no canto
superior esquerdo e Q' ocupa o centro. A ideia bésica é permutar X? nas entradas restantes da
matriz e analisar os casos:

X' oXx? - Xto- Xx? Xto- - Xt - -
_ 01 -, _ Ol _ , X2 Ol ~ |, _ Ol X2 ,

XTo- - Xto- - P G
- o' - ot | e | -
X2 o o o XQ o . o XZ

Para dar inicio & discussao, vamos apresentar a seguinte definicao:

Definigao 3. Sejam A, B e C entradas de uma matriz qualquer. Dizemos que A(ABC) é a trian-
gulagdo desta matriz quando B estd na mesma linha (coluna) de A e na mesma coluna (linha) de
C, e nenhum outro elemento da matriz pode estar entre A e B, nem entre B e C.

Cr/D
G" H
L

Figura 3: Exemplos de Triangulacoes
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Compreender o conceito anterior torna-se fundamental para a compreensdao de dois dos casos
mencionados no inicio desta subsegao. Esses casos, por sua vez, podem ser descritos a partir do
seguinte teorema:

Teorema 2 (Teorema da Triangulacdo). Se X' estd posicionado mo canto superior esquerdo, O!

ocupa o centro e A (X1X201) € uma triangulacao, entao a partida terminard empatada.

Demonstracio. Uma vez que X! estd posicionado no canto superior esquerdo, O' ocupa o centro
e A (X'X20') é uma triangulagdo, temos os casos:

X1 - Xt X2
x2 ot | e | - o -

Portanto, de acordo com o axioma do bloqueio, podemos afirmar que

Xt o x3 Xt x2 o?
Xz ot - e 03 ot Xt |,
02 X4 o X3 o o
ou seja, a partida terminara empatada. O

Antes de prosseguirmos para o préximo teorema, é necessirio demonstrar um lema técnico e
apresentar uma nova definigao.

Lema 1. O resultado em uma partida de jogo da velha € invariante pela transposta da matriz
associada.

Demonstracdo. Seja M uma matriz qualquer. Pela definicao de matriz transposta, valem as se-
guintes propriedades:

1. Linhade M —  Coluna de M?;
2. Colunade M — Linha de MY;
3. Diagonal Principal de M —  Diagonal Principal de M';

4. Diagonal Secundaria de M —  Diagonal Secundaria de M",

onde a seta — representa a expressao “leva em” e M' é a matriz transposta de M. Dessa forma,
com base nos resultados obtidos em 1-4, podemos concluir imediatamente que é impossivel que
a vitéria de um jogador (ou empate) em uma partida resulte em um empate (ou vitéria de um
jogador) no jogo da velha associado a matriz transposta. Resta agora analisar os seguintes casos:

19 caso: Suponha que um participante com o simbolo X venca em apenas 5 jogadas com relacao
a matriz M associada ao jogo da velha. E importante ressaltar que é impossivel que O venca com
a matriz transposta M', pois essa matriz terd apenas duas posicoes marcadas com tal simbolo, o
que mostra que nao é possivel obter uma vitéria nessa configuragao.

2° caso: Suponha que um participante com o sfmbolo O venga em 6 jogadas (ou 8 jogadas) em
relagdo a uma matriz M associada ao jogo da velha, enquanto X venga em apenas 5 jogadas (ou

ran
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5 ou 7 jogadas) com a matriz transposta M" associada. No entanto, como M = (M")!, segundo as
propriedades 1-4 acima, X deveria vencer em 5 jogadas (ou 5 ou 7 jogadas) com relacdo a M, o
que é claramente absurdo.

32 caso: Suponha que um participante com o simbolo X venca em 7 jogadas (ou 9 jogadas) em
relagdo a uma matriz M associada ao jogo da velha, enquanto O venga em apenas 6 jogadas (ou
6 ou 8 jogadas) com a matriz transposta M" associada. No entanto, como M = (M), segundo as
propriedades 1-4 acima, O deveria vencer em 6 jogadas (ou 6 ou 8 jogadas) com relacdo a M, o
que é impossivel. O

Para esclarecer o comportamento de dois outros casos citados anteriormente, é necessario apresen-
tar o teorema do segmento. No entanto, antes disso, é importante definir o que é um segmento em
uma matriz.

Definicao 4. Dado um conjunto de trés entradas A, B e C de uma matriz qualquer, dizemos que
ABC é um segmento da mesma, desde que, todas as entradas estiverem alinhadas na mesma linha
ou na mesma coluna, sem que haja qualquer outra entrada entre elas. Em particular, também
dizemos que A e C sé@o os extremos do segmento ABC.

A

Z =W

oxaA
gellal==lw)

E
I
M

Figura 4: Exemplos de segmentos.

Com essa definicao em mente, podemos agora enunciar o resultado:

Teorema 3 (Teorema do Segmento). Se X' estd posicionado no canto superior esquerdo e O* ocupa
o centro, entdo toda partida que possui um segmento X102X? termina em empate.

Demonstra¢do. Supondo que X! estd posicionado no canto superior esquerdo, O! ocupa o centro
e X102X?2 é um segmento, temos os casos:

Xl 02 X2 Xl o o
ot - e 0? ot
— - - X2 -

Dessa forma, como as matrizes anteriores sao transpostas uma da outra, resta fazer a andlise de
apenas uma delas pelo Lema 1. Sendo assim, usando o axioma do bloqueio e permutando O? nas
entradas restantes da matriz a esquerda, temos

Xt 0? Xx? Xt 0? Xx? Xt 0? X? Xt 0? Xx?
0% o' x4 , Xt ol 03 , oL _ e - 0! _
X5 X3 04 04 X3 X5 03 X3 _ _ XS 03
Uma vez que as duas matrizes abaixo
Xt 0% Xx? Xt 0% Xx?
- ot - e - o' -
03 X3 o o X3 03

N
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resultam em empate devido ao axioma do bloqueio, independentemente da permutacao das posigoes
X4, 0% e X°, podemos concluir o resultado desejado. O

Ao contrario dos casos anteriores, observe que a disposicao

Xt - -
- o' -
- - X?

pode resultar na vitéria do jogador que escolheu o simbolo X. No entanto, o desfecho final depende
exclusivamente do movimento O? escolhido pelo oponente.

Teorema 4 (Teorema da Diagonal). Se X! estd posicionado no canto superior esquerdo, O' ocupa
o centro e X2 ¢é localizado no canto inferior direito, entdo o jogador com o simbolo X tem uma
probabilidade de 1/3 de vencer a partida.

Demonstracio. Supondo que X' estd posicionado no canto superior esquerdo, O' ocupa o centro
e X? ¢ localizado no canto inferior direito, podemos permutar O como segue:

Xl 02 - Xl - 02 Xl _ _ Xl _ _
- 0t - - 0! - 02 o' - - 0! 02
_ X2 ’ _ ~ X2 ’ _ — X2 ’ _ ~ X2 ’
Xt - - Xt - -
- o' - e - o' -
o - X? - 0% X?
Pelo axioma do bloqueio, temos que as partidas
Xt o0? x4 Xt x3 o3 Xt x4 o3 Xt ot x¢
X> o' o* |, o* o' X5 |, 0’ o' Xx3 e X3 o' 0?
0 X X2 Xt 02 X? Xt o0t X2 0 X° X2

terminam empatadas. Por outro lado, ao aplicarmos novamente o axioma do bloqueio, podemos
concluir que jogos

Xt - 0 Xt - X3

- o' - e - o' -

XS o X2 02 o XQ
terminam com o jogador do simbolo X vitorioso devido a formagao de armadilhas, concluindo o
resultado. ]

Apresentamos agora a ultima definicao desta secdo, que serd relevante para a formulagao do iltimo
resultado que apresentaremos.

Definigao 5. Sejam A, B e C elementos de uma matriz. Dizemos que 8(ABC) é um bumerangue
desde que exista um elemento D nesta matriz que atenda as seguintes condigoes:
1. D é extremo de um segmento que contém B e C;
2. A(ADB) ou A(ADC) é uma triangulagao.
ran
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A B
E F G
L7 &
M N

C D
G H
K L
’O{P

Figura 5: Exemplos de bumerangues.

Apesar de sua simplicidade, o jogo da velha tem uma rica teoria matemadtica, que inclui vérias
estratégias e propriedades interessantes. Uma dessas propriedades, que chamaremos como Teorema
do Bumerangue, relaciona certas configuracoes de jogadas a probabilidade de terminar o jogo
empatado ou com um vencedor.

Teorema 5 (Teorema do Bumerangue). Considere um jogo da velha em que o simbolo X' ocupa o
canto superior esquerdo e O ocupa o centro, formando um padrao de bumerangue B(X'0'X?). Se
permutarmos o simbolo O° nas outras posicées restantes, entdo as sequintes propriedades valem:

1. Em 1/2 das possibilidades, o jogo termina empatado, independentemente dos movimentos sub-
sequentes;

2. Em 1/3 das possibilidades, o jogo pode terminar com um vencedor ou empatado;

3. Em 1/6 das possibilidades, o jogo termina com um vencedor.

Demonstracdo. Uma vez que o simbolo X! ocupa o canto superior esquerdo e O ocupa o centro
tal que B(X'0'X?) é um bumerangue, sabemos que os casos retratados sao:

Xt - - Xt - -
- ot X2 e - ot -
. X2 -

Pelo Lema 1, sabemos que basta fazer a andlise de apenas um deles. Vejamos:

1. Tome em consideragao as situagoes a seguir

Xto— - Xt - Xto— -
ot o |, [ - o | e | - O -
S C 02 X? - - X2 02

Note que os dois primeiros casos sao imediatos pelo axioma do bloqueio, como sucede-se:

Xl o X4 Xl 03 /\’3
XS Ol 02 o Ol -
03 X2 - ¢ 02 X2 o

Para concluir esta propriedade, iremos permutar X3 nas entradas de

Xto- -
- 0! _
o X2 02
an
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Usando novamente o axioma do bloqueio, a prova é imediata quando X? estd localizada nas
bordas superior e esquerda e também nos cantos inferior esquerdo e superior direito. Portanto,
resta analisar o caso da borda direita. Para isso, permutando nas entradas restantes, temos

X! - XtoXs Xto—- - Xt o* x¢
- o' X3, ot o' x3 |, ot X3 e X5 ob Xx3 |,
- X2 07 Xt Xx? o7 - X2 0? X2 0?

0 que termina a prova.

2. Considere os casos a seguir

Xt - - Xt 0% -
02 ot ~| e | - O -
- Xz - - X2 -

e tome as respectivas configuragoes:

XX X x> 0 X 02 - X 0* X
0> ot x|, o> 0ot x| | - 0o | e |[Xx 0 0
o* x> - Xt X2 0 X3 X2 - 0* x> Xx°

Dessa forma, com base na definicdo de armadilha e no axioma do bloqueio, podemos concluir
esta propriedade.

3. Agora, suponha que O? ocupa o canto superior direito, isto é,

Xl o 02
O L
Xz -

Com base no axioma do bloqueio, podemos concluir que a préxima jogada de X deve ser no
canto inferior esquerdo da matriz, o que bloqueia a possibilidade de vitéria de O pela formagao
de uma armadilha. Portanto, com a tltima propriedade estabelecida, chegamos ao resultado
final desejado. O

4. Consideragoes finais

Com base na andlise matematica do jogo da velha e dos estudos de caso realizados, podemos
concluir que o uso de conceitos e propriedades das matrizes pode ser uma ferramenta poderosa
para aprimorar a estratégia do jogo. Em geral, através da axiomatizacao das regras basicas do jogo
por meio do modelo matricial, pudemos entender melhor a dinamica do jogo e suas possibilidades.

Além disso, a analise da previsibilidade dos cantos e bordas, bem como da imprevisibilidade do
centro, permitiu-nos compreender melhor as vantagens de cada posi¢ao no tabuleiro. Os teoremas
da triangulacao, do segmento e do bumerangue mostraram-se 1iteis para aprimorar a estratégia do
jogo e garantir a vitéria.

Em suma, a aplicacao da matemdtica no jogo da velha pode oferecer uma compreensao mais
profunda do jogo e proporcionar um maior nivel de habilidade e estratégia para seus jogadores.
Esperamos que este artigo possa contribuir para uma melhor compreensao do jogo e estimular
novas pesquisas no campo da teoria dos jogos.
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