PROFESSOR DE

MATEMATICA PMO v.12, n.1, 2024
ONLINE ISSN: 2319-023X
Revista eletronica da Sociedade Brasileira de Matematica https://doi.org/10.21711/2319023x2024/pmo1210

Sequéncias de Fibonacci Generalizadas e
Numeros Metalicos

Marcio Costa Aratijo Filho ® Valder Cezar Izato de Aratjo '®

Resumo

Neste trabalho apresentamos a familia dos nimeros metélicos conforme definida por Spinadel [10],
que possui o numero de ouro como membro mais famoso, e também uma classe de sequéncias que
aqui chamamos de sequéncias de Fibonacci generalizadas. Na verdade, mostramos as principais
propriedades das sequéncias de Fibonacci generalizadas e as utilizamos para mostrar que a razao
de termos consecutivos desta sequéncia é convergente, mais especificamente, converge para um
nimero metdlico. Além disso, apresentamos a relagao dos nimeros metalicos com alguns contelidos
matematicos do Ensino Basico.
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Abstract

In this work, we present the family of metallic numbers as defined by Spinadel [10], which holds the
gold number as the most famous member, and also a class of sequences that we call generalized
Fibonacci sequences. In fact, we prove the main properties of generalized Fibonacci sequences
and use them to show that the ratio of consecutive terms in this sequence is convergent, more
specifically, it converges to a metallic number. Moreover, we present the relationship between
metallic numbers and some mathematical contents of Basic Education.

Keywords: Gold number; Metalic numbers; Generalized Fibonacci Sequence.

1. Introdugao

Existe um nimero que é conhecido desde a antiguidade e que aparece em diversos lugares, como,
por exemplo, na natureza, nas artes e na arquitetura. Tal nimero é conhecido na literatura
como numero de ouro, razao durea ou também como propor¢ao divina, uma vez que os objetos
que apresentam essa razao sao tidos como belos, Avila [1]. Na arquitetura, por exemplo, essa
razao pode ser encontrada tanto no Paternon na Grécia, um templo construido no século V a.C.
e oferecido & deusa grega Atena, Figura 1, quanto na piramide de Quéops, do Egito — o leitor
interessado pode conferir, por exemplo, Livio [7] e Saraiva [9].
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Figura 1: Parthenon [13].

Um dos objetos de estudo aqui é a familia dos nidmeros metdlicos, a qual possui como membro
mais prestigiado o ntimero de ouro. Na verdade, se p e q sao ntimeros naturais quaisquer, seguindo
Spinadel [10], Figura 2, chamam-se nimeros metélicos as raizes positivas da seguinte equagio
quadrética:

2 -
x“—-px—q=0, (1)
. , p+Vp2+dq . ,
ou seja, os numeros oy, ¢ = ——5——, dentre os quais pode-se destacar o nimero de ouro o 1 = 1+2\/g

(denotando comumente por ¢) e o ntimero de prata o 2 = 1+ V2 (denotando comumente por o).
Para mais detalhes a respeito dos ndmeros de ouro e prata o leitor pode consultar Avila [1],
Oliveira [5], Spinadel [10], entre outros.

Figura 2: Vera de Spinadel [2].

Além disso, assim como a relacdo entre o nimero de ouro e a sequéncia de Fibonacci, os nimeros

metalicos possuem uma relagao com as, aqui denominadas, sequéncias de Fibonacci generalizadas

e definidas da seguinte forma: sdo as sequéncias (g, )nen em que cada elemento é uma combinagao
=
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linear, com coeficientes naturais, dos dois antecessores, isto €,

En+2 = P8n+1 + A8y

com p,q € Nem que g; =q e g, =p. Un dos objetivos do presente trabalho é apresentar e provar
algumas propriedades dessas sequéncias — alcangamos esse objetivo na Segao 2. Para mais detalhes
a respeito da relagao do nimero de ouro e a sequéncia de Fibonacci, o leitor pode conferir Caneiro
et al. [3] e Teodoro [12].

A relacao entre as sequéncias de Fibonacci generalizadas e os nimeros metalicos dé-se através da
sequéncia de razoes entre termos consecutivos dessa primeira. De fato, consideramos a sequéncia
(Tn)nen definida por r, = 221 onde g, ,; e g, sao termos consecutivos das sequéncias de Fibonacci

n

generalizada. E serd mostrado que para cada par (p,q) € N X N essa sequéncia terd como limite
o nimero metdlico oy, o, por exemplo — quando p =1 e g = 1 a sequéncia r,, serd a sequéncia de
razoes de termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci que converge para o nimero de ouro.
Mostrar esse fato é o principal objetivo do presente trabalho e é alcangado na Segao 3.

Finalizamos esse trabalho com a apresentacao na Secao 4 das relagoes entre os nimeros metalicos
e conteudos matematicos do Ensino Bésico, ou seja, apresentamos a relagao desses niimeros com
equagoes quadraticas, graficos das fungoes afim e quadratica e com a Geometria Plana.

2. Algumas Propriedades das Sequéncias de Fibonacci Generalizadas

A presente segdo tem como objetivo definir as sequéncias de Fibonacci generalizadas e provar
algumas de suas principais propriedades. Um importante resultado referente a sequéncias de
nameros reais, que serda usado nessa secao, ¢ o que diz que toda sequéncia mondtona e limitada
de nimeros reais é convergente — para mais detalhes o leitor pode consultar Lima [6]. Seguindo
Spinadel [10], iniciamos essa segdo com a definicdo de uma classe de sequéncias de niimeros reais
que tem a sequéncia de Fibonacci como um caso particular, e que chamaremos de sequéncias de
Fibonacci generalizadas (SFG).

Definigao 1. Diz-se sequéncia de Fibonacci generalizada as sequéncias (g,)nen em que cada ele-
mento é uma combinacao linear, com coeficientes naturais, dos dois antecessores, isto €,

En+2 = P8n+1 + 48y
comp,qENemque g1 =q9qegy=Dp.

Como exemplo, consideremos a SFG com p =2 e q =1, ou seja, g,,5 = 2g,,1 +8&, € com condi¢bes
iniciais g; = 1 e g5 = 2. Listando os termos dessa sequéncia, obtemos a seguinte sequéncia de
nimeros

(1,2,5,12,29,70,169,...)

conhecida por sequéncia de Pell; para mais detalhes ver [4], [5], [8] e [11]. Em momento oportuno
voltaremos a falar dessa sequéncia. Além disso, ressaltamos que o uso da nomenclatura sequéncia
de Fibonacci generalizada é devido ao fato de que para p = q = 1 obtém-se a sequéncia de Fibonacci.

Dada uma SFG como na Defini¢ao 1 a primeira de suas propriedades é a seguinte.

Proposicao 1. Para quaisquer naturais n,m € N, os termos de uma SFG, com g; = q e gy = p,
satisfazem a seguinte relacao

Zn+m = 8n8m+1 + Zn-18m-
a
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Demonstragao. Procederemos por inducao em m. Para m = 1 temos

n+1 = P8n + g8n-1 = 8n82 + gn-181,

entao a igualdade é verdadeira para m = 1. Partindo da hipdtese de que a igualdade seja vélida para
todom=2,...,k, isto ¢, g . = 8n8m+1 T &n18m Seja vélida para todo m =2, ..., k, mostraremos
que ela é valida para m = k+ 1, ou seja,

Ent+(k+1) = 8u8(k+1)+1 T 8n 18k+1-

De fato, usando a definicao de SFG e a hipdtese de indugao, temos

Bnt(kr1) = PEntk + A8n+(k-1) = P(8n8ks1 +8n-18k) + A(En8k + S0 18k-1)
= 8, (P8is1 +A8K) + Cn1 (P8 + A8k 1) = Sn8ikr2 + Sn18k+1

= 8n8(k+1)+1 +8n-18k+15

que é o que queriamos mostrar. O

A segunda propriedade que mostramos a respeito da SFG é de como se pode escrever cada termo
de ordem par e cada termo de ordem impar, dada pela proposicao abaixo.

Proposicao 2. Para todo natural n € N, os termos de uma SFG satisfazem as seguintes relagoes

i) on 1 =82+ gi,l;

- 2 (@ 1)gn 18n 98
11) g2n — Zh+l (q )gplg +1 qg,kl'

Demonstracao. Usando a Proposicao 1, temos que
- _ o242
82n-1 = Bn+(n-1) = 8n8n +8h-18n-1 =81 t8u 15
ou seja, a relagao i) é vélida. Analogamente, para o item ii), notemos que

Zon = n+n = &n8n+1 + Zn-18n>

€ como g,,; = pg, +qg,_1, Ou seja, g, = %a segue que
Zn+1 — 4d8n-1 gn+1 — 98n-1
g?nzgn+1( - p - )+gn1( - p = )
_ Zhe 980 18ner +8n 180 9800 Bna (4 Dgu18un a8
p p

O

,

E sempre possivel determinar a soma dos n primeiros termos da SFG atraves do n—ésimo termo e
do seu antecessor, conforme proposicao a seguir.

Proposigao 3. A soma dos n primeiros termos da SFG é dada por

(p+aq)g, +ag, 1 +a(p-1)-p
p+q-1 '

g1 +8t - +g, =
an

155 LAl



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Aratjo Filho e Aratjo

Demonstra¢do. Observe que pg,, = g,,1 — 48,1, entao

pP(g1+go+gs+ - +gn1+8y)=

=Pg;+83 Qg1 +84 Q€+ g5 —qg3+ -+ g, —dg, 2+ &uy1 —d8n 1

=pg;—ag; —ag+(1-q)(gz+- +gu 1) + 8y +8ns1

=pg 21 +81 a8 — 8 +8 a8+ (1 -a)(gs+ - +8y 1)+, — Ay + ALy + i1
=pg 8 g2+ (1-aq)(g +ga+gs+ - +8,) +dg, +8nis

sendo assim, temos

(P+q—1)gy +go+g3+ -+, =P — &1 — L2+ 4Ly + i1,

logo, desde que g; = q e g5 = p, obtemos

_ 8 tdag,tap-1) - p
p+tq-1

o que conclui a demonstragao. O

g1 tg +g3t+--+g,

)

As propriedades da SFG na proposicao a seguir dao-nos a soma de seus n primeiros termos de
ordem par e de seus n primeiros termos de ordem impar.

Proposicao 4. Seja (g, )nen @ SFG, para todo n € N, valem as seguintes identidades

_ (P*+q)(a=1)+(1-q)qgs,_1+PE2n

i) g1 +83+gs+...+Zop 1 = (Pt (pqg+l) 5
i we1-a(a-1)goy—pla*+a-1
i) g +84+86+ ...+ goy = DB (Eﬁqﬁ%iﬂig e

Demonstragdo. Para provar o item i), notemos inicialmente que

P(g1+83+85+  +8ou 1) =
=DP81+84 982+ 86 d84t+ -+ 82y — 48212
=Pg; —82+82~0482+84 —Q8s+ -+ 8op 2 d82n-2 7+ 82n
=pg; g2+ (1-q)(ga+8s+  +8an2+82n)
(1-9

=pg; g2+ (g3~ qgy +85A83+ " +8an 1 A82n 3) + on

q)
[g1+(1-q)(g1 +g3+ " +8ap 1) + Ao 1] + on

1-q  (1-9g? (1-q)
=pg — 82— b g+ b (gl+g3+'”+g2nfl)+qu2n71+g2na

(1-
=pg; 8+

nas passagens acima usamos que pga, 1 = Zon — Aon o € Py = Zonyl — A%on 1. Entdo, lembrando
que g, =q € g, = p, obtemos

[ (102
p
p

(1*q)q7 (1-q9
P p
(P>~ (1-a)?l(g; +83+  +8an 1) =P°q P~ (1-q)q+ (1~ q)dgy, 1 +PEan

=P’ +q)(q- 1) +(1-q)agsy 1 + PEan-
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Portanto,

(P*+q)(q—1) + (1-q)qgs, 1 + PSon
g1 +83+ - -+Lon 1= p2—(1-q)2?

(P2 +q)(q—1) + (1 -q)qga, 1 + PLan
(p+q-D(p-q+1) )

Para provar o item ii), notemos inicialmente que

Bot gyt +8o = (g1 +gatgst  +gy) (8 +gs+ +8um 1)
Sendo assim, usando a Proposigao 3 e o item i), temos

_(p+@g,+ag i +ae-1D-p (P*+q)(q-1)+(1-q)qgs, 1 +PLan
Got gyt 8oy = -
p+tq-1 (p+a-D(p-q+1)
_ —a(a—1)8s, +P°8on + PAZsn 1 ~PA” +DG D
(p+a-D(p-q+1)
_ PSonn —A(d- 1o, ~P(a®+q- 1)
(p+a-D((-q+1)

O

Observagao 1. Vale ressaltar que os resultados das Proposicoes 3 e 4, estendem os resultados
obtidos para a sequéncia de Fibonacci, na verdade, para p = q = 1 obtemos as propriedades
correspondentes para a sequéncia de Fibonacci, ver [4, Proposicao 9].

A préxima propriedade da SFG dé-nos uma relagdo interessante entre trés de seus termos conse-
cutivos, segundo a qual serd possivel estabelecer sua relacao com os niimeros metélicos.

Proposicao 5. Dados trés termos consecutivos da SFG g, 1, g, € g,,1, para todo natural n > 2,
vale a seguinte relacao

gn 18n1 = 80 + (1" ?[q® +p*(q - D).
Demonstragdo. Procederemos por indugao sobre n, desde que g; = q,g, = p e g3 = p2 + 2, temos
g+ (1D’¢* *[@®+p*(a- DI =+’ +p*(a- 1) =a(p® + ) = gy,

entao a igualdade é verdadeira para n = 2. Partindo da hipétese de que a igualdade seja valida
para algum k > 2, isto é,

i 18k = 8 + (D ?[¢® +p*(q - D], (2)
mostraremos que ela é vélida para k + 1, ou seja,
2 [+ p? (g - 1] (3)

Zk&k+2 = gi+1 + (-1

De fato, notemos inicialmente que

gk8k+2 = Bk (PCis1 + 8K) = PLCke1 + qgi.
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Pela definigdo da SFG tem-se pgy = g1 — 9€x_1, €ntao

8k8k+2 = (8is1 — A8K-1)8ke1 T qgi = gi+1 ~98k-18k+1 F qgi-

Usando a hipdtese de indugao, Eq. (2), vemos que

~48 1811 = —agp — a1 ¢ ?[¢® + p*(q - 1)].

Consequentemente, obtemos

88isa = 8pr — A8E — 4D ?[¢® + p*(q - D] +qg}.
=gpq + (DD g *[q* +p*(q- D]
= gpy + (D@ +p(q - 1))
=gp + (DM 2 [P+ p?(q - D],

ou seja, a Eq. (3) é valida, que é o que queriamos provar. O

Observagao 2. Notemos que a proposi¢ao acima é uma versao generalizada dessa relagao para as
sequéncias de Fibonacci e de Pell. Basta fazermos p = q = 1 para a primeira e q = 1,p = 2 para a
segunda, por exemplo; ver [4, Proposigao 7).

3. Sequéncias de Fibonacci Generalizada e sua Relagao com Numeros Metalicos

Na presente secao, nosso objetivo é definir a sequéncia de razoes entre termos consecutivos das
SFG e relaciona-las com os nimeros metdalicos. Na verdade, seja (ry)nen & sequéncia de termo
geral dado por r, = ggzl, em que g,,; € g, sao termos consecutivos da SFG, conforme Definicao 1.
Veremos que essa sequéncia é convergente, e mais: que converge para um numero metélico. Para

provar tal fato, provaremos inicialmente a seguinte proposicao.

Proposicao 6. Seja (rp)nen a sequéncia formada pela razao de termos consecutivos da SFG, ou
seja, a sequéncia de termo geral dado por 1, = 221 em que g,,; € g, sdo termos consecutivos da
SFG. Para todo n € N, valem as seguintes desigualdades

i) ron 1 < Ton;
i) ron-1 < Tansi;
111) Ton > T'opn42.
Demonstra¢dgo. Como p,q € N e g, > 0 para todo n € N, tem-se

2
_ Zon+1 Son  _ Z2n-182n+1 ~ 82y
Top —Top-1 = - =

8on on-1 g2n82n-1
g+ (D™ 2 [® +p*(a 1] g},
g2n82n-1
2n-27 .3 4 2
+ -1
a™ “[q° +p*(q—1)] 0
82n82n-1

Y

N
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ou seja, o item i) é vélido. Para o item ii), observamos que

€on+2  8on  _ Z2n-182n+2 ~ 82n82n+1

Iont+1 — T2n-1
gon+1  Z2n-1 gon-182n+1

82n-1(P8an+1 + d82n) — 8on (P2n + d82n 1)
8on-182n+1

PZ2n-182n+1 + 982n-182n — ngn ~ 482n-182n
8on-182n+1

P€an-182n+1 — ngn

€2n-182n+1

pgs, + p(-1)*"q™ 2[q® + p*(q - 1)] — pe3,
E2n-182n+1

pa™ *la® +p*(a- DI _

8on-182n+1

E analogamente, para o item iii), notemos que

_ 8on+3  Zon+l _ Z2n82n+3 ~ 82n+182n+2
Ton+2 —T2n = - =

8on+2 8on g2n82n+2
_ 820(P8on+2 + U82n+1) — B2n+1 (P2n+1 +A82n)
a g2n82n+2
 DPZ2nfans2 + A82nL2ns1 ~ PEons1 — U82082n41
B Z2n82n+2
_ DP8on&ont2 — ngnﬂ
N 82n82n+2
_ Pghu +DCD* P (p+q-1) - pgl,
B Zon82n+2
_pa™ (pta-1) _

0.
£2n82n+2

O

Observamos que a Proposigao 5 foi aplicada na prova desses trés casos. Notemos que o item i)
acima nos diz que os termos de ordem impar na sequéncia (r,)nen Sa0 menores que os termos
de ordem par. J4 o item ii) garante que a subsequéncia (ran-1)nen dos termos de ordem {mpar
é mondétona crescente; e por fim a subsequéncia (rop)nen dos termos de ordem par é mondtona
decrescente pelo item iii).

Além disso, podemos concluir dessas relagoes que a sequéncia (ry)nen é limitada, mais especifica-
mente, tem-se r; < ry < ro para todo natural n, consequentemente, as subsequéncias (r2,-1)nen €
(ron)nen também sao limitadas. Logo, garantimos a convergéncia das subsequéncias (raon 1)nen €
(an)nEN-

Proposicao 7. Sejam ¢; e £ nimeros reais tais que

lim T'op—1 = fl € lim Topn = 52,

n—oo n—oo

N
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entao {1 = {5 = 0p,q. Consequentemente, a sequéncia (ry)nen de termo geral dado por ry, = gg—”, em

n

_ p+Vp32+4q

que g,,1 € g, sao termos consecutivos da SFG converge para o nimero metélico oy q = 5

Demonstracao. Uma vez que,

N 82n _ P82n1+A82m 2 _ D+ 982m2 _ . 98on-2 —b+ Olgmk3 7
gon-1 8on-1 &2n-1 P&2n-2 + d82n-3 p+qg2‘)72
tem-se
_ .
I'op-1 =p+ . q
-

aplicando o limite para n — oo, obtemos

lim rop 1 =p+ 4 q )
e p+ limp o0 T2n 3
ou seja,
_ q 2 o
51—p+—q:>£’1 pé’l q—O
Ptz

p+Vpi+iq

; consequentemente, {1 = ———— ¢é a Unica raiz real positiva dessa iltima equagao. Analogamente,
uma vez que

_ 8on+1 — Pgon + 98211

Py = + d8on-1 d8on-1 q

=p =p+ =p+ )
8on 8on Zon Pgon-1+d82n-2 p+ 4

Ton-2
e lim,,_,o ron = €2, aplicando o limite para n — oo, tem-se

q
€2=p+—q$f§7pé’27q=0
ta

_ oo

implicando que ¢, = =——5—— ¢ a Unica solugao real positiva para a equagao anterior. Logo, os
limites existem e sao iguais

lim rop—1 = lim ron = 0p q,
n—oo n—oo

isto ¢, as subsequéncias de ordem par e de ordem impar de (ry)nen convergem para op . Portanto,
esse fato garante a convergéncia da sequéncia (Ip)nen para o nimero metalico op, 4. O

Observagao 3. Vale ressaltar que o caso particular da proposi¢ao acima, para a sequéncia dada
pela razao entre os numeros consecutivos de Pell, ou seja, o caso em que p = 2 e q = 1, foi feito
por Teixeira et al. [11, Secao 5.

4. Relagoes entre os numeros metalicos e contetidos matematicos do Ensino Basico

Nessa secao vamos descrever de forma sucinta algumas relagoes entre os numeros metalicos e
conteudos do Ensino Bésico, como equacoes quadrdticas, grdficos de fungoes e geometria plana.

N
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e Equacoes quadraticas
Um primeiro contetiido, que pode ser explorado, tendo como motivagao os niimeros metalicos,
é o de equagbes quadraticas, uma vez que tais numeros foram definidos na Introdugao como as
raizes positivas das equagoes
x*—px-q=0,
em que p e q sao naturais quaisquer. Nessa motivagao, pode-se utilizar o método de completar
. /1e ~ p+Vp3+4q
quadrados para ver que os nimeros metdlicos sao da forma o7, 4 = —5——". De fato, comecamos
P

- 2 -
reescrevendo —p como 72153 e adicionando (5) + q em ambos 0s membros da equagao, conforme
apresentamos a seguir

2 2 4P P\%2 _ (P)\?
X° —px— =0$X*2—X+(—) =(—) +q,
P q B B B q
assim completamos um quadrado da diferenca no primeiro membro de modo a obter

( p)2 p® +4q
X——| =———
2 4

consequentemente, como p2 +4q > 0, obtemos

p  Vp?+4q p++p? +4q
2

- = =+——— ¢, portanto, x=
2 2 P

cuja raiz positiva é o niimero metalicos o7 .

e Graficos de fungoes
Outro conteuido que pode ser relacionado ao estudo dos nimeros metdlicos é o de grafico das
funcoes quadraticas e afins.

-5 -4

Figura 3: Numeros metalicos como abscissas do ponto de intersecao de graficos de fungoes.

N
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Na verdade, pode-se observar que determinar os nimeros metalicos, ou melhor, resolver a equagao
x? -~ px — q = 0 é equivalente a determinar as abscissas dos pontos de intersecio dos graficos da
funcao quadrética v = x? e das funcdes afins y = px + q com p,q € N. Na Figura 3, a titulo de
exemplo e com auxilio do GeoGebra, foram feitos os graficos das funcdes y = x2 em azul, y = x+1
em vermelho e y = 2x + 1 em verde, na qual as abscissas positivas do ponto de intersecao do
grafico em azul com o vermelho e do azul com o verde sao os nimeros de ouro o ; e de prata
09,1 respectivamente.

e Geometria Plana e Espacial

Com relagao as Geometrias Plana e Espacial existem uma diversidade de conteidos que podem ser
explorados, por exemplo: divisdo de segmentos em razao metdlica (média e extrema razdo, razio
de prata, ...), retangulos metdlicos, relagao entre os lados e diagonais de poligonos, diagonal de
poliedros de Platdo, elementos de piramide, entre outros, ver [1], [5], [7], [9], [11]. Para ilustrar,
apresentamos na figura a seguir a relagdo do nimero de ouro com o tridngulo isésceles (com
angulos da base iguais a 72° e com angulo oposto & base igual a 36°), com o pentdgono regular
e com o decagono regular.

Figura 4: Razao de ouro em poligonos.

Onde pode-se verificar que as razoes entre o lado a e a base €1 do triangulo isosceles, entre a
diagonal d e o lado ¢ do pentigono regular e entre o raio r da circunferéncia circunscrita ao

decdgono regular e o lado do decdgono regular ¢35 da Figura 4 sao iguais ao ntimero de ouro, ou

g o2 —d_ x _ 1
seja, & = & = £ = 52,

5. Conclusao

Nesse trabalho, com motivacao no nimero de ouro e sua relagao com a sequéncia de Fibonacci,
definimos a familia dos nimeros metélicos como as solucdes positivas da equacao quadrética x2 —

p+Vp3+4q

px—q = 0 em que, para cada par (p,q) € Z, teremos um ntmero metdlico op, 4 = —5——, e
vimos que o seu primeiro membro (p = q = 1) é o célebre nimero de ouro. Além disso, definimos
as sequéncias de Fibonacci generalizadas e apresentamos algumas de suas propriedades, que, por
sua vez, generalizam as propriedades da sequéncia de Fibonacci, conforme pode ser visto nas
Observagoes 1 e 2.
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Além disso, atingimos o principal objetivo desse trabalho, provando na Secdo 3 que a sequéncia
formada pela razao entre termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci generalizada converge
para algum nimero metéalico. Para isso, mostramos que as subsequéncias de ordem par e de ordem
fmpar, sdo mondtonas e limitadas (portanto convergentes) e convergem para o mesmo limite que
¢ o ntimero metdlico oy, 4.

Por fim, apresentamos na Secao 4 alguns conteiidos matematicos do Ensino Bésico que podem ser
relacionados com os ntimeros metélicos. Entendemos que evidenciar tal relacao pode motivar o
estudo dos conteidos citados.
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