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Resumo

A teoria matricial dos grafos é uma &area da matemética que estuda a relacdo entre matrizes e
grafos. Essa teoria é importante para entender as propriedades dos grafos, como conectividade e
ciclos, por meio de operacoes em matrizes. A abordagem dessa teoria no ensino médio pode ser 1util
para a compreensao de diversos problemas praticos, como a organizagao de redes de comunicagao,
planejamento de rotas de transporte, anélise de redes sociais e muito mais.
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Abstract

The matrix theory of graphs is a mathematical area that studies the relationship between matrices
and graphs. This theory is important for understanding the properties of graphs, such as connec-
tivity and cycles, through operations on matrices. The approach of this theory in high school can
be useful for understanding various practical problems, such as the organization of communication
networks, planning of transportation routes, analysis of social networks and much more.
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1. Introdugao

O pano de fundo histérico que se conhece sobre a teoria dos grafos remonta ao século 18, quando o
primeiro artigo cientifico sobre grafos apareceu, escrito pelo matematico suigo Leonhard Euler, em
1736. Euler baseou-se no problema das pontes de Konigsberg (atual Kaliningrado) para escrever
seu artigo. O problema trata das sete pontes que conectam as duas margens do rio Pregel com
duas de suas ilhas. Duas das pontes ligam a ilha principal & margem oriental, e outras duas a
margem ocidental. A ilha menor é conectada a cada margem por uma ponte, e a sétima ponte
une as duas ilhas. O problema colocado é se seria possivel que, ao partir de um local arbitrario,
voceé retorne ao ponto de partida se cruzar cada ponte apenas uma vez. Euler provou que o grafo
associado ao esquema da ponte de Konigsberg nao tem solugao; ou seja, nao é possivel retornar ao
no inicial sem passar por alguma aresta duas vezes.

2. Matriz
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Grafos e matrizes estao intimamente relacionados entre si. Uma matriz é um conjunto de niimeros
dispostos em linhas e colunas, de modo a formar uma matriz retangular. Algumas matrizes po-
dem fornecer informagdes valiosas sobre grafos, como quantos vértices estao conectados, quantos
caminhos podem existir entre 2 vértices e muito mais. Abordaremos como encontrar o nimero de
vértices conectados entre si, bem como quantos caminhos podem existir entre 2 vértices mais a
frente.

2.1. Motivagao para o estudo de matrizes

O desenvolvimento da teoria e aplicagoes da matematica é baseado na descrigao, através de mode-
los matemaéticos, dos fenéomenos que ocorrem ao nosso redor. Ao estudar um fenémeno de qualquer
tipo, uma das primeiras preocupagoes que devemos abordar é decidir quantas caracteristicas preci-
sam ser analisadas para obter o conhecimento desejado do fenémeno. Por exemplo, em um processo
de produgao com m itens diferentes, onde cada um também pode ser produzido por n linhas de
produgao diferentes, pode ser interessante estabelecer, de forma ordenada. As tabelas aparecem em
diversas situagoes porque sao objetos eficientes para processar informagoes de maneira ordenada.
O exemplo a seguir é um exemplo disso.

Exemplo 1. Uma empresa fabrica baterias elétricas em trés tamanhos: A, B e C, e duas tensoes:
Vi e V,. O ntmero de pegas fabricadas por dia (em milhares de unidades) é dado pela tabela 1,
e o prego (em centavos por unidade) é dado pela tabela 2:

Tabela 1: N de pecas fabricadas por dia Tabela 2: Preco
Al B|C Vi | V»
Vi | 20|19 | 18 A | 70 | 120
Vo | 22]19 ] 21 B | 45 | 65
C | 50 | 50

Como pode ser observado, as tabelas anteriores contém as informacgoes sobre a produgao didria de
cada tamanho de bateria e seus precos. Dessas tabelas podemos extrair informagoes implicitamente
contidas nelas. Por exemplo, a soma de todos os elementos da tabela 1 dad-nos o ntimero total de
baterias de todos os tamanhos fabricadas pela empresa em um determinado dia. Se somarmos
os elementos de cada coluna obteremos o nimero de baterias fabricadas nos tamanhos A, B e C,
nas duas tensoes Vi e V,. Se, pelo contrario, somarmos os elementos de cada linha, obteremos o
namero de baterias fabricadas por tensao, de todos os tamanhos.

A representagdo dos fendmenos de estudo por meio de tabelas pode ter objetivos muito mais
gerais do que a simples representagao apresentada no exemplo 1. Do ponto de vista matematico,
representar um fendmeno nao tem como objetivo principal sua representacao, mas determinar a
algebra de operacoes que podem ser feitas com ele, além de estudar as ligacoes entre diferentes
fendmenos que relacionam suas caracteristicas de estudo.

Desta forma, o objetivo é determinar uma estrutura algébrica para os conjuntos cujos elementos
sao do tipo mostrado no exemplo 1. Para isso, partimos da construgao de um conjunto, onde
seus elementos sao definidos de forma que possam representar e responder, por meio de operagoes
algébricas simples, ao problema levantado em 1.
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Definicao 1 (Matriz). Um arranjo retangular A com m linhas e n colunas, onde seus mn compo-
nentes sao nimeros reais, é chamada de matriz de ordem ou tamanho m X n.

Em geral, na matriz A, a componente da linha i e coluna j é representada por a;j; entao, se a matriz
for de ordem m X n temos:

arl a2 Aln

an| ano azn
A= .

aml am?2 to Amn

Denotamos o conjunto que representa tudo isso por:

Musxn(R) = {A | A é uma matriz de ordem m X n}.

Existem algumas matrizes que, devido a sua importancia, recebem nomes particulares.

Defini¢ao 2 (Matriz Quadrada). Uma matriz é dita quadrada, quando o ndmero de linhas (m) é
igual ao nimero de colunas (n), ou seja, m = n.

Defini¢ao 3 (Matriz Transposta). Dada uma matriz A € Myxn(R), denominamos a transposta de
A, e indicaremos por AT € M, xm(R), a matriz obtida trocando-se ordenadamente as linhas pelas
colunas de A.

Definicao 4 (Matriz Simétrica). Uma matriz quadrada A € My x,(R) denomina-se simétrica quando
A=AT.

Definicao 5 (Matriz Antissimétrica). Uma matriz quadrada A € M,x,(R) denomina-se antis-
simétrica quando
AT = —A.

2.2. Propriedades algébricas

Agora que definimos uma matriz, apresentaremos as operacoes bésicas. Existem trés tipos de
operagoes com matrizes que abordaremos em nosso artigo. Uma das operagoes que sera abordada
é a Adicdo. Embora a ordem das matrizes possa nao importar ao adicionar matrizes, ambas as
matrizes precisam ter o mesmo numero de linhas e colunas. Uma vez confirmado que ambas
as matrizes tém o mesmo numero de linhas e colunas, as entradas correspondentes podem ser
adicionadas.

Definicao 6. A soma de duas matrizes A,B € My, xn(R) define-se como sendo a matriz C € My xn(R)
de modo que
Cij =aij+bij, Y I,J

Propriedade 1 (Adigao de Matrizes). Sejam A,B e C matrizes arbitrdrias em Mmxn(R). Entdo:

1. A+B)+C=A+B+0). (Associativa)
2. A+B=B+A. (Comutativa)
3. A+0,5, =A. (Elemento neutro)
4. Para toda matriz de ordem m X n, existe uma matriz de mesma ordem, denotada por —A, tal

que A+(-A)=(-A)+A =0. (Simétrico)
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Outro tipo de operagdo com matrizes é a multiplicacdo de matrizes por uma constante. Essa
operacao é analoga a multiplicacdo de um numero na frente de uma expressao entre parénteses,
usando a propriedade distributiva.

Definigao 7. A multiplicacao de uma matriz, A € Myxn(R), por um escalar, @ € R, define-se como
sendo a matriz B € Myxn(R)
B=caA

resultante da multiplicacdo por @ de cada um dos elementos da matriz A, ou seja,
bij = @aajj, VI,J

Propriedade 2 (Propriedades da Multiplicacao de Matriz por Escalar). Sejam A e B matrizes de
mesma ordem e k,ki,ky € R:

(k1 + kg)A = k]A + sz

(kik2)A = ki(koA)

k(A +B) = kA + kB

A multiplicagdo do escalar 0 por qualquer matriz A € Muxn(R), gera a matriz nula, isto €
0.A = 0pyxn,-

Para toda matriz A € Mpxn(R), 1A =A
6. (-k)A = —(kA)

e v o~

N

Finalmente, a operacao de matriz restante é a multiplicacdo de duas (ou mais) matrizes entre si. Ao
multiplicar uma matriz por outra matriz, o nimero de colunas da primeira matriz deve ser igual ao
namero de linhas da segunda matriz, caso contrario as duas matrizes nao podem ser multiplicadas.
Uma vez que esteja claro que este requisito foi atendido, a entrada correspondente para a primeira
linha da primeira matriz deve ser multiplicada pela entrada correspondente da primeira coluna da
segunda matriz. Em seguida, os produtos da multiplicacao de todas as entradas da primeira linha
da primeira matriz e da primeira coluna da segunda matriz seriam adicionados para encontrar a
entrada correspondente para o produto. Tal processo teria que continuar até que cada linha da
primeira matriz fosse multiplicada por cada coluna da segunda matriz.

Definicao 8. Sejam as matrizes A € Mpuxp(R) e B € Myxn(R). O produto de duas matrizes, tais
que o numero de colunas da primeira é igual ao nimero de linhas da segunda, define-se como sendo
a matriz C € Muxn(R) cujos elementos, cjj, resultam da soma dos produtos dos elementos da linha
i da matriz A pelos elementos correspondentes da coluna j da matriz B. Ou seja:

C = AB

Cij aﬂblj + aizsz +---+ aipbpj

p
= D>aiby, Vij.
k=1

N
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Figura 1: Representacao do produto de duas matrizes.

’B : p linhas n colunas

bln

C12 . Cln

B azp ! - o

am1 am?2 e amp Cml1 Cm?2 e Cmn
A : m linhas p colunas C=AXxB : m linhas n colunas

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por que a multiplicacao de matrizes é definida dessa forma? Existem muitas respostas possiveis
para esta questao, mas a mais simples tem a ver com a necessidade de obter uma representagao
matricial simples para sistemas de equagoes lineares. Considere o seguinte sistema de duas equagoes
em duas incégnitas:

2x + 3y
x + y = 0

Isso pode ser representado em forma de matriz como:

Y

2 3|lx] |
1 1fly] o
AX = B

N
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Onde:
A = ¢ chamada matriz dos coeficientes
X = ¢ chamada matriz das variaveis
B = ¢ chamada matriz dos termos independentes

Outra razao pela qual a multiplicagdo de matrizes é definida da maneira mostrada acima é que
ela permite-nos lidar facilmente com sistemas de insumo-produto nos quais determinados produtos
podem ser obtidos a partir de combinagoes fixas de insumos.

Exemplo 2. Uma fabrica pode produzir dois bens, denotados por B; e B;, usando diferentes
combinagoes de dois insumos, I} e I. Em particular, 2 unidades de I; e 1 unidade de I sao
necessarias para produzir uma unidade de By, e 1 unidade de I; e; 3 unidades de I, sao necessarias
para produzir uma unidade de B;. Essa informacao pode ser resumida pela matriz de entrada-

saida:
2 1
1 3

onde as duas linhas correspondem as duas saidas e as duas colunas correspondem as duas entradas.
Cada unidade de I; custa 2 reais, e cada unidade de I, custa 1 real. Essas informacoes podem ser
resumidas pela matriz de precos:

2

1

Para encontrar os custos de producao dos dois produtos, basta realizar a seguinte multiplicagao

de matrizes:
2 1]]2
AX
1 3|1

A=

X =

Multiplica as
matrizes

Resolvendo

Portanto, ambas as saidas tém um custo de producao de 5 reais.

Propriedade 3 (Propriedades da Multiplicacao de Matrizes). Suponha que A, B e C sejam matrizes
para as quais as sequintes somas e produtos estdo definidos. Seja a@ um escalar. Entao:

1. (AB)C = A(BO); (Associatividade da multiplicag¢ao)
2. B+CA=BA+CA; (Distributiva em relagdo a soma pela esquerda)
3. AB+C)=AB+AC; (Distributiva em relagdo & soma pela direita)
4. (@A)B = A(aB) = a(AB); (Distributiva em relagio ao produto escalar)
5 ITnA=A eAl, =A. (Elemento Neutro)
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3. Grafos

Em geral, um grafo é uma colecao de objetos, chamados vértices, que geralmente sao representados
geometricamente como pontos, juntamente com um conjunto de conexoes entre esses vértices,
chamados de arestas, que geralmente sao representados como segmentos de reta. Para seu estudo
é interessante entao, conhecer conceitos basicos como os apresentados a seguir.

Definicao 9 (Grafo). Seja V(G) um conjunto de vértices e A(G) um conjunto de arestas ou arcos.
Dé-se o nome de grafo ao par ordenado G = (V, A), onde todo elemento A(G) esta relacionado a
elementos de V(G).

Exemplo 3. A figura abaixo fornece a representacao grafica de um grafo onde V = {Vl, V2, V3, V4, Vs}
e A= {al, an, a3, a4, a5, a6}, sendo:

a] = (v1,v2), a2 =(v2,v3), a3 =(v1,Vv3), a4 =(v2,v4), a5 =(v3,Vv4) € ag = (V4,Vs).

Figura 2: Grafo com 5 vértices e 6 arestas.

NN
YAy

Fonte: Elaborado pelo autor.

Virias situagOes praticas requerem que associemos sentido as arestas do grafo. Por exemplo,
considere um grafo representando as ruas de um bairro. Nem todas as ruas sdo de mao dupla. Ao
se estudar rotas é necessario considerar se as ruas sao de mao unica, isto é, permitem fluxo apenas
no sentido (vj, vj) ou se sao de mao dupla. Quando associamos sentido as arestas do grafo temos
um grafo direcionado.

Definigao 10 (Grafo direcionado). Um grafo direcionado G é um par (V, A), formado por um con-
junto de vértices V(G) = {V] SV ey vn} e um conjunto de arestas dirigidas A(G) = {a1 L A2, ..., an},
onde cada aresta ¢ um par ordenado de vértices (vi, vj).

Observagao 1. Se as relagoes nao tiverem um sentido definido, podendo a aresta ser seguida em
qualquer direcao, o grafo é chamado de nao direcionado.

Em um grafo direcionado, quando dizemos que uma aresta é incidente a um vértice, queremos
saber em que sentido.

Definicao 11. Seja uma aresta associada ao par (vi, vj). Se o sentido da aresta “sai” de vj e “chega”
a vj, dizemos que a aresta ¢ divergente em relacao a vj e convergente em relacao a vj.

Figura 3: A aresta a; é divergente em relacao a v; e convergente em relagdo a vy

(vi) aj »>(v2)

Fonte: Elaborado pelo autor.

N
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Exemplo 4. A figura 4a abaixo fornece a representacao grafica de um grafo direcionado onde
V(G) = {v1,v2,v3,v4,vs} e A(G) = {a1, a2, a3, a4, as, a6 }, sendo:

a] = (v1,v2), ap =(v1,v3), a3z =(v2,v3), as =(v2,v4), as=(v3,v4) € ag = (V5,V4).

Figura 4: Exemplo de grafos Direcionado e Nao Direcionado.

IV
¥ &

(a) Direcionado. (b) N&o Direcionado.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Definicao 12 (Lago). E uma aresta que liga um vértice a ele mesmo.

Definicao 13 (Arestas multiplas). Também chamada de arestas paralela, sdo arestas diferentes que
possuem os mesmos vértices como extremidades.

Definigao 14. Um grafo é dito:

a) Simples: quando ele ndo possui lagos nem arestas multiplas.

b) Multigrafo: quando o grafo possui lagos e arestas miltiplas

Figura 5: Exemplo de grafos simples e multigrafo.

AN A\

) Grafo Simples. b) Multigrafo.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Defini¢ao 15 (Subgrafo). Um grafo G’ é dito um subgrafo de um grafo G se o conjunto de vértices
V(G’") € V(G) e o conjunto de arestas A(G”) C A(G).

A figura 6 ilustra um grafo G’ 6b que é subgrafo de G 6a.

N
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Figura 6: Exemplo de grafo e subgrafo.

(a) Grafo G. (b) Subgrafo G’.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Definicao 16 (Ordem). A ordem de um grafo G é dada pela cardinalidade do seu conjunto de
vértices, ou seja, pelo numero de vértices que G possui.

Figura 7: Grafo de ordem 5.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Definicao 17 (Passeio). Um passeio em um grafo G é uma sequéncia alternada de vértices e arestas,
onde cada aresta ¢é incidente ao vértice que a precede e ao que a sucede. Podendo ser distinguido
por:

a) Trajeto: um passeio onde todas as arestas sdo distintas.

b) Caminho: um passeio onde todos os vértices sao distintos.

Observagao 2. Quando o vértice inicial é também o vértice final, formando assim um caminho
fechado, ele é chamado de Ciclo (ou Circuito).

Defini¢ao 18 (Comprimento). O comprimento de um passeio, trajeto ou caminho é o niimero de
arestas que o constitui.

No grafo a seguir um passeio, por exemplo, a sequéncia vs, vy, Vs, Vg, V], V4, V3 que tem comprimento
6. E também um trajeto, pois nao temos repeticao de arestas. Um exemplo de caminho seria a
sequéncia vs3, Vi, Vg, V5, V4 de comprimento 4.

N
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Figura 8: Passeio.

Ejo,
an
@
ag
ag4
ag
as a7
as
Q "

Fonte: Elaborado pelo autor.

Defini¢gao 19 (Conexidade). Um grafo G é conexo se existir pelo menos um caminho entre cada
par de vértices pertencente a ele. Caso contrério, o grafo é dito desconexo.

Definicao 20 (Incidéncia). Dados dois vértices vi e vj, eles sao ditos incidentes de uma aresta a,
se eles forem os extremos de ay.

Definicao 21 (Vértices adjacentes). Dados dois vértices v; e vj, eles sdo ditos adjacentes ou vizinhos
se existir uma aresta ai em comum entre eles, ou seja, quando estes forem os extremos de uma
mesma aresta.

Definigao 22 (Arestas adjacentes). Dados duas arestas a; e a;, elas sdo ditas adjacentes se tiverem
ao mesmo tempo um vértice vy em comum.

Definigio 23 (Grau de um vértice). E o ntimero de arestas que incidem em um vértice.
Definicao 24. A soma dos graus dos vértices de um grafo recebe o nome de grau do grafo.

Exemplo 5. No grafo temos que v| e v4 sao vértices adjacentes, pois a aresta ag é comum a eles,
o que faz deles também vértices incidentes na aresta as. Temos também, as e ag como exemplo de
arestas adjacentes, pois, vs € um vértice em comum entre as duas arestas. E um grafo de grau 12,
resultado obtido ao somar os graus de seus vértices.

Figura 9: Grafo (Vértice e Aresta Adjacente).

_—
-

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Teorema 1. O grau de um grafo é sempre um nimero par.

Demonstracdo. Ao somarmos em um grafo os graus dos vértices cada aresta pertencente a ele é
contada duas vezes. Portanto a soma serd um nimero par. Assim, tomando m como o nimero de
arestas do grafo:

> g(v) =2m.

vev
O

Defini¢ao 25 (Grafo Completo). Dd-se o nome de grafo completo ao grafo simples em que cada
um dos seus n vértices é adjacente a qualquer outro vértice. Um grafo completo com n vértices é
denotado por K.

Definicao 26 (Grafo Regular). Um grafo G é regular quando todos os seus vértices tém o mesmo
grau.

Figura 10: grafo completo que é também um grafo regular, pois todos os seus vértices tem grau 3.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Defini¢ao 27 (Grafo Nulo). Um grafo simples G é nulo ou vazio quando o conjunto de arestas é
vazio.

Definicao 28 (Grafo Trivial). Quando o grafo simples possui um tnico vértice, ele é dito trivial.
Observagao 3. Perceba que todo grafo trivial é também um grafo nulo, mas nem todo grafo nulo

é um grafo trivial.

Figura 11: Exemplo de grafos nulo e trivial.

@)
O Q@

®© ©

(a) Grafo nulo. (b) Grafo trivial.

O

Fonte: Elaborado pelo autor.

Definicao 29 (Arvore). Um grafo G é denominado arvore se ele for conexo e nio possuir ciclos.

N
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Figura 12: Arvore.

Fonte: Elaborado pelo autor.

4. Representagao de um Grafo

Ao se trabalhar com grafos é importante saber representd-los de maneiras diferentes, nao apenas
na forma de desenho. Além da representacao geométrica, podemos colocar todas as informagoes
relevantes para um grafo em forma de tabela usando matriz. E uma forma til onde se estabelece
uma relagao entre grafos e dlgebra, e facilita a resolucao de problemas onde se tem um nimero
elevado de ligagoes. Duas matrizes possiveis de serem geradas por um grafo sao: matrizes de
adjacéncia e de incidéncia. A construcao dessas matrizes difere para grafos direcionados e nao
direcionados.

4.1. Para grafos nao direcionados

Definicao 30 (Matriz de adjacéncia). Seja G um grafo simples com n vértices. A matriz de ad-
jacéncia X é uma matriz n X n, cujas entradas sao:

1, se existe uma aresta entre os vértices vj e v;
Xij = Y .
Yoo, caso contrario

Figura 13: Grafo G e sua matriz de adjacéncia.

Vi V2 V3 V4 Vj5

Vi 0O 1 0 0 1

\p) 1 0 1 0 1

X= v3 0O 1 0 1 1
V4 0O 0o 1 0 1

Vs 1 1 1 1 0

V3 V4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Cada grafo pode ser expresso matematicamente na forma de uma matriz de adjacéncia. Assim,
dada apenas a matriz de adjacéncia, é possivel reconstruir o grafo. Nessas matrizes as linhas e
colunas sao atribuidas aos vértices do grafo, e a presenga de uma aresta é simbolizada por um

N
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valor numérico. Usando a representacdo matricial do grafo podemos calcular propriedades desse
grafo como grau e outras centralidades aplicando conceitos basicos de matrizes.

Observagao 4.

(i) Em grafos nao direcionados a relacdo de adjacéncia é simétrica, isto é, os elementos x;; sdo
iguais aos elementos xj;, pois ambos os elementos sao 1 quando v; e vj sao adjacentes, e ambos
os elementos sao 0 caso contrario. Logo, a matriz de adjacéncia serd uma matriz simétrica,
ou seja X = XT.

(i) O grau de um vértice em um grafo ndo direcionado, representado por sua matriz de ad-
jacéncia, pode ser obtido pela soma de sua linha (ou coluna) correspondente.

Teorema 2. Seja G um grafo simples e X a sua matriz de adjacéncia. O nimero de passeios de
comprimento K entre os vértices vi e vj de G, que denotaremos por p;;(K), € igual a entrada inJ?

da matriz XX

Demonstragdo. Vamos provar fazendo inducao em K. Tomando K = 1, o resultado é véalido, uma
vez que s6 existe um tnico passeio de comprimento 1 entre os vértices v; e vj se existir uma aresta
que os ligue, e, nesse caso, por definicao de matriz de adjacéncia

=1= pij(1)~

Suponha, por inducao, que para k > 2 o ntimero de passeios de comprimento k— 1 entre os vértices
vi e vj em G é igual & entrada inJ.{‘l da matriz X¥~!. Vejamos para os passeios de comprimento

K. Como X¥ = XX=1X_ Dessa forma, para quaisquer i,j € {1, 2,00, n}, temos que
Xy _ K-Dy
X = Z X,

= Zl Pip(K = Dpy; (1)
-

=  Djj (K.

Uma vez que cada passeio de comprimento K — 1 entre os vértices i e j acrescentamos uma aresta,
obtemos passeios de comprimento K. Portanto, X(K) = p;;(K), para todo K > 1. O

Exemplo 6. Seja um terreno com quatro reservatorios de agua, alguns deles interligados por canos.
Na matriz X abaixo, a posi¢do x;j; = 1 significa que o reservatorio i pode despejar agua diretamente
no reservatério j. Jd a posicao x;j; = 0 significa que o reservatérios i nao despeja dgua no reservatério
j- O fato de a diagonal principal ser nula significa que um reservatorio nao despeja dgua em si
mesmo de forma direta.

A B CD
A0 1 1 1
Bl{t 0 1 1
X=¢cl1 1 0 o
D|1T 1 0 0

N
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. T . . . . . vatorios.
A matriz de adjacéncia X contém o nimero de passeios de comprimento 1 entre dois reservatérios
Ou seja, x12 = 1 significa que o reservatério A despeja dgua diretamente para o reservatério B, sem
precisar passar por um terceiro. Para calcular a matriz X2, vamos multiplicar a matriz X por ela
mesma.

X? = XX
A B CD A B C D
Af0 1 1 1] AJ0O 1 1 1
Bl1 o 1 1| Bl1t 0 1 1
T Clt 1 0o o] ¢clt 1 0 o0
D[t 1 0 0] D[t 1 0 0
A B CD
Al3 2 1 1]
Bl2 3 1 1

T Cclr 1 o2 2
D1 1 2 2

Por exemplo, olhando para a posicao X(zzz) = 3, significa que existem 3 caminhos que ligam B consigo

mesmo:

B-A-B, B-C-B e B-D-B.

Definigao 31 (Matriz de incidéncia). Seja G um grafo com n vértices e m arestas. Sua matriz de
incidéncia é uma matriz de ordem n X m, denotada por Y = [y;;], definida como:

1, se a aresta a; € incidente no v;
Yii= o caso contrario
b

Figura 14: Grafo G e sua matriz de incidéncia.

ap a2 a3 a4 as ae a7
o o vi [1 0 0 0 1 0 0
va 1 1. 0 0 0 1 0
Y= v3 0o 1 1 0 0 0 1
an a7 ay V4 0 0 1 1 0 0 0
Vs 0o 0 0 1 1 1 1

V3 a; V4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na matriz acima é possivel observar que as linhas estao associadas aos vértices e as colunas as
arestas. O elemento da linha i e coluna j é 1 quando a aresta j incide sobre o vértice i, caso
contrario o elemento é 0.

N
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4.2. Para grafos direcionados
Em um grafo orientado suas arestas indicam um sentido, ou seja, suas arestas sao pares ordenados,
representados por setas, de maneira que (vi, vj) # (vj, vi).

Definicao 32 (Matriz de adjacéncia). Seja G um grafo direcionado com n vértices e sem arestas
paralelas. A matriz de adjacéncia X é uma matriz n X n, cujas entradas sao:

1, se existe uma aresta direcionada do vértice v; para o vértice v;
Xijj = ..
v 0, caso contrario

Figura 15: Grafo G e sua matriz de adjacéncia.

Vi V2 V3 V4 V5

Vi o 1 1 0 O

\p) 0 o0 1 0 1

X= v3 0O 0 0 1 O
V4 0O 0 0 0 1

Vs 0O 0 0 0 O

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observagao 5.

(i) Em grafos direcionados, sua matriz de adjacéncia nao necessariamente tem que ser simétrica,
pois pode ndo haver uma aresta de v; para vj.

(ii) Para um grafo direcionado, a soma dos elementos na linha i representa o grau de saida do
vértice v, enquanto a soma dos elementos na coluna j representam o grau de entrada de v;.

Defini¢ao 33 (Matriz de incidéncia). Seja G um grafo direcionado com n vértices e sem arestas
paralelas. A matriz de incidéncia Y é uma matriz n X n, cujas entradas sio:

1, se a aresta a; diverge do vértice v;
vii =1L se a aresta a; converge do vértice v;
0, caso contrario

Figura 16: Grafo G e sua matriz de incidéncia.

ag ap aq an a3 a4
Vi -1 1 1 0
a3 _ 2 1 0 0 0
Y= V3 0 -1 0
a4 V4 0 -1 -

Fonte: Elaborado pelo autor.

N
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5. Proposta didatica

Os grafos sao uma importante ferramenta matemética que permite modelar e resolver problemas
em diversas areas do conhecimento, como a informatica, a engenharia, a biologia, entre outras.
Mas que, apesar das suas diversas aplicagoes, € algo que ainda nao faz parte do Curriculo Escolar.
Sendo assim, refletir sobre propostas de se trabalhar grafos na educagao bésica, em especial no
Ensino Médio, é algo necessario, uma vez que esse conteudo proporciona um desenvolvimento
pratico da matematica de maneira significativa.

Quando se trata do processo de ensino-aprendizagem na educagao basica, ha uma preocupagao com
o desenvolvimento de competéncias especificas da matematica como a utilizagao de estratégias,
conceitos e procedimentos matematicos que possibilitem ao estudante interpretar situagoes em
diversos contextos do seu cotidiano.

Desse modo, propor uma aplicagdo envolvendo grafos mostra-se bastante pertinente, uma vez
que auxilia no aperfeicoamento dessas competéncias. Dessa forma, apresentamos aqui a proposta
didéatica de uma sequéncia de atividades para o ensino dos grafos no ensino médio, que busca
despertar o interesse dos alunos e tornar o aprendizado mais significativo e divertido.

e Objetivos:

— Objetivo Geral: Conhecer a utilidade da Teoria Matricial dos Grafos para solucionar problemas.

— Objetivos Especificos:

i. Trabalhar as definicoes e operacoes com matrizes;
ii. Conhecer as definigoes bésicas de grafos;
iii. Utilizar a Teoria Matricial dos Grafos para modelar e resolver problemas;

iv. Desenvolver habilidades de analise e interpretagao de dados.

e Recomendagao: E recomendado aplicar esta atividade em turmas que ji conhecam o conteido
de Matrizes, para dar celeridade ao desenvolvimento do processo de ensino-aprendizagem.

e Sequéncia de atividades:

1. Introducao ao conceito de grafo:

Para introduzir o conceito de grafo, é possivel comecar com uma atividade prética e visual,
que pode ser a construgao de um grafo simples com objetos do cotidiano, como tampas de
garrafa (para serem os vértices) e lapis colorido ou palitos (representando as arestas). Os
alunos devem ser desafiados a conectar um determinado niimero de objetos de forma a criar
um desenho, seguindo as seguintes regras bésicas: nao pode haver conexdes cruzadas e todos
os vértices devem estar conectados.

2. Identificacao de elementos do grafo:

Ap6s a introdugao, é importante apresentar aos alunos os principais elementos que compoem
um grafo, como vértices, arestas, grau de um vértice e caminhos. Para isso, além dos elementos
utilizados pelos alunos anteriormente para a construcao do grafo, pode-se utilizar exemplos
do cotidiano, como as possiveis rotas de metré em uma cidade ou as relagoes em redes sociais.

3. Classificagao dos grafos:

N
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Apo6s a compreensao dos elementos que compoem um grafo é interessante que os alunos saibam
os diferentes tipos de grafo, conhecam as matrizes de adjacéncia, incidéncia e a representacao
matricial e grafica dos grafos, para isso sugere-se a apresentagao de maneira expositiva dialo-
gada que permita nao sé ao professor apresentar os conceitos, mas discutir com seus alunos
caracteristicas e propriedades essenciais.

. Modelagem para solucionar problemas com grafos:

Os grafos sao uma ferramenta poderosa para a resolugao de problemas. Nesta etapa, os
alunos devem ser desafiados a modelar pequenos problemas do cotidiano como as possiveis
rotas de onibus entre bairros, a melhor rota a ser seguida por ele tendo que passar por pontos
especificos ou a organizacao de um torneio esportivo da escola. Para isso, o educador pode
utilizar a aplicagao de um exercicio pratico envolvendo uma situacao do cotidiano onde ele
pode usar apenas materiais simples como caderno, lapis e borracha, ou trazer como diferencial
o uso do software Geogebra para construcao do Grafo.

. Sugestao de exercicio:

Joao, ao sair do trabalho, precisa passar no banco, na oficina, no supermercado, na farmécia
e s6 entao retornar para casa. Para nao perder tempo, ele precisa entao, planejar as melhores
rotas. Para o problema, suponha seis pontos, por onde Joao deve passar e a seguinte matriz
de adjacéncia, com as ligagoes diretas entre esses pontos:

ny np n3 N4 N5 DNg n; = Trabalho de Jodo
m [0 1 1 0 0 0 m = Banco
m |0 0 0 1 1 0 :
.« ns 0 0 0 1 0 0 n3 = Oficina
Ty O 0 0 0 0 1 ns = Farmicia
ns o 0 1 0 0 O ns = Supermercado
6 10 0 0 1 0 ng = CasadeJodo

Devemos entao:

a) Por meio de produto entre matrizes, determinar a primeira ligacdo que leva Jodo do
trabalho para o supermercado.

b) Por meio de produto entre matrizes, determinar a primeira ligagdo que leva Joao do
trabalho para casa.

¢) Representar graficamente o grafo da matriz X.

Ao final da aplicacao do exercicio, tendo os alunos a solugao para o problema apresentado, é
interessante discutir com a turma as estratégias utilizadas para se chegar as respostas. Além
disso, baseando-se nos resultados obtidos e analisando o grafo construido, qual seria entao, na
opiniao deles, a melhor rota a ser seguida por Joao para ir do trabalho a sua casa, passando
antes em todos os pontos desejados por ele.

N
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Figura 17: Grafo do exercicio proposto.

Trabalho

Oficina @ @ Banco

Supermercado @ @ Farmaécia

Casa

Fonte: Elaborado pelo autor.

O ensino dos grafos pode ser uma atividade divertida e desafiadora para os alunos do ensino médio.
Ao utilizar exemplos do cotidiano e problemas reais, é possivel despertar o interesse dos alunos e
tornar o aprendizado mais significativo. Além disso, as habilidades desenvolvidas no estudo dos
grafos sao uteis em diversas areas do conhecimento, tornando essa proposta didatica ainda mais
relevante.

6. Conclusao

A teoria matricial dos grafos é um campo da matemédtica que estuda a relagdo entre matrizes e
grafos. Essa teoria é uma extensao natural da teoria de grafos, que é uma ferramenta amplamente
utilizada em diversas dreas, como ciéncia da computacao, engenharia, fisica, biologia, entre outras.
No ensino médio, a teoria de grafos é frequentemente apresentada como uma maneira de representar
relacOes entre objetos, como vértices e arestas, e estudar propriedades dessas relagoes, como a
conectividade e a planaridade. A teoria matricial dos grafos acrescenta uma nova dimensao a
essa abordagem, mostrando como as propriedades de um grafo podem ser descritas por meio de
matrizes. A teoria matricial dos grafos é fundamental em diversas aplicacbes praticas, como no
projeto de redes de computadores, na modelagem de sistemas elétricos e mecanicos, na anélise
de redes sociais, na criptografia, na teoria de jogos, entre outras. O estudo das matrizes que
representam grafos permite entender e otimizar esses sistemas de maneira eficiente e precisa. Por
fim, é importante ressaltar que a teoria matricial dos grafos é um campo em constante evolugao e
que suas aplicacoes estao se expandindo continuamente. E uma drea emocionante e relevante, que
oferece oportunidades para descobertas significativas e inovagbes em muitas areas do conhecimento.
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Ensino e aprendizagem de métodos numéricos para
resolucao de sistemas lineares utilizando a ferramenta
Google Colaboratory
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Lucas R. de Souza Meira® Victor Bastos G. Moura®
Resumo

Este artigo trata do ensino de métodos numéricos para resolugao de sistemas lineares com o uso da
ferramenta Google Colaboratory. A grande vantagem de utilizar tal ferramenta é a possibilidade
de incorporar e executar cédigos, assim como gerar graficos em um ambiente de texto, inclusive
utilizando linguagem Latex. Neste sentido, foi possivel abordar os métodos numéricos e, a0 mesmo
tempo, implementar tais métodos para resolver sistemas lineares, executando-os e gerando gréficos
interpretativos das solugoes obtidas. Sao apresentados exemplos de como o Colaboratory pode ser
utilizado para ensinar métodos numéricos para resolugao de sistemas lineares, tais como: Método
de Gauss, Gauss-Jordan, decomposi¢do LU e métodos iterativos. Os resultados mostram que
o uso do Colaboratory pode auxiliar a identificar erros e a entender melhor o comportamento
dos algoritmos, possibilitando uma anélise mais detalhada das solucoes obtidas. Neste sentido, o
Colaboratory é uma ferramenta util para o ensino de métodos numéricos para resolugao de sistemas
lineares, possibilitando uma aprendizagem mais integradora entre desenvolvimento, implementagao
e interpretacao de resultados.

Palavras-chave: Sistemas lineares; métodos numéricos; Google colaboratory; ensino.

Abstract

This article deals with the teaching of numerical methods for solving linear systems using the
Google Colaboratory tool. The great advantage of using this tool is the possibility of incorporating
and executing codes, as well as generating graphics in a text environment, including using Latex
language. In this sense, it was possible to address the numerical methods and, at the same
time, implement such methods to solve linear systems, running them and generating interpretive
graphics of the obtained solutions. Examples are presented of how Colaboratory can be used to
teach numerical methods for solving linear systems, such as: Gauss Method, Gauss-Jordan, LU
decomposition, and iterative methods. The results show that the use of Colaboratory can help
identify errors and better understand the behavior of algorithms, enabling a more detailed analysis
of the solutions obtained. In this sense, Colaboratory is a useful tool for teaching numerical
methods for solving linear systems, enabling a more integrated learning between development,
implementation, and interpretation of results.

Keywords: Linear systems; numerical methods; Google Colaboratory; teaching.
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1. Introdugao

Neste artigo, apresentamos de forma concisa o estudo desenvolvido pelos quatro ultimos autores,
sob orientacao do primeiro, na disciplina de Célculo Numérico. Foram apresentados cinco métodos
para resolugao de sistemas lineares de qualquer ordem, a saber: Gauss, Gauss-Jordan, Fatoragao
LU, Jacobi e Gauss-Seidel. Para isso, implementamos algoritmos utilizando o Google Colaboratory,
que se mostrou uma ferramenta util para o desenvolvimento dos métodos numéricos, por dois
motivos principais.

O primeiro motivo foi a laboriosidade de afericdo em algoritmos puramente transcritos em am-
bientes ndo preparados para executd-los e/ou modificd-los, como a linguagem LaTeX. O segundo
motivo foi a possibilidade de interagao conjunta entre o algoritmo e a parte escrita em tempo
real, o que permitiu a avaliacdo do comportamento do algoritmo quando submetido a diferentes
parametros de entrada fundamentais, definidos pelo préprio usuério.

A utilizagdo do ambiente Colabory foi feita durante as aulas de Cédlculo Numérico, de maneira
colaborativa entre estudantes e professor, visando melhorar a aprendizagem da disciplina. Neste
sentido, fez-se um comparativo entre os métodos numeéricos, de forma que os estudantes pudessem
perceber as vantagens e desvantagens da utilizagao de cada um deles, conforme a necessidade do
problema a ser resolvido.

Iniciamos com uma breve introdugao aos conceitos fundamentais de equacoes e sistemas lineares.
Em seguida, foram abordados cada um dos métodos numérico diretos: Gauss, Guass-Jordan e
Fatoragao LU, apresentando exemplos resolvidos e algoritmos correspondentes. Também foram
explorados os métodos iterativos, demonstrando sua aplicacao com exemplos praticos e algoritmos
editaveis.

Para avaliar a eficiéncia dos métodos de forma imparcial, geramos matrizes aleatérias. E relevante
destacar que tanto os exemplos resolvidos quanto os cédigos sao apresentados de forma didatica e
editdavel, permitindo que qualquer usuério os personalize conforme sua necessidade.

O material produzido (link: https://abre.ai/calcnumsistlinear) é uma valiosa ferramenta para profes-
sores da Educacao Bésica que desejam experimentar esses métodos em suas aulas, proporcionando
uma abordagem diferenciada. Eles podem facilmente copiar, reproduzir e adaptar o conteudo de
acordo com suas preferéncias e objetivos pedagogicos.

2. Sistemas lineares

Uma equagao linear é uma expressao matematica na forma a;xj +asXg +agxsz+---+ayX, = b, onde
ai,as,as,...,a, sdo numeros reais, coeficientes das varidveis x1,Xa, ..., Xy, respectivamente, e b é
um ndmero real que corresponde ao termo independente. Quando b = 0, a equagao é chamada de
homogénea.

Um sistema linear é constituido por um conjunto de equagoes lineares com a forma:

a11X1 ta2Xo + -+ a1pnXn = b1
ag1X1 +ageXo + -+ agnXy = bQ

(1)
an1Xy taneXg + -+ apnXn = bn

Em um sistema linear, o conjunto solugao é solugao de todas as equagoes lineares do sistema. Em
=
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outras palavras, o valor de x1,Xs,X3,...X, deve satisfazer simultaneamente todo o conjunto de
equagoes do sistema.

2.1. Classificagao de sistemas lineares

Os sistemas lineares sao classificados de acordo com o nimero de solugoes que possuem, sendo que
existem trés possibilidades:

SPD — Sistema Possivel e Determinado — possui uma tnica solugao.
SPI — Sistema Possivel e Indeterminado — possui infinitas solugoes.

SI — Sistema Impossivel — nao possui solugao.

Na Figura 1 apresentamos uma ilustracao da classificacdo dos sistemas lineares, conforme desta-
camos acima.

determinado Admite uma unica solugdo

Possivel

indeterminado Admite infinitas solugées

NZo admite solugfes

Figura 1: Tlustracao da classificacao de sistemas lineares
Fonte: Criado pelos autores na ferramenta https://www.lucidchart.com.

2.2. Matriz associada a um sistema linear

Podemos associar um sistema linear a uma matriz, de forma que seus coeficientes ocupem as linhas
e colunas na matriz. Por exemplo, considerando o sistema linear abaixo:

x+y+z=1
dx+4y +2z=2
2x+y-z=0

~¥

- @@= sBm
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Podemos escrevé-lo na forma matricial como:

1 1 1 b'e 1

4 4 2 vy |=1] 2

2 1 -1 V/ 0
—_— — ——

A X b

Onde A é a matriz de coeficientes, X é o vetor coluna das varidveis do sistema, e b é o vetor
coluna dos termos independentes do sistema. Logo, podemos escrever o sistema como AX =b. Na
matriz A, cada linha representa uma equacdo do sistema e cada coluna representa uma varidvel
do sistema.

3. Solugao numérica de sistemas lineares

Quando o numero de equagdes e incognitas é pequeno, é possivel resolver sistemas lineares por
técnicas simples. Entretanto, quando o ntiimero de equagoes é muito grande, a resolugao manual do
sistema torna-se um processo laborioso e, muitas vezes, impraticavel. Nesse sentido, a computagao
e a utilizagdo de métodos numéricos computacionais tornam-se de grande valia.

Este artigo apresenta cinco métodos para resolucao de sistemas lineares de qualquer ordem: o
método de Gauss, o método de Gauss-Jordan, o método de Fatoracdo LU, o método de Jacobi e
o método de Gauss-Seidel.

3.1. Método de Gauss

O Método de Gauss, também conhecido como escalonamento ou eliminacao gaussiana, é uma
técnica empregada para solucionar sistemas lineares, por meio da realizagao de operagoes elemen-
tares na matriz estendida do sistema. Esse processo visa transformé-la em uma matriz triangular
superior, conhecida como matriz escalonada do sistema.

Uma vez alcancada a matriz escalonada, a solugao pode ser facilmente encontrada por meio da
substituicao regressiva. E importante ressaltar que as operagoes elementares realizadas devem
preservar a solucao do sistema, e elas consistem em: multiplicar uma linha por uma constante nao
nula, substituir uma linha por ela mesma acrescida de um miultiplo de outra linha, ou permutar
as linhas.

A seguir, serd apresentado um exemplo de como aplicar o Método de Gauss para resolver um
sistema linear:

Exemplo 1:
Resolva o sistema, por eliminagao gaussiana:

x+y+z=1
2x+y—-2z=0 (2)
2x+2y+z=1

Solugao:

N
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Passo 1: Consideramos a matriz estendida do sistema, dada por:

11 1 1
21 -1 0
2 2 1 1

Passo 2: Para zerar o elemento imediatamente inferior ao primeiro elemento da matriz, substitui-se
a linha 2 pela diferenca entre ela mesma e a linha 1 multiplicada por 2:

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 -1 0|]hb=1-2y1—>]0 -1 -3 2
2 2 1 1 2 2 1 1

Passo 3: Substituimos a linha 3 pela subtracao dela mesma com a linha 1 multiplicada por 2:

1 1 1 1 11 1 1
0 -1 3 2[lz3=1;-2, > [0 -1 -3 -2
2 2 1 1 0 0 -1 -1

Passo 4: multiplicamos as linhas 2 e 3 por —1 de modo a deixar os valores da digonal principal
positivos, obtendo assim:

11
0 1
0 0

— Y =
[ NS

A matriz obtida é a matriz escalonada do sistema linear (2), escalonado pelo método de eliminagao
gaussiana. Para escrever esse sistema na forma de equacgoes lineares, basta usar as linhas da matriz.
E assim, temos:

x+y+z=1
y+3z=2 (3)
z=1

Observe que a terceira equagao ja nos fornece o valor de z = 1. Podemos substituir esse valor nas
equagoes anteriores e obter os valores de x e y. Fazendo isso, encontramos {x =1,y =—-1,z = 1}.

3.2. Método de Gauss com pivoteamento

Muitas vezes, o método de Gauss, embora seja tradicional e eficiente, apresenta um problema
sistematico: ele nao funciona bem quando os valores dos pivos sao préximos a zero, podendo até
mesmo falhar completamente se o pivo for igual a zero ou muito préximo. Para solucionar esse
problema, utilizamos o Método de Gauss com Pivoteamento.

Essa técnica é uma variacao do método de Gauss que visa evitar erros numéricos que podem ocorrer
durante a eliminac¢do gaussiana padrao. O método consiste em escolher o elemento pivotante (ou
pivd) - o valor absoluto maximo na coluna atual - antes de executar as operagoes elementares de
linha.

O pivoteamento parcial ajuda a garantir que os elementos diagonais principais sejam sempre os
maiores de suas respectivas colunas, reduzindo a possibilidade de erros numéricos.

A seguir, seré ilustrado como resolver um sistema utilizando esse método, por meio de um exemplo.
=
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Exemplo 2: Vamos resolver o sistema

x+y+z=1
2x+y—-z=0 (4)
2x+2y+z=1
por eliminagao gaussiana com pivoteamento.

Passo 1: Consideramos a matriz estendida do sistema, dada por:

11 1 1
21 10
2 2 1 1

Passo 2: Observamos que os maiores elementos em valor absoluto encontram-se nas linhas 2 e 3
(sdo iguais). Portanto, fazemos a permutacao das linhas 1 e 2:

11 1 1 2 1 -1 0
2 1 1 0ofh=l-|f1 1 1 1
2 2 1 1 2 2 1 1

Passo 3: Agora podemos realizar subtragoes de linhas para zerar elementos da matriz. Primeiro,
subtraimos da segunda linha a primeira linha multiplicada por 1/2, e depois subtraimos a terceira
linha pela primeira multiplicada pelo nimero 1:

21 -1 0 1 2 1 -1 0
1 1 1 112#12*511613\ﬁ13*11—> 0 % % 1
2 2 1 1 0O 1 2 1

Passo 4: Como o maior elemento da segunda coluna esté na terceira linha, fazemos a permutagao
das linhas 2 e 3:

2 1 -1 0 2 1 -1 0
0 2 2 1=L-o|0 1 2 1
01 2 1 0 1 3 1

Passo 5: Subtraimos da terceira linha, a segunda multiplicada por 1/2 (13 =13 — %12) para zerar
o elemento da terceira linha e segunda coluna.

2 1 -1 0 1 2 1 -1 0
01 2 113¢§12713_>01 2 1
01 3 1 00 %+ 1

Apébs obtermos a matriz escalonada na forma escalonada reduzida, podemos usar o método de
substituicdo regressiva para encontrar a solu¢ao do sistema. A 1ltima equagao fornece-nos o valor
de z = 1. Substituindo esse valor na segunda equagao, encontramos que y +2 -1 =1, o que implica
que y = —1. Finalmente, substituindo os valores de y e z na primeira equacao, temos 2x—-1-1 =0,
o que implica que x = 1. Portanto, a solugao do sistema é {x =1,y =1,z = 1}.
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3.2.1 Algoritmo de Gauss

Abaixo segue o algoritmo do Método de Gauss com pivoteamento parcial, implementado no Google

Colabory.

%hwritefile Gauss.m

function x = Gauss(A, b)

% Implementag8o do método de eliminagfo de Gauss para resolver sistemas
% lineares Ax = b.

% Verificagdo de pré-condigio

[m, n] = size(A);

end

if m

end

=n

error (’A matriz deve ser quadrada’);

% Adicionando a coluna b & matriz A

Aug

= [A, bl;

% Inicializando vetor de solugdo x

X =

zeros(n, 1);

% Eliminac8o gaussiana
for k = 1:n-1

end

[~, i] = max(abs(Aug(k:n, k)));
ipr =i + k - 1;
if ipr "= k
Aug([k, iprl, :) = Aug([ipr, kI, :);
end
for i = k+1:n
pivor = Aug(i, k) / Aug(k, k);
Aug(i, k:nt+1l) = Aug(i, k:n+l) - pivorxAug(k, k:n+l);
end

% Retrosubstituigio
x(n) = Aug(n, n+1) / Aug(n, n);

for

end

i=n-1:-1:1
x(1) = (Aug(i, n+1) - Aug(i, i+l:n)*x(i+1:n)) / Aug(i, 1i);

3.3. Método de Gauss-Jordan

O Método de Gauss-Jordan é um procedimento para resolver sistemas de equagoes lineares por meio
da aplicagao de operagoes elementares nas linhas da matriz aumentada do sistema. Essas operagoes
sdo executadas até que se obtenha uma matriz na forma diagonal, com elementos normalizados, que
permita a facil resolucao do sistema. O vetor da ultima coluna da matriz diagonalizada corresponde

a solugao do sistema.

O método de Gauss-Jordan tem algumas vantagens em relagdo ao método de eliminagao de Gauss,
como a resolugao direta de todas as variaveis, e pode ser utilizado para resolver sistemas lineares

@t s
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com multiplas solucées de maneira eficiente. Isso é possivel porque, ao final do processo de eli-
minacao, a matriz aumentada é transformada em uma matriz na forma escalonada reduzida por
linhas, que permite identificar de maneira clara se o sistema possui solugoes Unicas, multiplas ou
nenhuma solugao.

No entanto, o método de Gauss-Jordan pode ser computacionalmente mais custoso do que ou-
tros métodos, especialmente para matrizes grandes, devido ao seu maior nimero de operagoes
aritméticas. Além disso, o pivoteamento parcial é geralmente necessario para evitar divisdes por
zero e garantir a estabilidade numeérica do método, o que pode aumentar o custo computacional.
Por esses motivos, o método de Gauss-Jordan é mais frequentemente utilizado em sistemas de
tamanho moderado, em que as suas vantagens superam as suas desvantagens.

Para exemplificar o método, vamos considerar o seguinte sistema de equagées:

x+y+z=1
2x+y+z=0
2x+2y+z=1

pelo método de Gauss-Jordan.

Passo 1: O primeiro passo é construir a matriz estendida do sistema, como segue:
1 1 1 1
2 110
2 2 1 1

Passo 2: O segundo passo é isolar o pivo da primeira linha e zerar os demais elementos da mesma
coluna. Para isso, substitui-se a linha 2 pela diferenca da linha 2 pela linha 1 multiplicada por 2:

1111 11 1 1
2 1 1 0lb=l-2;, >0 1 -1 -2
2 2 1 1 2 2 1 1

Passo 3: O terceiro passo consiste em subtrair da linha 3 a linha 1 multiplicada por 2, obtendo-se
o valor 0 para o dltimo elemento da coluna 1. Zera-se também o ultimo elemento da segunda
coluna:

11 1 1 1 1 1 1
0 -1 -1 2[b=l-2, >0 -1 -1 -2
2 2 1 1 0 0 -1 -1

Passo 4: No quarto passo, multiplica-se a linha 2 e a linha 3 por —1, para deixar os valores positivos:

1 1 11
01 1 2
00 11

Passo 5: No quinto passo, substitui-se a linha 1 pela diferenga da proépria linha 1 pela linha 2:
1 1 11 1 0 0 -1
011 2lh=hL-Lb—>]0 1 1 2
00 1 1 0 0 1 1

N

27 LAl



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Rt i St s i Santos, Pitombo e outros

Passo 6: Por fim, substitui-se a linha 2 pela diferencga da prépria linha 2 pela linha 3:

1 0 0 -1 1 0 0 -1
01 1 2(hb=alb-13—>10 1 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1

A matriz resultante é a matriz escalonada do sistema, com os elementos da diagonal principal da
matriz dos coeficientes todos unitarios. Por consequéncia, a solucao do sistema corresponde ao
vetor da iltima coluna da matriz. Ou seja, a solucao do sistema é:

x=-1
y=1
z=1

3.3.1 Algoritmo de Gauss Jordan

%hwritefile GaussJordan.m
function GaussJordan(A,b)
% Concatenando a matriz A e o vetor b em uma matriz aumentada
Aug = [A bl;
% Obtendo o tamanho da matriz aumentada
[m,n] = size(Aug);
for i = 1:n-1
% Encontrando o pivd
[7,k] = max(abs(Aug(i:n-1,1i)));
ipr = i+k-1;
if ipr "= i
% Trocando as linhas
Aug([i,ipr],:) = Aug([lipr,il,:);
end
% Verificando se o pivd é zero
if Aug(i,i) == 0
error ("0 pivd é zero, n8o é possivel continuar a eliminag8o.");
end
% Normalizando a linha do pivd
N = Aug(i,:);
N = N/Aug(i,i);
Aug(i,:) = N;
% Subtraindo as outras linhas
for j = 1:n-1
if i 7=
Aug(j,:) = Aug(j,:) - N*Aug(j,i);
end
end
end
% Obtendo a solugio
x = Aug(:,n);
% Imprimindo a solugdo

@t s
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x= Aug(:,n)
end

3.4. Método de Fatoragao LU

O método de Fatoragao LU (Lower-Upper) é uma técnica utilizada para resolver sistemas de
equagoes lineares que consiste em fatorar a matriz dos coeficientes A em duas matrizes: uma matriz
triangular inferior L e uma matriz triangular superior U, para escrever A = LU. A fatoragao da
Matriz A nas matrizes L e U é explicada em livros de Céalculo Numérico, como feito por Lopes e
Ruggiero[1].

Feita a fatoracao, obtém-se dois outros sistemas: Ly = b, triangular inferior, e Ux =y, triangular
superior. Assim, o sistema de equacétes lineares Ax = b é resolvido em duas etapas: primeiro, o
sistema Ly = b é resolvido para y, onde L é uma matriz triangular inferior, e depois o sistema
Ux =y é resolvido para x, onde U é uma matriz triangular superior.

Uma das vantagens da fatoracao LU é que, uma vez que as matrizes L e U foram calculadas,
podemos resolver o mesmo sistema para diferentes vetores b com um custo computacional reduzido,
pois os sistemas triangulares resultantes sao mais simples de resolver do que o sistema original.

O método LU é amplamente utilizado em aplicagoes em engenharia, fisica, matemética, economia
e outras dreas onde sistemas de equacoes lineares precisam ser resolvidos. Além disso, muitos algo-
ritmos de métodos numéricos usam o método LU como uma etapa fundamental em seus célculos.

Segue um exemplo passo a passo como transformar uma matriz A em uma matriz triangular inferior
L e uma matriz triangular superior U. Para tanto, considere a matriz A, dada por:

2 1 -1
A=|4 2 3
-2 1 2

Passo 1: A matriz L comega como matriz identidade, e a matriz U é obtida através da matriz A
através da fatoracao gaussiana, conforme explicado na Se¢ao 3.1. Dessa forma, temos:

100 2 1 -1
L=j0 1 0 e U=|+4 2 3
0 0 1 -2 1 2

Passo 2: Colocamos as duas matrizes como matriz estendida, dada por:

1 00 2 1 -1
[LIU]=0 1 O -4 2 3
0 0 1 2 1 2
Passo 3: Dividimos a primeira linha por 2:
1/2 0 0 1 1/2 -1/2
[LIU]=1 0 1 0 -4 2 3
0 0 1 -2 1 2

N
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Passo 4: Multiplicamos a primeira linha por 4 e somamos a segunda linha, e a multiplicamos por
2 e somamos a terceira linha, obtendo:

1/2 0 0 1 1/2 -1/2
2 10 0 4 1
1 01 0 2 1
Passo 5: Dividimos a segunda linha por 4:
/2 0 0 1 1/2 -1/2
1/2 1/4 0 0 1 1/4
1 0 1 0 2 1

Passo 6: Multiplicamos a segunda linha —2 e somamos a terceira.

/2 0 0 | 1 1/2 -1/2
1/2 14 0 | 0 1 1/4
0 -1/2 1 | 0 0 1/2

Assim, obtemos as matrizes

/2 0 0 1 1/2 -1/2
L=[1/2 1/4 0| e 0 1 1/4
0 -1/2 1 0 0 1/2

Assim, dado qualquer vetor coluna de termos indpendentes b, resolvemos o sistema Ly = b, obtendo
os valores do vetor y e, em seguida, resolvemos o sistema Ux =y, obtendo a solugao do sistema
apresentado. Por exemplo, se tivermos o sistema

2x+y—-z=5
—Ax+2y+3z=3
2x+y+2z=1

obteremos a solugao: (x=1/4,y =7/2,z=-1).

3.4.1 Algoritmo da Fatoragao LU

O cédigo abaixo mostra uma implementacao feita no Google Colaboratory do método de fatoracao
LU:

function x = LU(A, b)
[m, n] = size(A);
ifm "=n
error(’A matriz deve ser quadrada’);
end
% Pivoteamento:
for j = 1:n

[pivot_val, pivot_row] = max(abs(A(j:n, j)));

pivot_row = pivot_row + j - 1;
N
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if pivot_val == 0
error(’A matriz é singular’);

end
if pivot_row "= j
A(C[j, pivot_row], :) = A([pivot_row, jl, :);
b([j, pivot_row]) = b([pivot_row, jl);
end
end
% Fatoragdo LU:
L = eye(n);

for k = 1:n-1
for i = k+1:n
L(i, k) = A(d, k) / Ak, k);
A(i, k+1:n) = A(di, k+1:n) - L(i, k) * A(k, k+1:n);
end
end
U = triu(A);
% Solucdo do sistema:
y = zeros(n, 1);
for i = 1:n
y(i) = (b(i) - L(i, 1:i-1) * y(1:i-1)) / L(i, 1i);
end
x = zeros(n, 1);
for i = n:-1:1
x(1) = (y(i) - U(i, i+1l:n) * x(i+l:n)) / U@L, 1i);
end
end

3.5. Métodos iterativos

Na éarea das ciéncias exatas computacionais, os métodos iterativos sao amplamente aplicados para
resolver problemas complexos sem solugoes analiticas ou de dificil obtencéo. Esses métodos permi-
tem gerar sequéncias de resultados aproximados que s@o refinados e aprimorados a cada iteragao
executada. Dentre esses, destacam-se os métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel.

Os métodos iterativos sao particularmente valiosos na resolucao de sistemas esparsos, onde os
métodos diretos podem ser ineficazes, podendo estar sujeitos a erros de arredondamento. Como
o erro nos métodos iterativos é controlado pelo ntimero de iteragoes, os erros de arredondamento
nao sao um motivo de preocupagao.

Por exemplo, considere o sistema linear:

2x+0y+0z =4
Ox+3y+0z=9 (5)
0x+0y +5z =10

que tem solucdo (x =2,y = 3,z = 2). Os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel resolvem esse sistema
de forma eficaz, embora seja trivial nesse caso. No entanto, sua importancia cresce em sistemas
maiores com estrutura esparsa.
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Neste exemplo, a matriz de coeficientes é diagonal, o que significa que a maioria dos elementos é
zero, exceto os elementos na diagonal principal. Esse é um caso classico em que os métodos diretos
podem ser ineficientes, pois eles nao se beneficiam da estrutura esparsa da matriz.

Por outro lado, os métodos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel sdo altamente eficazes para siste-
mas esparsos. Eles exploram a estrutura da matriz, atualizando iterativamente as variaveis com
base nas entradas nao nulas, resultando em convergéncia mais rapida e economia de memoria em
comparagao com métodos diretos. Portanto, esses métodos sao adequados para resolver sistemas
lineares esparsos, como o exemplo dado.

E importante salientar que, como nao sabemos a priori a solucao dos sistemas a serem resolvidos,
precisamos calcular o erro relativo que, no caso dos métodos iterativos, pode ser expresso pela

equacao|2]:
-1

X, — x|
|eai| = |[———]100% < & (6)
’ X

para todo i, onde j e j— 1 representam a iteragao atual e a anterior.

3.5.1 Meétodo de Jacobi

O método iterativo de Jacobi é utilizado para aproximar a solugao de sistemas lineares represen-
tados por uma matriz A e um vetor b na forma AX = b, onde o objetivo é encontrar uma solugao
aproximada a partir de um chute inicial x(*).

Assim, dado o sistema linear,

a11X1 +apeXg +...+a1nXn =y
a21X1 +ag2X2 + ...+ anXp = Yo (7)

aniXy tap2Xe +...+annXn =y,

0 processo iterativo consiste em isolar cada elemento x,, da equagao correspondente e utilizar os

. = k k k k k . ‘s . -
elementos da iteracao atual xg ),X; ), .. 7Xr(1—)17 fj +)1, ... ,Xfl ) para estimar a proxima iteragao Xp4+i.
A férmula para essa estimativa é dada por:

(k) (k)
X(k+1) _ Yn— (anlxl +ooctann1X
n

ann

O processo iterativo é executado até se alcangar uma precisao desejada ou um niimero maximo de
iteragoes. E importante ressaltar que a convergéncia do método de Jacobi depende da matriz A ser
estritamente diagonal dominante ou simétrica definida positiva. Este método, conforme ressaltado
anteriormente, é extremamente 1til na resolugao de sistemas esparsos.

3.5.2 Meétodo de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel é semelhante ao método de Jacobi, pois ambos utilizam manipulagoes
algébricas para isolar os elementos do sistema em cada iteragao. No entanto, o Método de Gauss-
Seidel é mais rapido, pois utiliza o valor atualizado de x na mesma iteracdo para obter o préximo
valor, proporcionando uma convergéncia mais rapida para a solugao do sistema.

N
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O algoritmo do Método de Gauss-Seidel envolve a resolugdo de um sistema triangular inferior
para cada iteracdo e a atualizacdo imediata dos valores de x. A partir de um chute inicial x*),

k ~ . . ;. . ~ , ,
os elementos xr(] ) sdo isolados para estimar a préxima iteracdo xp4+1. Dessa forma, o método é

iterativo e refinado a cada iteracdo até que a solucao desejada seja atingida.

Exemplo: Use o método de Gauss-Seidel para obter a solugao do sistema:

3x1 - 0, 1xo — 0, 2x5 =7, 85 (8)
0, 1x1 + 7xo — 0, 3x3 =— 19,3 (9)
0,3x; — 0, 2x9 + 10x3 =71, 4 (10)

Passo 1: Em cada uma das equagoes, isolamos a varidvel na diagonal:

7, 85 + O, 1xo + 0, 2xX3

X1 =

3
*19, 3 0, 1x1 + 0, 3x3
X9 = 7
71, 4-— O, 3X1 + 0, 2X2
X3 =
10

Passo 2: Supondo-se que x5 e x3 sejam iguais a zero, a Equacao (8) pode ser usada para calcular

_7,85+0+0

=2,616667
3 )

X1
Passo 8: Esse valor, junto com o valor suposto de x3 = 0, pode ser substituido na Equacao (9)

para calcular
_ —19,3-0,1(2,616667) + 0

7

Xg =-2,794524

Passo 4: A primeira iteracido é completada substituindo-se os valores calculados para x; e xo na
Equagao (10) para obter

71,4-0,3(2,616667) + 0, 2(-2, 794524)
X3 =
10

=7,005610

Passo 5: Para a segunda iteragao, o mesmo processo é repetido para calcular

x| = 7,85+0,1(~2,794524)+0,2(7,005610) _ 2. 990557

X9 =

3
-19,3-0,1(2,990557)+0,3(7,005610) _
71,4-0,3(2 99055; 0,2(-2,499625 =—2,499625
X3 = ,4-0,3(2, 10)+,(7, ):77000291

O método estd, portanto, convergindo para a verdadeira solugao, uma vez que o erro relativo é
pequeno. Iteragoes adicionais podem ser aplicadas para melhorar as respostas. Porém, em um
problema real, a resposta verdadeira nao seria conhecida a priori. Consequentemente, a Equagao
(6) fornece um meio de estimar o erro. Por exemplo, para x1,

2,990557 — 2, 616667
2,990557
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Para x5 e x3, as estimativas de erro sao |8312| =11,8% e |sa73| =0,076%. Assim, quando elas séo
satisfeitas, garantem que o resultado é conhecido pelo menos dentro da tolerancia especificada por
gs. Tal processo iterativo pode continuar para diminuir mais o erro relativo e obter aproximacoes
melhores.

No caso do método de Jacobi, utilizariamos o valor original de x; no passo 3 e nao o valor atualizado
no passo anterior. O mesmo procede-se para as demais varidveis. Nesse sentido o Método de Gauss-
Seidel permite-nos encontrar solu¢ées mais rapidas, dentro da aproximagao aceitével.

Os algoritmos dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel estao disponiveis no arquivo projeto em:
https://abre.ai/calcnumsistlinear

4. Ambiente Colaboratory (COLAB) nas Aulas de Céalculo Numérico

O Colaboratory (COLAB), que se encontra no link https://colab.research.google.com/, é uma
plataforma em nuvem desenvolvida pelo Google que possibilita aos usudrios escrever, executar e
compartilhar cédigos em linguagens como Python, R, Octave e MatLab. E amplamente adotado
por estudantes, pesquisadores, cientistas de dados e desenvolvedores em todo o mundo, devido a
sua eficiéncia e a capacidade de aprimorar a experiéncia de aprendizado e trabalho.

Entre as suas vantagens, destaca-se o acesso gratuito aos recursos de computagao de alta qualidade
oferecidos pelo Google, bem como a possibilidade de compartilhar notebooks e arquivos com outros
usudrios. Além disso, o COLAB integra-se perfeitamente com outras ferramentas do Google[3].
Sua utilizagao é facilitada por diversos recursos tteis, tais como autocompletar cédigo, depuracao
interativa e visualizagbes interativas, o que a torna uma ferramenta poderosa e versatil.

Utilizamos a plataforma Colab no curso de Célculo Numérico para a implementacao colabora-
tiva dos Métodos Numéricos destinados a resolugao de sistemas lineares, envolvendo tanto alunos
quanto o professor. Com isso, a ferramenta passou a ser uma parte rotineira das aulas, auxiliando
na resolugao de exemplos e na compreensao dos conceitos abordados na disciplina. Com o desenvol-
vimento colaborativo dos métodos, qualquer pessoa pode acessar e simular solucoes para sistemas
lineares diversos, simplesmente acessando o link do projeto no Google Colaboratory, disponivel
neste link.

Na Figura 2, apresentamos o método de Gauss implementado no ambiente Colaboratory para este
artigo, permitindo modificar os pardmetros de entrada do algoritmo e observar o seu comporta-
mento em relacao a diferentes sistemas. Na Figura 3 ilustramos a execucao do cédigo para uma
matriz de coeficientes 10 X 10 gerada com numeros aleatérios e termos independentes gerados de
forma similar. Dessa forma, é possivel modificar os parametros de entrada do algoritmo e observar
como ele se comporta em relacao a diferentes sistemas.

5. Comparagoes entre os métodos numeéricos

Existem diversas abordagens em métodos numéricos para solugao de sistemas lineares, cada uma
com suas particularidades. Para escolher a melhor ferramenta para cada situagao, é crucial realizar
uma andlise cuidadosa. E possivel categorizar os métodos em duas principais vertentes: diretos e
indiretos. Para fazer essa avaliagdao, é importante considerar aspectos como custo computacional,
facilidade de implementagao, garantia de convergéncia e complexidade. Assim, é possivel identificar
as vantagens e desvantagens de cada método e suas possiveis limitagoes, a fim de escolher o mais
efetivo em cada situacgao.
ran
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° FHwritefile Gauss.m

function x = Gauss(A,b)

[m,n] = size(A);

if m~=n
fprintf("Matriz deve ser quadrada\n”)

endif

nb = n+1;

Aug = [A b];

for k = 1:in-1
[~,i] = max(abs{Aug(k:n,k)));
ipr = 1 +k-1;

if ipr ~= k
Aug([k,ipr].:)=Aug([ipr.k],:);
endif

for 1 = k+l:n
pivor = Aug(i,k)/Aug(k,k);
Aug(i,k:nb) = Aug(i,k:nb)-pivor*Aug(k,k:nb};
endfor
endfor
x = zeros(n,1);
x(n) = Aug(n,nb)/Aug(n,n);
for i = n-1:-1:1
x(1) = (Aug(i,nb)-Aug(i,i+l:n)*x(i+1:n))/Aug(i,i);
endfor
endfunction

» writing Gauss.m

Figura 2: Algoritmo de Gauss efetivado no COLAB

<
o

%amritefile testem1@@_1_Gauss.m
A=randi(16e,1@,10);
b=randi(11e,1@,1);

Gauss(A,b)

Overwriting testeml@@_1 Gauss.m

o ° # Solucdo de matriz 106x18@ com o métedo de Gauss
loctave -W testeml@@ 1 Gauss.m

C» ans =

4821754
. 8684504
3506931
8116896
.9963863
.8841950
.6265870
4769818
4926180
08.3207672

RO DO O ®

Figura 3: Formulacao dos parametros de entrada

5.1. Métodos diretos

Os métodos numéricos de eliminagao de Gauss, Gauss-Jordan e fatoragdo LU possuem semelhancas
significativas, ja que sdo métodos diretos que transformam o sistema em uma forma equivalente,
mais simples de ser resolvida. No método de Gauss, o sistema é manipulado por operagoes basicas
até se obter uma matriz triangular superior ou inferior, seguida de substituicoes regressivas para
encontrar a solugao.

No método de Gauss-Jordan, a matriz é manipulada até se obter um sistema equivalente na forma
diagonal, com elementos normalizados, dispensando a necessidade de substituigoes regressivas para
encontrar a solucao do sistema.

J4 na fatoragao LU, a matriz A é fatorada em L (matriz triangular inferior) e U (matriz triangular
superior), ou seja, A = LU. Para encontrar a solugdo de Ax = b, resolve-se primeiro o sistema

N
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triangular inferior Ly = b e, em seguida, o sistema triangular superior Ux = y.

Todos os métodos requerem rotinas de pivoteamento para evitar problemas quando um dos ele-
mentos da diagonal principal for nulo. O pivoteamento consiste em fazer uma permutacao de
linhas para escolher o maior pivo em médulo em cada etapa.

Claudio G. Canuto e Carlos E. Kenig, [4], afirmam que ”os métodos diretos apresentam-se como a
melhor escolha quando o problema é de dimensoes reduzidas e dispoe-se de suficiente capacidade
de armazenamento e processamento”.

5.2. Métodos indiretos

Existem alternativas aos métodos diretos para solucionar sistemas lineares, como os métodos itera-
tivos. Ao contrdrio dos métodos diretos, que fornecem solugoes exatas, a solucao obtida por meio
dos métodos iterativos é uma aproximacao que pode se aproximar da solugao real conforme aumen-
tamos o numero de iteragoes. Os métodos iterativos sao iniciados com uma estimativa preliminar
para a solucao e aprimoram a solugao a cada iteracao.

Dois exemplos de métodos iterativos s@o os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel. A principal diferenga
entre eles estd no modo como os valores calculados sao atualizados: no método de Jacobi, os valores
das incognitas sao atualizados apenas apos o fim de cada iteragao, enquanto no método de Gauss-
Seidel, o valor de cada incégnita é atualizado assim que uma nova estimativa é calculada.

Os métodos indiretos para solucao de sistemas lineares apresentam caracteristicas distintas e com-
parados aos métodos diretos. Por exemplo, enquanto os métodos diretos possuem convergéncia
garantida por serem processos finitos, os métodos iterativos tém convergéncia assegurada apenas
sob certas condigoes, portanto é importante avaliar essas condigoes antes de utilizar os métodos de
Jacobi e Gauss-Seidel.

“Os métodos iterativos, como o método de Gauss-Seidel, sao mais adequados para sistemas grandes,
pois seu tempo de calculo é proporcional ao tamanho da matriz. No entanto, sua convergéncia
pode ser lenta para sistemas mal condicionados” [5]. No entanto, podem ser usados mesmo quando
a matriz é singular ou mal condicionada, enquanto os métodos diretos podem falhar nesses casos

[1].
“Os métodos diretos sao eficientes para sistemas relativamente pequenos, em que o custo compu-

tacional é justificdvel pela precisdo. Para sistemas maiores e mais esparsos, os métodos iterativos
geralmente sdo mais eficientes” [2].

Além disso, os métodos iterativos sao menos suscetiveis ao acumulo de erros de arredondamento que
podem ocorrer em métodos diretos. Isso ocorre porque os erros de arredondamento sao acumulados
durante a aplicacao das transformagoes elementares sobre as equagoes do sistema, o que nao ocorre
nos métodos iterativos, onde apenas a solugao corrente é sujeita a erros.

5.3. Tempo de performance

Aqui, vamos avaliar o desempenho dos métodos apresentados e determinar qual se destaca em
termos de tempo de execucgao.

N
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Usando como exemplo o seguinte sistema:

4x+3y+2z=1
X+by+Tz=1 (11)
Xx+y+2z=1

Faremos um teste de desempenho usando esta matriz para comparar os métodos e analisar o tempo
de execugao de cada um. Para isso, usamos a ferramenta MATLAB com os comandos Profile on
e profile viewer para monitorar a performance. O método de Jacobi nao apresentou convergéncia
para este exemplo, portanto, ndo faremos comparacoes de desempenho para tal método. A Figura
4 mostra a tabela de desempenho obtida:

+

Nome da funcao Chamadas  Tempo Total Tempo Proprio  Gréafico de tempo total
Gauss 1 0.004 0.004 |

Gauss-Seidel 1 0.005 0.005 [m]

Gauss-lordan 1 0.006 0.006 |

1] 1 0.055 0.055 |

Figura 4: Tempo de performance de cada método

Esta tabela mostra o tempo necessario para executar cada método no exemplo acima, o que é um
bom indicador de comparagao entre eles. Podemos notar que nao houve diferencas significativas
entre os métodos de Gauss e Gauss-Jordan, ambos apresentaram tempo de execucao relativamente
préoximo. O método indireto de Gauss-Seidel apresentou tempo de processamento muito semelhante
aos métodos diretos neste exemplo. No entanto, o método de decomposicao LU exibiu o maior
tempo de execugao entre todos os métodos, sendo maior até do que a soma dos tempos de execugao
dos outros métodos.

5.4. Tempo de Performance em relagao ao tamanho da matriz

Sera discutido agora o desempenho de diferentes métodos numéricos para a resolucao de sistemas
lineares de diferentes tamanhos. Embora o exemplo anteriormente apresentado seja de um sistema
de trés equagoes e trés incégnitas, é comum trabalhar com sistemas maiores e, para comparar o
tempo de execucao entre os métodos, é necessario considerar o tamanho do sistema e como cada
método comporta-se ao trabalhar com sistemas de ordens mais elevadas.

Utilizamos a mesma, ferramenta anterior para encontrar o tempo de execugao para monitoramento
de desempenho e a fungao randi(iMAX,m,n) para gerar matrizes de tamanho m, n, onde m sao as
linhas e n as colunas da matriz, onde iMAX é o valor maximo que o niimero randémico gerado
pode assumir.

A Figura 5 apresenta uma comparacao entre cada método em relagdo ao tempo médio gasto para
resolver sistemas de n equagoes. O gréafico permite verificar que, ao aumentar o tamanho da
matriz, o tempo de execugao para o método de Gauss-Jordan varia pouco em comparacao a outros
métodos, sendo este que resolve o sistema no menor tempo possivel até a matriz de tamanho n = 200

D
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analisada. Isso se deve a diagonalizacdo da matriz, que ja fornece a solucdo sem necessidade de
processos retroativos ou iteracoes indeterminadas.

0.9 T T T T T T T T T

— Gauss-Jordan A
0.8 — Gauss /1

LU /
Seidel
Jacobi

Tempo (s)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tamanho da Matriz Quadrada

Figura 5: Tempo de performance de cada método em relagao ao tamanho da matriz

Ao analisarmos o gréafico, é possivel verificar quanto tempo, em média, cada método leva para
solucionar um sistema de tamanho n, considerando n o tamanho da matriz quadrada. O método
de Gauss-Jordan apresentou um desempenho superior em relagao aos métodos indiretos, com o
menor tempo de execugao possivel até a matriz de tamanho n = 200 analisada, devido a diagona-
lizacdo da matriz que ja fornece a solucao sem necessidade de processos retroativos ou iteragoes
indeterminadas.

Para avaliar com precisao o tempo de desempenho em relagao ao tamanho da matriz, utilizamos
ferramentas computacionais capazes de cronometrar o tempo de execugao de um algoritmo. No
caso deste estudo, empregamos o software Matlab e seus comandos “tic” para iniciar a contagem
do tempo, e “toc” para finalizé-la e obter o tempo decorrido.

No entanto, é importante lembrar que o tempo de performance pode ser influenciado por diversos
fatores, tais como o hardware do computador utilizado, a implementacao do algoritmo e a precisao
da solugao obtida. Portanto, é necessario interpretar os resultados obtidos com cautela, ja que eles
podem variar em diferentes situagoes.

6. Conclusao

Os métodos numéricos vistos até aqui sao fundamentais para resolver problemas complexos em
diversas areas do conhecimento, como engenharia, fisica, financas, entre outras. Ao analisar o
desempenho desses métodos, é possivel observar que cada um apresenta vantagens e desvantagens,
dependendo do problema em questao.

No caso da solugao de sistemas lineares, vimos que os métodos diretos, como a eliminacao de Gauss
e a decomposicao LU, sao mais eficientes para sistemas pequenos ou com pouca esparsidade. Ja
os métodos indiretos, como o método de Jacobi e Gauss-Seidel, sdo mais indicados para sistemas
grandes e esparsos, além de serem mais simples de implementar. Por fim, o método de Gauss-
Jordan destaca-se por ter o menor tempo de execugao até para sistemas grandes.

.

E importante lembrar que a escolha do método mais adequado depende do contexto em que o
problema insere-se, bem como dos recursos computacionais disponiveis e do nivel de precisao re-

N
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querido. Além disso, ha outros fatores a considerar, como a estabilidade numérica e a possibilidade
de utilizagao de técnicas de paralelizagao para acelerar a solugao do problema.

Em resumo, a andlise do desempenho dos métodos numéricos estudados permite-nos entender suas
caracteristicas e aplicabilidades, contribuindo para a escolha adequada do método em diferentes
situacoes e para o desenvolvimento de solugoes eficientes e precisas em problemas reais.
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Uma féormula curiosa para os
numeros de Fibonacci

Eduardo Henrique de Mattos Brietzke ®

Resumo

Neste artigo apresentamos uma férmula curiosa para os numeros de Fibonacci e de Lucas em
termos das fungoes hiperbdlicas. Essas férmulas foram descobertas nos anos 80, mas aparentemente
foram quase esquecidas. Mostramos também como elas nos permitem dar novas demonstragoes
para propriedades conhecidas das sequéncias de Fibonacci e Lucas. E bem conhecido que existe
uma correspondéncia entre identidades trigonométricas e identidades com funcoes hiperbdlicas. E
nosso objetivo estender essa analogia, mostando que existe uma correspondéncia entre identidades
de funcoes hiperbdlicas e identidades de nimeros de Fibonacci e Lucas. Para desenvolver essas
ideias, abordamos também uma identidade combinatéria devida a Gould.

Palavras-chave: numeros de Fibonacci; nimeros de Lucas; fungoes hiperbdlicas; identidade de
Gould.

Abstract

In this article we present a curious formula for the Fibonacci and Lucas numbers in terms of hy-
perbolic functions. These formulas were discovered in the 1980s, but apparently have been almost
forgotten. We also show how these formulas allow us to give new proofs for well known properties
of the Fibonacci and Lucas sequences. It is well known that there is a correspondence between tri-
gonometric identities and identities with hyperbolic functions. It is our aim to extend this analogy,
showing that there is a correspondence between identities of hyperbolic functions and identities of
Fibonacci and Lucas numbers. To develop these ideas, we also approach a combinatorial identity
due to Gould.

Keywords: Fibonacci numbers; Lucas numbers; hyperbolic functions; idendity of Gould.

1. Introdugao

Nosso principal objetivo é o de apresentar uma expressao curiosa para os numeros de Fibonacci
em termos de fungoes hiperbdlicas

2 cosh ((2n+1) ln(%‘;’)) 2senh (211111 (%g))
F2n+1 — e an =

V5 - V5 ’
N

(1)
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bem como uma expressao similar para os nimeros de Lucas. Vamos ver que essas formulas foram
descobertas nos anos 80, mas foram praticamente esquecidas. Para ilustrar a utilidade dessas
expressoes, vamos uséd-las para dar novas demonstragoes de alguns fatos bem conhecidos sobre
nimeros de Fibonacci. Em particular, vamos dar uma nova demonstragao para a propriedade
que diz que Fy, divide Fy, se m dividir n. Usualmente essa propriedade é provada por inducao.
Nés vamos exibir explicitamente F,, como um fator de F,. Para fazer isso, mostraremos uma
identidade combinatoéria devida a Gould.

2. Numeros de Fibonacci e fungoes hiperbdlicas

A sequéncia de Fibonacci F,,, (n=0,1,2,...) é definida por
FO = 0, Fl =1 e Fn = anl + Fn,z, Vn>2 (2)
e comeca por 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... . Vamos precisar da Formula de Binet.

Proposigao 1 (Férmula de Binet). Para todo n = 0 vale

F, = 2n1\/5 [(1+\/€)n7(17\/5)n]. 3)

Demonstra¢do. Definimos uma sequéncia (Gy) por
1 n n
Go= oz (1 8) = (1-48) ).

Temos que provar que G,, = F,, para todo n. Para isso, basta mostrar que a sequéncia (G,) safistaz
a mesma recorréncia (2) que a sequéncia de Fibonacci, ou seja, que

Go=0, Gi=1 e Gn=G,1+G, 2, Vnz2.

De fato, é trivial verificar que Gy =0 e Gy = 1. Além disso, chamando a=1++vV5 ¢ b=1- 5,
temos

1
n-2 =
on4/5

Gn—Gu1-G [a"%(a®~2a-4) +b" *(b*~2b-4)], Vn>2.

Mas

)

a?-2a-4=(1+2V5+5) -2(1+V5)-4=0
e também
b%-2b-4=0.
LOgO Gn = anl +Gn72a Vn> 2.

Usaremos as fungoes cosseno hiperbdlico e seno hiperbdlico, definidas por
ef+e™® e —e™
coshx = ——— e senhx = ,
2 2
Existe uma semelhanga muito grande entre as propriedades das fungoes trigonométricas e as das
funcoes hiperbdlicas, conforme ilustra a tabela abaixo.

para x € R.

N
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2

cos?x+sen’x =1 cosh? x —senh?x =1

sen(x+y) =senxcosy +cosxseny | senh(x+y) = senhx coshy + coshxsenhy

cos(x+y) =cosxcosy —senxseny | cosh(x+y) =coshxcoshy +senhxsenhy

sen(2x) = 2senx cosx senh(2x) = 2senh x cosh x

cos(2x) = cos? x — sen?x cosh(2x) = cosh? x + senh? x

Estas propriedades das fungoes hiperbdlicas podem ser demonstradas facilmente a partir das de-
finicoes dessas fungoes. Para ilustrar como se faz isso, vamos provar uma propriedade que usaremos
bastante e que é a andloga da férmula de De Moivre para fungoes trigonométricas

(cosx +isenx)™ = cos(nx) +1isen(nx).

Proposicao 2. Para qualquer x real e n > 0 inteiro,

(coshx + senh x)™ = cosh(nx) + senh(nx). (4)
Demonstragao.
coshx + senh ex+efx+ex,efx e*
oshx +senhx = = e~
2 2
Logo

(coshx +senhx)" = (e¥)” = €™ = cosh(nx) + senh(nx).

Observagao 1. A explicacdo para o paralelismo entre as férmulas para as fungoes trigonométricas
e hiperbdlicas é que, na verdade, essas funcgoes sao muito semelhantes, pelo fato de que

eix + efix eix o efix
COSX = ——— e senx = ——
2 2i

Decorre disso que coshx = cos(ix) e senhx = isen(ix). Mas nao vamos usar este fato.

A seguir, notamos que das defini¢oes das fungoes hiperbdlicas segue diretamente que

-1 -
cosh(Inx) = Xrx e senh(lnx) = X QX , Vx>0.
Substituindo x pelo nimero de ouro
1+vV5
¢ = 5
e suas poténcias, temos
cosh(nln ¢) = % e senh(nln ¢) = % (5)

N
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Em particular,
5 1
cosh(ln ¢) = g e senh(ln ¢) = 2

Portanto,

E)

2 cosh(In ¢™) _ "+ _ (%5)“_,_ (71; )n

1
V5 V5 Vb PG

Comparando com a férmula de Binet,

Il

chegamos as seguinte conclusoes.

2 cosh(nln ¢)

Conclusao 1: Se n for impar, entao F,, =

Analogamente,
2senh(nlng¢)

v = 2n1\/5 [(1+\/§)n7(71+\/3)n].

e, novamente comparando com a férmula de Binet, obtemos o seguinte.

2senh(nln ¢)

Conclusao 2: Se n for par, entao F,, =

Resumindo as conclusoes acima, temos o seguinte resultado.

1+5

Proposicao 3. Denotando por ¢ =

numeros de Fibonacci:
2 cosh(nln ¢)

vg )
2senh(nln ¢@)
\/5 9

para n impar,
F,=
para n par.

3. Numeros de Lucas e fungoes hiperbdélicas

Brietzke

K1+Van+t1+van] (7)

o numero de ouro, temos as sequintes erpressoes para os

(8)

A sequéncia de Lucas é definida por L,, = Fp41 + F,_1, para n > 0 (tomando F_; = 1), e inicia por

2,1,3,4,7,11,18,29, .. ..
43
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Para os nimeros de Lucas valem expressoes similares a (1), que apresentamos a seguir.

1+vV5

Proposigao 4. Denotando por ¢ = o numero de ouro, temos a sequinte expressao para 0s

2
numeros de Lucas:
2senh(nlng), para n impar, ©)
2 cosh(nln¢), para n par.

Demonstra¢dgo. Suponhamos que n seja par. Entao, n+1 e n—1 sao impares. Portanto, aplicando
(8), temos

cosh ((n+1)In @) + cosh ((n—1) In ¢)

Ln=Fp+Fy 1= \/3/2

_ 2cosh(nln ¢) cosh(ln ¢)
B cosh(In ¢)

= 2cosh(nln ¢).

O caso n impar é similar. O

4. Aplicagoes das formulas para os nimeros de Fibonacci e de Lucas

Vejamos agora como as expressoes obtidas para os numeros de Fibonacci e de Lucas permitem
obter novas demonstracoes para propriedades bem conhecidas.

Observagao importante. A cada identidade trigonométrica envonlvendo senos e cossenos, estd
associada uma identidade envolvendo as funcoes hiperbdlicas, e desta iltima resulta uma identidade
envolvendo nimeros de Fibonacci ou de Lucas. Por exemplo, consideremos a identidade cos? x +
sen’x = 1. A ela estd associada a identidade

cosh? x —senh?x = 1.

Substituindo x = nln ¢, temos

cosh?(nln ¢) — senh?(nln ¢) = 1. (10)
Se n for impar, resulta
5F2 B L2 _
4 4 7
ou seja,
L2 +4
F2 = 2 para n fmpar.

Se n for par, a mesma substituicdo x = nln¢ em (10) resulta em

L§75Fﬁ_1
4 4 7

N
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ou seja,

2
F2 _ Ln -4
n bl
5
Reunindo essas duas igualdades em uma tnica, temos a seguinte indentidade.

para n par.

Proposicao 5. Para todo n temos
L2 - 4(-1)"
F2 = “T() (11)

A seguir vamos mostrar como da identidade (coshx + senhx)™ = cosh(nx) + senh(nx), que é o
analogo para fungoes hiperbdlicas da Férmula de De Moivre (cosx +isenx)" = cos(nx) +isen(nx),
resulta uma identidade de Fibonacci. Para isso, introduzimos primeiro uma notagao. Para x € R,
denotamos por |x] o maior inteiro n tal que n < x. Assim, por exemplo, L%J =2.

Proposicao 6 (Identidades de Catalan). ([6], p. 192)

25

_ on—-1 n k
Fo=2 Z‘ (2k+1)5’

Demonstragao. Por (4), temos que
(cosh ¢ + senh @)™ = cosh(ng) + senh(ng).

Mas, por (6),
Vb1

cosh ¢ +senh ¢ = = + 3

Entao, qualquer que seja n, nao importa se par ou impar, temos

1 b Ly +Fy
( +2\/3) = (cosh ¢ + senh ¢)" = coshng + senhng = +T\/5
Portanto
L,+F,V6 1 (o K
2 272(1{)(‘/5)
k=0
3] 125
£
2 2 2 = \2k+1

Considerando dos dois lados da igualdade os termos com V5 e os termos sem V5, segue o resultado.
No tltimo passo acima usamos que se a+bV5 = c+dV5, com a, b, c,d € Q, entdao V5 = (a—c)/(d—b),
e , portanto, a=c e b =d, devido a irracionalidade de V5. |

45 " sBm
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A préxima identidade resulta das férmulas para o cosseno hiperbélico e para o seno hiperbdlico de
uma soma.

Proposicao 7. Seja n > m.
(i) Se m for par, entdo Fpim + Fyom = FuLy,.

(ii) Se m for impar, entdo Fpym + Fom = LnFo.

Demonstra¢dgo. Suponhamos que m seja par. Consideremos o caso n impar. Entao, n+m e n—m
sao ambos impares. Portanto

2cosh ((n+m) In @) 2cosh ((n—m) In ¢)
Fosm = € Fom= .

V5 V5

Entao, utilizando as férmulas dadas na tabela no inicio,
4 cosh(nIn ¢) cosh(mIn ¢)
v .

Foom +Fnm =

Como n é impar e m é par, temos
_ 2cosh(nln ¢)

Fy
V5

Ly = 2cosh(mln ¢).
Logo Frym + Foom = Fuli.

Os outros casos sao analogos. O

Corolario 1. Para qualquer n > 0, Fo, = L Fy,.

Observagao 2. A partir da defini¢ao é imediato verificar que
senh(-x) = —senhx, Vxe€R,

isto é, o seno hiperbdlico é uma fungao fmpar. Combinando este fato com (4), temos que

cosh(nx) + senh(nx) = (coshx + senhx)" = Z (E) cosh™ ¥ x - senh® x. (12)
k=0
¢ n
cosh(nx) — senh(nx) = Z (E) (-1)* cosh™ ¥ x - senh® x. (13)
k=0

Somando (12) e (13), obtemos
L] 0
cosh(nx) = (2k) cosh™ 2 x . senh?* x. (14)
k=0
Subtraindo (13) e (12), temos
L254] 0
senh(nx) = Z (2k 1) cosh™ 251 x . senh?+! x. (15)
k=0 * -
46 ns! SBM
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Proposigao 8. Para quaisquer m e n naturais,

n-1
1 L2

_ L n n—1-2k (T2 4 _1ym\k
Fum = Fuo 5o ;) (2k+1)Lm (L2, —4(-1)™),

Brietzke

Demonstrag¢ao. Comegamos com o caso m par. Temos que n - m também é par e, por (15),

2 senh(nm In ¢)
an = =
V5

o LZZ:J( N
V5 & \Zk+1

L25*]

) cosh® V"2 (mIn ¢) - senh?*! (m1n ¢)

2 senh(mIn ¢) n 19k 9 k
S — cosh™ (mIng) - (cosh*(mlng)—1)
V5 o (2k+ 1)
. L“ilJ N Lo\ L?n,l k
T Lk 2 4

== .
_ A 2 n—1-2k
=Fu 5oy ;‘) (2k+1) (L2, - 4) Lo 12k,

Dividimos o caso m impar em dois subcasos, conforme a paridade de n. Supondo m e n impares,

temos n - m impar e

_ 2cosh(nmln ¢)

an -
V5
2 2 n
= — ( ) cosh™ 2X(mIn ¢) - senh® (mIn ¢)
\/Skzo 2k

_ 2cosh(m

V5

Como n é impar, podemos chamar n—1— 2k = 2j. Ficamos com
n—1

2
Fom =Fu - j:ZO (n B il, 2j) cosh® (m1In ¢) - senh™ "% (m1n ¢).

Usando combinagoes complementares, temos

_ . n 2j . n-1-2j
Fom =Fun Z (2j N 1) cosh®(m1In ¢) - senh (m1n @)

=Fn- ( 'n )(SenhZ(m Ing¢) + l)j -senh™ "% (mn ¢).
= 2j+1

47

= ;) (21) cosh™ 1 2(mIng) - (cosh?(mIn¢) - 1)*.
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Logo,
L2521 9 j n-1-2j
n L L
an:Fm' . —+1 —
2 ) (e (5)
1 L n
=Fpn — L2 +4) L2t
on-1 JZ;J (2j+1)( +4)

Finalmente, consideramos o caso m impar e n par. Temos que n-m é par e
2 senh(nm In ¢)
L2t ]
\/_ Z (2k N 1) cosh™ "2 (mIn ¢) - senh?*! (m In ¢)
L2t ]

- 2eodhiming) Z (2k 1) cosh” 2 2¢(m1n ¢) - senh®** (m In ¢)

V5

L2t

n—2—2k
L2 — 2k+1
ZO 2k+1)\ 4 2

k
F 1 LHTJJ n L 4 2272 L2k+1
=Fu oy ), (2k+1)( +4)
k=0
-2-2k
Fazendo j = n—, temos

2
ey

n 2 jrn-1-2j
pr] kZ:,J (nlgj) (L +4) L ™ 7

Tomando combinagao complementar,

an =Fm :

I.an
1 n ; ;
Fom=Fn-— § L2 4.]er;11 2J~
21171 & (2] + 1) ( mt )

Assim, em todos os casos, obtemos a mesma expressao (16).

Brietzke

Observagao 3. A referéncia bésica sobre a relacdo entre identidades de funcoes de hiperbdlicas e
identidades de Fibonacci é o artigo [4] de E. Ehrhardt, de 1983, onde, em particular, sdo apresen-
tadas as expressoes (8) e (9) para as sequéncias de Fibonacci e de Lucas. Esse artigo foi publicado
na revista The Fibonacci Quarterly, que é a principal publicagao sobre nimeros de Fibonacci e
questoes relacionadas. No entanto, aparentemente o assunto ficou soterrado debaixo de uma tor-
rente de outras informacoes, tanto que retornou depois de duas décadas, sem fazer referéncia ao

trabalho de Ehrhardt. Em 2005 Richard Askey, em [1], encontrou a expressao

1+5
2 9

Fn= inf/g senh (nlog(ig)), onde ¢ =

48
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que é muito semelhante a (1). Acreditamos que (1) seja mais elementar, pois evita o uso de
logaritmos de nimeros complexos, que inclusive ndo sao unicamente definidos.

Em 2007 (ver [8]), a férmula de Askey foi usada para dar uma nova demonstracao de que, se m
divide n, entao F,, divide F,. Mas, novamente, foi uma demonstracao por indugao sem obter
explicitamente F,, como um fator de F,,.

Em 2003 (ver [2]) uma expressao similar foi obtida

_i .
F,=i"1 sen (n arccos( 2 ) e L, = 2i" cos (n arccos(fl)).
sen (arccos(—3)) 2

Um método para a obtencao para as sequéncias de Fibonacci e Lucas dessas expressoes envolvendo
fungoes trigonométricas de argumentos complexos estd explicado na dissertacao de Mestrado [11]
do aluno Bruno Astrolino e Silva e nas referéncias contidas nela.

Um outro indicio de que a relacao entre indentidades de funcoes hiperbdlicas e identidades de
Fibonacci foi praticamente esquecida é que o assunto nao é mencionado em [7], que é uma referéncia
bem completa e atual sobre nimeros de Fibonacci.

5. Uma identidade combinatéria de Gould

Nossa principal aplicacao da representagao dos nimeros de Fibonacci e de Lucas em termo das
fungoes hiperbdlicas vai ser a propriedade de divisibilidade da sequéncia de Fibonacci. Vamos
obter F, explicitamente como um fator de F,, quando m divide n. Para isso, vamos precisar da
seguinte identidade combinatéria de Gould. E muito interessante observar como duas ideias bem
diferentes juntam-se para resolver um problema matematico.

Teorema 1. ([5]) Para quaisquer inteirosn e j com 0 <j < 5],

o)

A identidade (17) ndo aparece na literatura com muita frequéncia. Entre outros lugares, ela aparece
no artigo [5] de H. W. Gould, de 1972, e também numa lista de férmulas do Prof. Gould in 7
volumes, editadas e publicadas online pela Professora Jocelyn Quaintance. A identidade (17) e
também a identidade (22) do Coroldrio 2 abaixo estao em [9], que é o volume 6. Esta é uma colec¢ao
enorme de férmulas sem demonstragoes.

Para provar o Teorema 1, precisamos de algumas coisas ainda.

Definicao 1. Uma fungao f de duas varidveis é simétrica se f(x,y) = f(y,x) para todo (x,y).

Dados a e B reais ou complexos, definimos

p=a+p e q=ap.
a
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Note que p e q sdo fungdes simétricas de (@, 8). Para n natural,

a" + p" e

n+l _ pn+l
@ B

a-p

Brietzke

sdo fungbes simétricas polinomiais de (a, B) e, portanto, podem ser expressas como polindémios em
(p,q) (ver [3], cdp. XXVII, p. 201). E fAcil calcular,

n a,n +ﬁn (an+1*ﬁn+1)/(a’*ﬁ)
02 1

1lp p

2 | p*-2q P’ —q

3 | p®3pq P’ — 2pq

4 | p* —4p°q+2¢° p* - 3p’q+d?

5 | p°~5p’q +5pg? p° — 4p®q + 3pg®

6 | p®6p*q+9p°q®> 2¢® | p° 5p'q+6p*e* 4

7 | p"-7p°q+14p°q® - Tpq® | p” —6p°q+10p3q* — 4pg’

Na coluna do meio, as condicdes iniciais sdo a® + 8% = 2 e a! + B! = p. Na coluna da direita as
condicdes iniciais sdo (a' — 1) /(a—B) =1 e (a? - B%)(a— B) = p. Mas em ambas as colunas cada
termo é igual a p vezes o termo um passo acima menos q vezes o termo dois passos acima. De
fato, é imediato verificar que

a® +ﬁn — p(01171 +ﬁnfl) o q(an72 +ﬂ1172) (18)
¢ 1 ﬂ 1 ﬂ 1 ,8 1
o™l — gt a™ — B° a1l - gn
e s P g Y. g (19)

Usando essa recorréncia podemos facilmente estender a tabela.

Focando na coluna da direita da tabela e considerando s6 os coeficientes, sem os sinais, construimos
o triangulo de niimeros comecando com

el e
S U W N =

@t s

50 LAl
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Note que se movermos a segunda coluna do triangulo um passo para cima, a terceira coluna dois
passos para cima, a quarta coluna trés passos para cima, e assim por diante, vamos obter o tridngulo
de Pascal. Por esta razao, a n-ésima linha do triangulo acima é

I I A O G

Tal ideia é formalizada no préximo resultado.

Proposicao 9. ([3], p. 203) Dados a e B nimeros reais ou complexos e n > 0 inteiro, pondo p = a+f

e q=apf, temos
[5]

gt Z(fl)j (njj)Pnzjqj- (20)

a—pf =

Demonstra¢do. Vamos usar a forma forte do Principio de Indugdo. Suponhamos que, para um
determinado n, valha que, para todo m < n,

L]

m+1 _ pm+1 o
g Bl

j=0
Pela recorréncia (19) e usando a hipétese de inducdo para m =n— 1 e para m = n— 2, temos

+1 7ﬁn+1 B (Zn*ﬂn - a,nfl 7ﬂn71
a—-pf -P a—pf d a—pf
L251]

. [252] .
.nflf‘] ne1-9i i .n727‘] n2-9i i
=» (‘1)J( i )p IRCEEDY (_I)J( i )P e
=0 =0

Na igualdade acima nao precisamos nos preocupar com os limites superiores dos somatérios, pois
a partir de um certo j os coeficientes binomiais se anulam. Entao, podemos até considerar os
somatdérios como sendo para todos os j > 0. Assim,

SRl e gl e

n+1

j=0 j=0
j(n—1-j 2 Jn 1= J n-2j
=3 il . q+> (1) p" g,
=0 ji>1

Na ultima igualdade acima, no segundo somatério foi feita a substituicdo de j por j— 1. A seguir,
juntamos os dois somatdrios, usando que, pela Relagdo de Stifel,

)0

Para ser bem precisos, destacamos o primeiro termo do primeiro somatério, para que os dois
somatoérios passem a ser com j > 1, e assim possam ser juntados. Obtemos

n+1 ﬂn+1 (H ) (Il J) o
- F _ 1)! j
" P +;( ) q.
an

o1 LAl
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Como

= ]_ = s

0 0
segue que
n+1 n+1
ﬁ Z n- .] n 2j
(-1)! i,
j=0

provando que, se valer para todo m < n, entao também vale para n.Isso conclui a indugao. O

Demonstragio do Teorema 1. Aplicamos (20) com @ = 1++vx e 8= 1-+/x. Neste casop = ¢+ = 2
e q=af =1-x. Temos, entao,

L3]

(1+x)7 - (1 - yx)n+t .
o kzo( 1)J( )2 i(1-x)l.

Por outro lado, aplicando o Teorema Binomial,

n+1l

A+VO)™-(1-vO)™ 1 S+l . n+1 .
= —2&2_(])(1()(&) Z( )(1)({)

Logo,
L3)

[5]
Z (2]-:_11) Z( 1)1( )2n 2J(1 X)J
j=0

A seguir, substituindo x por 1 —x, obtemos

13) Lo e .
S gl

j=0
2y n+1\(j .
:ZZ 2+ 1) \r 1%
j=0 r=0 )
_szg( 1)r(n+1)(.]) r
gy 2j+1)\r

No lado direito da igualdade acima, substituimos primeiro j por k e depois r por j; segue que

L3115

oo =g gl

Comparando o coeficiente de x) dos lados da igualdade, segue (17). |

52 = SBM
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Exemplo 1. Vejamos trés aplicagoes da identidade (17) do Teorema 1. Tomando j = 0 em (17),

reobtemos a bem conhecida expressao

Tomando j =1 em (17), temos
L3

n+1
k=2"2(n-1).
24 (2k+1) (n-1)

S (4An+1)\(n+k _ 92 3n
on-2k/\ k | n)
k=0

De fato, substituindo n por 4n em (17), obtemos

i An+ 1) (k) _ o4
2k+1)\j) i)

k=j

Para qualquer n > 0,

Tomando combinagoes complementares, temos
2n .
()l
= 4n —2kj\k—j j
Substituindo k por k + j,
2n-j .
Z:J dn+1 k+k _ 9in-2j 4n—j .
4 \dn — 2k-2jJ\ k j

Em particular, para j = n, temos (21).

Usando o Teorema 1, provamos uma identidade companheira para (17).

Proposigao 10. ([5]) Para quaisquer inteirosne jcom 0 < j < [ 5],

Sl )

k=j
n+1 _[n N n
2k+1) " \2k/ " \2k+1)

=2l ()

j
53

Demonstragao. Como

temos

)

(21)
(22)
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Por (17),

e n
SRR
= 2k +1/\j j
Portanto,
3] . .
e SN R |
I \2k/\j j J
Mas,
(nlj)_ m-1-)! n-2j (n-j! _n2j(nj)
J n-1-2) n-j jm-2)! n-j\j /)
Segue que
L3 . .
-2 )
= \2k/\j n-j j
provando (22). i

Observagio 4. O lado direito da identidade (17)

)
J

tem uma interpretagao combinatéria como o nimero de ladrilhamentos de um retangulo 1xn usando
j dominds (retdngulos 1x2) brancos e n—2j quadrados 1x1 azuis ou vermelhos. De fato, se quisermos
contar de quantas maneiras é possivel ladrilhar um tabuleiro 1 Xn com j dominés e com quadrados,
em primeiro lugar, note que precisaremos usar n — 2j quadrados, pois a soma dos comprimentos
dos j dominés vale 2j. Para efeitos de contagem, podemos colapsar os dominés, transformando-os
em quadrados. Ficamos com um tabuleiro de n —j casas, das quais devemos escolher j casas para
cobrir com dominés colapsados, o que nos da (“T-j) possibilidades. Este é o niimero de maneiras de
ladrilhar um tabuleiro 1 X n com j dominds e n — 2j quadrados. Agora, se vamos permitir que os
n—2j quadrados possam ser de duas cores, vamos ter que multiplicar o coeficiente binomial (n;j) por

28721 M. Shattuck mostou em [10] que o lado esquerdo da identidade (17) corresponde a contar,
por outro método, os mesmos ladrilhamentos, dando assim uma demonstragao combinatéria dessa
identidade, sem fazer calculos.

6. Aplicagao a propriedade de divisibilidade da sequéncia de Fibonacci

Uma sequéncia de inteiros (an)m1 é dita uma sequéncia de divisibilidade se m | n implicar a,, | ay.
>
Decorre do teorema a seguir que os nimeros de Fibonacci formam uma sequéncia de divisibilidade.

N
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Teorema 2. Para quaisquer m,n > 0,

L25* ] no1-k
Fom = Fu - ( . )Lﬁllm‘, se m for impar, (23)
k=0

L25) ho1-k
Fom =Fn - (1)k( 1 )anlQ‘k, se m for par. (24)
k=0

Demonstragao. Por (16),
L251]

1 n ke o1
Fom =F, - —— L2 —4(-1)™) L2k
2117]_ kZ::J) (2k + 1)( m ( ) ) m

Vamos analisar o polinomio

L2z

— L n 2 4(_1\m k_n-1-2k
P(x) = 5y kZ:;) (2k+1)(x A(-1)™m)

Aplicando o Teorema Binomial, temos
L2t

k
_ n KY oki) g 4 (m+1)jon-1-2k
P =57 ), Z(2k+1)(j)x 43 (~1) (mHDisgn 12k,

1
k=0 j=0
Trocando a ordem dos somatorios, obtemos

1 Lest)Legt]

n k\ . . .
- 4 (-1 (m+1)j n7172j.
gn-1 2 (2k+1)(j) D™

=0 k5

P(x) =

Aplicando (17) do Teorema 1, obtemos

L25t)

HOEDY (n jlj)<1><m“>jxn 2,

=0

provando o teorema. O

Observagao 5. E um fato bem conhecido que os numeros de Fibonacci formam uma sequéncia
de divisibilidade, isto é, se m divide n, entao F,, divide F,. No entanto, tanto quanto saibamos,
na literatura isto é sempre provado por indugdo, sem dar explicitamente uma expressao para o
quociente Fy, /Fp,. No Teorema 2, mostramos que

Fom =Fm - Fu(Lm), se m é impar

Fom =Fm - ]?‘H(Lm)7 se m é par,
-
55 " sBMm
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onde F,(x) é o polinémio de Fibonacci

[252]
n-1-k\
Fn(x) = Z ( . )x 12k

k=0

cujos coeficientes sdo uma diagonal do tridngulo de Pascal, e F,(x) é o polinémio de Fibonacci

modificado
[252]

Faco = 3 CoH" "
=0

. )Xn12k'
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O baricentro como ponto critico de uma funcao

Ruthyelen Cristina Machado de Freitas® Rogério César dos Santos® Fabio Couzzi
Velasco®

Resumo

Dada a mediana AM de um triangulo ABC, seja P um ponto deslizante sobre a mesma. Neste
artigo iremos encontrar o ponto sobre AM que otimiza a razao % e também verificar sob que
condicdo tal ponto critico coincide com o baricentro. As conclusées a que chegamos foram que o
ponto critico P é tal que PM = 2S¢ que esse ponto coincide com o baricentro se e somente se
o tridngulo satisfaz a relacao 5BC% = AC? + AB2. Usaremos, para a demonstracdo, o teorema de

Stweart, a Lei dos Cossenos e o Céalculo Diferencial.

Palavras-chave: Razao Otima; Tridngulo; Baricentro; Mediana.

Abstract

Given the median AM of a triangle ABC, let P be a point sliding along it. In this article, we will
find the point on AM that optimizes the ratio % and also verify under which condition such a
critical point coincides with the centroid. The conclusions we have reached are that the critical
point P is such that PM = % and this point coincides with the centroid if and only if the triangle
satisfies the relationship 5BC? = AC? + AB2. For the proof, we will employ Stewart’s theorem, the
Law of Cosines, e Differential Calculus.

Keywords: Optimal Ratio; Triangle; Centroid; Median.

1. Introdugao

No artigo [1] de Bialostocki e Bialostocki (2011), os autores demonstraram que, dada a bissetriz

AT de um triangulo ABC, como mostra a figura 1, e dado P um ponto deslizante na reta suporte

«—
AT, entao os pontos que otimizam a razao % = % sao o incentro I e o ex-incentro I, do tridngulo.

N
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Figura 1: O ponto P na bissetriz AT que otimiza =X é o incentro I.

T2

Bialostocki e Ely (2015) em [2] generalizaram esse problema para qualquer ceviana AT, onde T é

qualquer ponto no interior de BC, nao necessariamente o pé da bissetriz de A. Eles demonstraram,
por caminhos distintos, a seguinte proposicao.

Proposicao 1. Sejam dados quaisquer dois pontos B e C do plano, uma reta 1 nao perpendicular
a BC que passa pelo interior de BC, e O o ponto intersecao da mediatriz de AB com a reta 1,
conforme ilustra a figura 2. Considere ainda a circunferéncia de centro O e raio OB = OC, e Q
a intersecdo dessa circunferéncia com a reta 1. Entao, o ponto sobre a reta 1l que otimiza a razdo

%, com P pertencente a1, € o ponto Q.
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Figura 2: Figura retirada do artigo de Bialostocki e Ely (2015): o problema geral de encontrar o

ponto P na reta | que otimiza a razao E—g, na figura, o ponto Q.

Os trabalhos [3] e [4] de Hajja (2012 e 2017) levantaram outras questdes relacionadas ao tema.

Motivados por esse problema, fizemo-nos a mesma pergunta, porém substituindo a bissetriz AT
da figura 1 ou a reta 1 da figura 2 pela mediana AM da figura 3. Nesse caso, desejamos determinar
sob que condigoes o ponto P na mediana AM que otimiza a razao ;—; coincide com o baricentro G.
No caso da bissetriz, foi provado pelos autores mencionados anteriormente que esse ponto coincide
com o incentro em qualquer triangulo.

N
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Figura 3: Dado M ponto médio de BC, queremos uma condi¢ao necesséria e suficiente para que o
ponto em AM que otimiza % seja o baricentro do triangulo ABC.

2. Lema auxiliar

Vamos precisar do seguinte lema, para podermos enunciar e provar o teorema central do nosso
artigo.

Lema 1. Considere um triangulo ABC de medidas AB = ¢, BC=a e AC =Db, e seja M o ponto
médio de BC, de modo que o angulo @ = /AMC seja menor que noventa graus, conforme ilustra a
figura 3. Seja P qualquer ponto na mediana AM. Seja 'y = PM, que depende da posi¢ao de P na

mediana. Sejam vy = PC e ro = PB. Defina f(y) = % Entao,

a

/=0 e y=+-.
Y=

Ou seja, 0s pontos criticos de f sao +5 = i%.
Demonstra¢do. Vamos demonstrar o lema de duas formas. A primeira, calculando os pontos
criticos de f por meio da derivada. A segunda, por meio da proposicao 1.

N
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Sem perigo de confusdo, vamos identificar y ao seu ponto P correspondente na mediana AM, como
mostra a figura 3. Isto é, dizer que P é ponto critico de f vai significar, para nés, que y = PM é
ponto critico de f.

Feita essa observagao, vamos a prova do lema.
Definindo g(y) = f2(y), observamos que

¢g'=0 = {'=0,
pois:

g =0 = (f?) =0 =
2:f-'=0 =
' =0,

pois a fungao f = ;—; nunca se anula.
Logo, para a prova do lema, basta encontramos os pontos criticos de g, que serao os mesmos de f.

Similarmente & demonstracdo apresentada em [2], podemos utilizar a Lei dos Cossenos para esta-
belecer

a\2 a 32
=y (5) - vgemsa =yt T yacosa
€
9 _ o ()2 a 2, &
2=y +(_) ~2y= cos(180 — @) = y? + — + yacosa.
2 2 4
Logo,

T 2422 vacosa 4v24a 4
1Y T Y _ 4y +a” —4dyacosa

5 = .
y2+ 2 +yacosa 4y2 + a2 + 4yacosa

Calculando g’, obtemos:
g'=
(8y —4acos @) (4y? + a2 + 4yacos ) — (8y + 4acosa)(4y? + a2 — 4ya cos @)

(4y? + a2 + 4ya cos a)?

Entao, lembrando que cos @ # 0, concluimos que
=0 = ¢g' =0 =
32y2 + 8ya? + 32ay? cos @ — 16ay? cosa — 4a® cos @ — 16a’y cos a—
(32y° + 16y2acos a + 8ya” + 4a® cos @ — 32ay? cosa — 16a%y cos? @) = 0
=
32ay? cos @ — 8a3 cosa = 0
=
acos(32y% — 8a?) =0

N
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como queriamos demonstrar.

O

Vamos ver a outra maneira de demonstrar o lema, utilizando a proposicao 1. Observe a figura 4.

Seja 1 a reta AM. Entao, a intersecao da mediatriz de BC com 1 é o préprio ponto M, o ponto
médio de BC. Isso implica que O = M ¢ o centro do circulo com raio OB = OC = 5. A intersegao
desse circulo com a reta | serd o ponto Q na mediana AM tal que y = MQ = §. Pela proposicao 1,
esse é o ponto critico de f, portanto, no caso da mediana.

Figura 4: Outra prova do lema 1 de que o ponto critico Q no caso da mediana é tal que MQ =
por meio da proposicao 1.

a
2

Observe que, como consequéncia do lema 1, se P é ponto critico de f, entao o triangulo BPC
é retangulo em P, conforme ilustra a figura 5, pois um tridngulo é retangulo se e somente se a
mediana com relacao a um lado mede metade desse lado.

ran
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Figura 5: O ponto P em AM que minimiza f = i—; é tal que MP = & e, portanto, BPC = 90°.

Vamos classificar esses pontos criticos y = +2 encontrados.

a
2
Como 0 < @ < 7, sabemos que cosa > 0. Logo, g’ > 0 se e somente se y > § ouy <%, enquanto
que g’ < 0 se e somente se —§ <y < §. Portanto, a fungao g ¢ crescente no intervalo (—c0, %),

decrescente no intervalo (-5, §), e crescente em (5, ).
Assim, § ¢ ponto de minimo e —§ é ponto de méximo da fungao g. Logo, sao de minimo e de
maximo da funcao f, respectivamente.

Vamos calcular f(%) e f(,%)_ Nos triangulos PMC e PMB da figura 5, temos, para o ponto de
minimo §:

2
r% = %(1*008(1)
e
2 2
rg =2 (E) -2 (E) cos(180° — @) =
2 2
2
12 = a—(1 +cosa).
2
Assim,

N
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—cosa+1

cosa+1

r(3)-

Para o ponto de méximo —§, temos que P encontra-se na reta suporte de AM, exterior ao triangulo

):
)

Nl (No]e

ABC, de modo que o angulo CMP vale, agora, 180° -, isto é, 11 é oposto ao angulo 180° —a. Por
outro lado, BMP vale a e, assim, ro é oposto ao angulo a.

a cosa+1 1
f(ii) " N-cosa+1 f(%)

Logo,

3. Resultado principal

Agora sim, vamos ao nosso teorema.

Teorema 1. Considere novamente o triangulo ABC da figura 3 e seja M o ponto médio de BC, de
modo que o dngulo @ = /AMC seja menor que noventa graus. Seja P qualquer ponto na mediana
AM. Seja y = PM, o qual depende da posi¢io de P na mediana. Sejam ry = PC e ro = PB.
Defina f = i—; Entdo, o baricentro G do triangulo ABC € ponto de minimo de f se e somente se

5a2 = b2 + 2

Demonstracdo. Para a ida, a hipétese é que o baricentro P = G minimiza a razao f = % A tese é

que 5a2 = b? +c2.

Como G minimiza f, entao, pelo lema 1, temos que § = GM. Além disso, o baricentro divide a
mediana na razao 2 para 1, logo, GM = %.
Portanto,
3a
AM = —.
2

Sabemos, a partir do teorema de Stewart aplicado a mediana, que
2(b? + ¢?) = 4AM? + a2.

Substituindo, temos:

2
2(b% +¢?) =4(%) +a? =

2b% +2¢% = 9a% +a? =
5a% = b? + ¢

Isso conclui a demonstragao da ida do teorema.

Para provar a volta do teorema 1, vamos supor que
5a% = b% + ¢ (1)
ran
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A tese é que o baricentro G minimiza f.

Seja P o ponto de AM que minimiza f. Entao, pelo lema 1, temos que
a
PM = 3 (2)
Pela relacao de Stewart,
2(b? + ¢?) = 4AM? + a2,
Substituindo a equagao (1), temos:
2(5a%) = 4AM? +a? =

9a2
AM? = —.
4

Finalmente, pela equagao (2), obtemos AM = 3 - § = 3PM, e portanto, P = G, como querfamos
demonstrar.

O
Para os tridangulos tais que 5a? = b% + ¢2, isto é, em que G é o ponto minimo de f, é possivel

calcular cosa do seguinte modo. Primeiro, lembremos que para esses triangulos, vale AM = 373
Logo, observando o triangulo AMC da figura 5, temos:

2
b2=AM2+(g) 72'AM~g-cosa —

2 2
b2=(3—a) +a—72-%-g~cosa/ —

2 4 2 2

10a%2  6a?
b? = 4a f%cosa —
4b% = a2(10 — 6cosa) =

1 4h?
=-(10- =
COS 6( a2 )

_ Ly 2
COSQ’—3 22 |

Esse calculo permite-nos, ainda, obter o valor minimo de f, f (%), em termos de a e b:

f(a)_ Fcosa+1_
2/ cosa+1

-1 (572&%2)+1
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4. Aplicacoes no GeoGebra

3
4a2 — b?
b2 — a2

Freitas, Santos e Velasco

A reciproca do teorema permite-nos obter e esbocar no GeoGebra exemplos de tridngulos cujo
baricentro minimiza f. Observe que, como AMC < 90°, ao considerarmos os tridngulos AMC e

AMB, devemos ter ¢ > b.

Por exemplo, o tridngulo com lados a =13, b =19 e ¢ = 22, no qual

5a2=5.13% =

5-169 =5 (170~ 1) = 850 - 5 = 845

b? +¢? =197 +22° =

(20— 1)% + (20 + 2)% = 400 — 40 + 1 + 400 + 80 + 4 = 845.

A figura 6 ilustra.

67

" sBm

‘SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEM) TIcA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

Freitas, Santos e Velasco

C M B
13

Figura 6: Um triangulo no qual o ponto na mediana AM que otimiza ;—; é o baricentro G.
Calculando o angulo AMC, temos:

AMC = @ = arccos

-

1 572~192 N
arccos 3 132 =~

arccos 0, 2526 ~ 75,96°.

Calculando o valor minimo de f:
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192 - 132

Tz

O valor méximo de f:
a 1
f(f—) ~ —— ~ 1,28.

A figura 7 ilustra uma parte do tridngulo ABC e indica todas essas medidas.

cG

EWD,TS

——— ~ 1,28

Figura 7: Valores méaximo e minimo de f para um triangulo tal que G é ponto de minimo.

Outro exemplo seria um triangulo de medidas a = 52, b =76 e ¢ = 88.

Nesses dois casos, o ponto na mediana que minimiza f é o baricentro do tridngulo ABC, de acordo

com a volta do teorema.

5. Conclusoes

Concluimos portanto que, dados um triangulo ABC, M o ponto médio de BC, P ponto deslizante
de AM, r; = PC e ry = PB, conforme ilustra a figura 8, entdo o ponto de minimo da fungao f = .

¢ y = § e, nesse ponto, sendo a = AMC,

f(a)_ —cosa+1
2/ 7N cosa+1"

69
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O valor méximo de f é ﬁ
3

Também concluimos que esse ponto de minimo y = 2 incide no baricentro se e somente se 5a% =

2
b2 + 2.

A

Figura 8: O baricentro P = G minimiza % se e somente se 5a? = b? + ¢2.

. . . 2 2 . . .
Para um tal tridngulo, o valor minimo de f é f (%) =,/ gz—f‘bz, e 0 maximo o seu inverso multiplica-
tivo.

Como uma observacao final, se Py é o ponto na mediana AM que minimiza f, entao Py nao pode

minimizar r; = PC com P na mediana AM. De fato, se Py minimiza PC e também minimiza £€

PB’
entdo, pelo lema 1, CPoB = CPoM = 90°, 0 que é absurdo.

N
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Explorando QR Codes como Recurso Didatico na
Educacao Matematica

Rodrigo Araujo de Souza® Thainé Lopes Ferreira® Weslaine Herzog Santos®
Alcebiades Dal Col®

Resumo

O objetivo principal deste artigo é promover a compreensao do QR Code e indicar sua relacao com
a Matemadtica. NOs iniciamos com uma explicacao concisa sobre o funcionamento do QR Code,
com énfase nos padroes presentes no QR Code e nos conceitos de bytes e méascaras. Nosso propdsito
¢ mostrar aos estudantes do ensino médio as conexoes entre a matemética escolar e a matematica
aplicada. Além disso, este trabalho compartilha uma proposta didética que estimula a compreensao
do QR Code. Nos destacamos a importancia de despertar a curiosidade dos estudantes, estimulando
seu interesse pela Matemadtica, ao demonstrar como essa disciplina esta intrinsecamente ligada ao
QR Code.

Palavras-chave: QR Code; codificacao; méascara; proposta didatica; binario.

Abstract

The main objective of this article is to promote understanding of the QR Code and indicate its
relationship with Mathematics. We start with a concise explanation of how the QR code works,
with a focus on the patterns present in the QR code and on the concepts of bytes and masks. Our
purpose is to demonstrate to students the connections between school mathematics and applied
mathematics. Moreover, this work shares a didactic proposal that encourages understanding of the
QR code. We emphasize the importance of sparking students’ curiosity, stimulating their interest
in Mathematics, by showing how this discipline is intrinsically linked to the QR code.

Keywords: QR code; codification; mask; didactic proposal; binaries.

1. Introdugao

Na década de 1960, surgiu no Japao a necessidade de um cédigo identificador de mercadorias [1].
Com o rapido crescimento econémico do pais e a auséncia de um cédigo identificador, os comerci-
antes eram obrigados a digitar todos os pregos dos produtos manualmente, acarretando em alguns
problemas de satde. A fim de solucionar a demanda, foi criado o que conhecemos hoje como cédigo
de barras. Porém, com o decorrer dos anos, algumas barreiras vieram a tona, e a principal foi a
limitagao de caracteres, ja que a quantidade maxima era de 20 armazenados.

Apds receber muitos pedidos, a Denso Wave Incorporated (divisao da Denso Corporation encarre-
)
gada pelo desenvolvimento do cédigo de barras) tomou a decisdo de desenvolver um novo cédigo.

@t s
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Dado que o c6digo de barras permitia apenas a leitura em uma dimensao, a ideia inicial era desen-
volver um cddigo bidimensional. Depois de um ano e meio de trabalho, em 1994, a Denso Wave
Incorporated anunciou o lancamento do QR Code. QR Code é uma abreviagao de Quick Response
Code, que significa codigo de resposta rapida em inglés. No cendrio atual, devido a disponibilizagao
gratuita das diretrizes de geragao do cédigo pela Denso Wave e a disponibilidade de scanners em
smartphones, esse codigo passou a ser utilizado em uma ampla gama de tarefas. Essas aplicacoes
incluem desde o gerenciamento de tarefas e estoque até a emissao de boletos e o armazenamento
de informagoes pessoais.

Com este trabalho, iremos abordar de forma sucinta o funcionamento do QR Code, abrangendo
aspectos como o posicionamento dos seus padroes, a codificacao de mensagens e o mascaramento
de dados. Além disso, ao final, apresentaremos uma proposta de sequéncia didatica para explorar
o QR Code em turmas do ensino médio trabalhando as seguintes habilidades presentes na Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) [2]:

e (EM13MAT105) Utilizar as nogoes de transformagoes isométricas (translacao, reflexao, rotagao
e composigoes destas) e transformagoes homotéticas para construir figuras e analisar elementos
da natureza e diferentes produgoes humanas (fractais, construgoes civis, obras de arte, entre
outras).

e (EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacao na implementagao
de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matemaética.

2. Tipos de QR Code

Com a crescente adogao do QR Code, surgiu a necessidade de desenvolver novos tipos de cédigos
para atender a diferentes demandas. Dentre esses tipos, destacam-se o micro QR Code, projetado
para cédigos de tamanho reduzido, com capacidade méxima de armazenamento de 35 caracteres; o
rMQ@R Code, projetado para ser impresso em espacos estreitos, possuindo um formato retangular e
capacidade de armazenamento maior que o micro QR Code; o SQRC, destinado a dados privados,
com aparéncia semelhante ao QR Code convencional, porém ele s6 pode ser lido por leitores
especificos; o FRAME @R, que incorpora uma imagem ao codigo, sendo exemplos populares o QR
Code gerado pelo aplicativo WhatsApp ou Picpay; e, por fim, o QR Code cldssico, que sera o foco
dos nossos estudos nas segoes seguintes.

O QR Code classico possui 40 versoes, variando em tamanho e complexidade. De uma versao
para a versao seguinte tem-se um aumento de 4 pizels em cada dimensdao do quadrado. A versdo
1 tem um tamanho de 21 x 21, totalizando 441 pizels, enquanto a versao 2 possui o tamanho de
25 x 25, resultando em 625 pizels. Seguindo com a progressao vamos até a versao 40 que possui
um tamanho de 177 X 177, totalizando 31.329 pizels. A Figura 1 apresenta exemplos de QR Code
nas versoes 1, 2 e 40. Neste trabalho, a principal versao usada é a de nimero 3 que tem tamanho
29 x 29, com um total de 841 pixels. Os pixels sao pequenos quadrados que estamos utilizando
como unidade de medida de comprimento no QR Code.

Atualmente, nem todo smartphone possui o préprio leitor de QR Code, mas, é possivel realizar a
instalagao de aplicativos leitores, como por exemplo: “Leitor de cédigo QR” disponivel em [4] e
“Scanner de QR Cédigo de Barras” disponivel em [5].

3. Padroes no QR Code e suas fungoes

N
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¥
[m]w.270)

Verséo 1(21x21) Versdo 2 (25x25) Versdo 40 (177x177)

Figura 1: Exemplos de QR Code nas versoes 1, 2 e 40. Fonte: Wikipédia [3].

Uma das principais dificuldades enfrentadas pela empresa durante o desenvolvimento do cédigo foi
alcancar uma leitura rapida e eficiente. Como solucao, foram estabelecidos padroes que deveriam
ser posicionados em locais determinados, com o objetivo de desempenhar fungoes especificas. Nas
subsecoes a seguir, iremos detalhar a fungao e o posicionamento dos padroes destacados na Figura 2.

Figura 2: Posicionamento dos padroes. Fonte: Produgao dos préprios autores.

3.1. Padroes de localizagao

Os padroes de localizacao estao destacados na Figura 3 e sdo blocos quadrados de tamanho 7 X 7
pizels posicionados no canto superior esquerdo, canto inferior direito e canto inferior esquerdo,
totalizando trés blocos. Cada bloco é composto por trés quadrados de mesmo centro: o quadrado
externo preto de tamanho 7 pizels por 7 pizels, um quadrado branco de 5 pizels por 5 pizels e um

74 " sBm

‘SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
’MATEMATICA

A. Souza, L. Ferreira e outros

quadrado preto sélido de 3 pizels por 3 pizels.

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

Figura 3: Posicionamento dos padroes de localizagao. Fonte: Producgao dos préprios autores.

,

A funcao dos padroes de localizacao é orientar o scanner quanto & direcdo em que a leitura deve
ser realizada. O leitor de QR Code é capaz de identificar o padrao de localizagdo por meio da
detecgao da proporcao de 1:1:3:1: 1, conforme ilustrado na Figura 4, por isso, é possivel ler
QR Codes rotacionados.

Figura 4: Proporgcao 1:1:3:1:1. Fonte: Producao dos préprios autores.

3.2. Separadores

Os separadores sao conjuntos de pizels brancos, com um pizel de largura, que sao colocados ao redor
dos padroes de localizagao para separa-los do restante do QR Code. Esse padrao esta destacado
em branco na Figura 5.
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01234567 89 101 1213141516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

Figura 5: Posicionamento dos separadores. Fonte: Produgao dos préprios autores.

3.3. Padroes de alinhamento

Os padroes de alinhamento consistem em blocos de 5 pixels por 5 pizels e eles devem estar presentes
em codigos de versao maiores ou iguais a 2. O bloco é composto por um tnico pizel preto inscrito
em um quadrado branco de 3 pizels por 3 pizels que por sua vez estd contido em um quadrado
externo preto de tamanho 5 pizels por 5 pizels, todos com o mesmo centro. A funcao dos padroes
de alinhamento é semelhante a dos padroes de localizacao.

O posicionamento dos padroes de alinhamento segue uma configuracao predefinida, determinada
com base na Tabela 1. A tabela determina onde o centro do padrao deve ser disposto, os nimeros
representam coordenadas de linha e coluna.

Versao Centro Versao Centro Versao Centro
2 6| 18 15 6126 |48 | 70 28 6 \ 26 \ 50 \ 74 \ 98 \ 122
3 6 | 22 16 6126|5074 29 6130 |54 |78 | 102 | 126
4 6 | 26 17 6130|5478 30 6126 |52| 78104 | 130
5 6 | 30 18 6|30 |56 | 8 31 6130 |56 |82 108 | 134
6 6 | 34 19 6|30 | 58 | 86 32 6|34 |60 |86 | 112 | 138
7 6|22 38 20 6341|6290 33 6|30 |58 |83 | 114 | 142
8 6 | 24 | 42 21 628 |50 72|94 34 6 ]34 ]62|90 | 118 | 146
9 6 | 26 | 46 22 6126|5074 |98 35 6130 |54 | 78| 102 | 126 | 150
10 6 | 28 | 50 23 6|30 |54 | 78] 102 36 6124 |50 | 76| 102 | 128 | 154
11 6|30 | 54 24 6|28 | 54| 80 | 106 37 6|28 | 54|80 | 106 | 132 | 158
12 6| 32|58 25 6|32 |58 |84 110 38 6|32 |58 |84 | 110 | 136 | 162
13 6| 34| 62 26 6|30 |58 |86 | 114 39 6126 |54 |82 110 | 138 | 166
14 6]26]46] 66 27 6]34]62]90]118 40 6[30]58]86]114] 142170

Tabela 1: Posicionamento dos padroes de alinhamento. Fonte: Produgao dos proprios autores.

Por exemplo, os ntimeros vinculados a versao 3 sao 6 e 22, entao os centros dos padroes devem
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ser colocados em (6, 6), (6, 22), (22, 6) e (22, 22), lembrando que a contagem comega da linha 0
e coluna 0 (canto inferior esquerdo). Porém, os padrées de alinhamento ndo podem sobrepor os
padroes de localizagao ou os separadores. A Figura 6 exibe a localizacao desses padroes na versao 3
do QR Code. Os trés padroes de alinhamento destacados em vermelho sobrepoe os localizadores,
por isso, apenas o padrao de centro (22, 22) é mantido.

16
15|
14
13
12
"
10|

01234656789 1011213141516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

Figura 6: Posicionamento dos padroes de alinhamento na versao 3 do QR Code. Fonte: Produgao
dos préprios autores.

3.4. Padroes de temporizagao

Os padroes de tempo sao duas linhas de um pizel de largura que conectam os padroes de localizagao.
Essas linhas intercalam entre as cores pretas e brancas, comegando e terminando com um pizel da
cor preta. Seu comprimento depende da versdo usada, mas o padrao horizontal sempre é colocado
na 62 linha do QR Code, enquanto o vertical sempre é colocado na 62 coluna do QR Code, como
mostrado na Figura 7. A funcao desse padrao é auxiliar na leitura das linhas e colunas, bem como
confirmar a versao do cédigo.

01234567 89 1011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

Figura 7: Posicionamento dos padroes de temporizagao. Fonte: Produgao dos préprios autores.
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3.5. Correcgao de erro

Os codigos corretores de erros detectam e corrigem erros. Os pizels destacados na Figura 8 sao des-
tinados ao armazenamento do nivel de corre¢ao de erro que sera usado na codificagao da mensagem.
O método de corregao de erros usado no QR Code é o chamado cdédigo de Reed-Solomon [6].

A Figura 9 mostra os niveis de correcao de erro listados em ordem crescente. E importante ressaltar
que quanto maior o nivel de correcao de erro, maiores serao as chances dos leitores de QR Code
decodificarem com sucesso a mensagem contida em um QR Code danificado.

28|

27,

26|

;i NIVEL DE CORRECAO DE ERRO|BITS | PIXELS |PORCENTAGEM DA CORRECAO
23

2

21

20l L (LOW) 01 5 7%
19)

18

17,

16

15

14 W (MEDIUM) 0o H 15%
13

12

Q (QUARTILE) 11 I 25%
H (HIGH) 10 i 30%

N O S

0123456 78 9 1011 121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

Figura 8: Posicionamento do padrao de Figura 9: Niveis de corre¢ao de erro e sua repre-
correcao de erro. Fonte: Producao dos sentacao em pizels. Fonte: Produgao dos préprios
préprios autores. autores.

3.6. Tipo de armazenamento de dados

No canto superior direito é posicionado um quadrado de 2 pizels por 2 pizels, como destacado
na Figura 10, cuja funcao é determinar o tipo de caracteres contido na mensagem. A Figura 11
mostra os principais tipos de decodificagao de dados usados e suas representagoes em pizels.

O modo numérico é utilizado para representar digitos decimais de 0 a 9. Ele é ideal para codi-
ficar informacGes numéricas, como numeros de telefone ou cddigos de identificagao. Ja o modo
alfanumérico permite representar uma variedade maior de caracteres, incluindo algarismos, letras
maitsculas, alguns caracteres especiais e espagos. Esse modo é adequado para codificar mensagens
que contenham combinagoes de ntimeros, letras maitsculas e certos simbolos. O modo byte é mais
abrangente, permitindo niimeros, letras maiisculas e minisculas, simbolos, dentre outros caracte-
res presentes na codificagdo de caracteres ISO 8859-1 [7, 8]. Por fim, o modo Kanji é especifico
para a lingua japonesa, permitindo a codificagao de caracteres Kanji. E utilizado principalmente
em QR Codes destinados ao publico japoneés.

Para selecionar o tipo de armazenamento de dados mais adequado, é necessario analisar as necessi-
dades especificas da mensagem. Por exemplo, se a mensagem consistir apenas de letras maitsculas,
o modo alfanumérico serd suficiente, embora seja possivel codificar a mensagem usando o modo
bytes.

an
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TIPO BITS| PIXELS

gg NUMERICO | 0001 E
ALFANUMERICO| 0010 Eﬂ
BYTE 0100 E
KANJI 1000 Ei
ECI 0111 E

0123456 789 101 121314 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

Figura 10: Posicionamento do padrao
de armazenamento de dados. Fonte: Figura 11: Tipos de armazenamento de dados.
Producao dos proprios autores. Fonte: Producao dos préprios autores.

3.7. Dark module, string de formato, informacgao de versao e Quiet Zone

O dark module é um tnico pizel preto posicionado na coordenada (((4 V) +9),8), onde V é a
versao do QR Code. Assim, o dark module sempre fica localizado acima do canto superior esquerdo
do separador inferior direito. A Figura 12 mostra a versdo 7 do QR Code com o dark module na
coordenada (37, 8).

A string de formato é um conjunto de pizels composto por 15 pizels, como destacado em verde na
Figura 12. Sua fungao é fornecer informagdes sobre a correcao de erros, méascara (estudaremos na
Segao 5) e versao do cédigo. A criacao da string é feita a partir da sequéncia de 5 pizels corres-
pondentes & correcao de erro e méascara, com o uso do método de correcao de erros Reed-Solomon.
Nao iremos entrar em detalhes sobre esse processo por envolver diversas divisoes polinomiais, mas
as possiveis combinagdes estao listadas no site de tutorial [9].

A informacao de versoes sdo dois blocos localizados préximos ao padrao de localizagdo, como
destacado em azul na Figura 12, sendo que um bloco tem tamanho 6 pixels por 3 pixels e outro
bloco tem tamanho 3 pizels por 6 pizels. Apenas as versées 7 ou maiores possuem tal padrao. Sua
funcao é indicar a capacidade de armazenamento de dados e a versao do QR Code.

Os trés padroes mencionados nesta subsegao sao adicionados quando as outras etapas responsaveis
pela criagcao do QR Code estiverem feitas.

Por fim, a Quiet Zone, que significa Zona Tranquila em inglés, é uma area em branco ao redor do
QR Code que fornece espago de seguranga e ajuda na leitura correta do cédigo pelos leitores.

4. Bytes

Uma vez selecionado o tipo de codificagao de dados a ser utilizado, é realizada a etapa de com-
posicdo da mensagem de acordo com a tabela de codificacdo associada ao modo escolhido. E
importante ressaltar que a mensagem codificada deve ser transformada da base 10 para a base
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02122 23 24 25 25 27 23 20 30 31 32 33 34 35 35 37 38 30 40 &1 42 43 24 45 48 &7 48

Figura 12: Posicionamento dos padroes dark module, string de formato e informacao de versao.
Fonte: Producao dos préprios autores.

2. Para exemplificar o procedimento, tomaremos a palavra “engragadinho” (Tabela 2). Como a
mensagem ¢é formada por letras minusculas e caracteres especiais, o modo de codificagao preferivel
é o modo byte, por isso seguiremos a tabela ISO 8859 [7, §].

Letra | Codificagao em decimal | Codificagao em binario
e 101 01100101
n 110 01101110
g 103 01100111
r 114 01110010
a 97 01100001
c 231 11100111
a 97 01100001
d 100 01100100
i 105 01101001
n 110 01101110
h 104 01101000
o 111 01101111

Tabela 2: Codificacao da palavra “engracadinho”. Fonte: Produgao dos préprios autores.

Apébs o processo de codificacao dos dados, a palavra-cédigo deve ser transformada em byte. Cada
caractere é armazenado em um byte, e cada byte é composto por 8 bits. Caso o caractere nao
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detenha 8 bits, sdo acrescentados 0’s a esquerda, até que o byte esteja completo. Antes de prosse-
guirmos, é necessario salientar que o niimero 0 representa um pizel branco, enquanto o nimero 1
representa um pizel preto.

Os bits sao lidos em um padrao de ziguezague percorrendo-se os modulos individuais do QR Code
de acordo com a direcao escolhida, que pode ser de baixo para cima ou de cima para baixo. Na
Figura 13 apresentamos as possibilidades de leitura dos bits e na Figura 14 mostramos um exemplo.

<> — N
SSE 8|7 1]0
6|5 110
=
= oS
;_ ~— 413 o111
211 110
Figura 13: Padrao ziguezague. Fonte: Figura 14: Exemplo de codificacao da letra “e”.
Produgao dos préprios autores. Fonte: Produgao dos préprios autores.

Apébs gerar a mensagem final em bits e organiza-la na ordem correta, é necessario colocar os bits
na matriz do QR Code, seguindo uma estrutura especifica. Antes de proceder com a estruturagao
da mensagem na matriz, é preciso montar o primeiro byte, conhecido como indicador de contagem
de caracteres. Esse byte representa o numero de caracteres que estdo sendo codificados somado
um, pois o indicador deve ser considerado parte da mensagem, e é uma sequéncia de bits derivada
da conversao desse nimero para sua representacao bindria. Por exemplo, se a mensagem original
contém 12 letras, o indicador de contagem de caracteres ird mostrar o valor 13 que em binéario, é
representado por “00001101”. A Figura 15 mostra o indicador de contagem na cor cinza.

- @ 3 o

- a0 0 o

o =T 5

o = N W s o N ©

0123 456 7 8 910 111213 14 1516 17 18 19 20

Figura 15: Estruturacao da mensagem no QR Code. Fonte: Produgao dos préprios autores.
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Retomando a estruturacao da mensagem na matriz, & esquerda do cédigo que indica o tipo de
dados utilizado, inserimos o indicador de contagem de caracteres, seguido da mensagem original.
Em algumas versoes, a cadeia de bits final pode nao ser longa o suficiente para preencher o nimero
total de bits na matriz. Nesse caso, é necessario adicionar um certo nimero de 0 ao final da
mensagem para alcancar o comprimento correto. Esses 0 adicionais sao conhecidos como bits
restantes.

Para estruturar a mensagem da Tabela 2, escolhemos a versao 1 do QR Code, pois ela possui
capacidade suficiente para acomodar a nossa mensagem. Nessa versao, sao adicionados 4 bits
restantes ao final da mensagem. Se a sequéncia de bits restantes for menor que 4 bits para atingir
o final do QR Code, devemos adicionar apenas o ntmero de zeros necessarios para atingir o
comprimento desejado. Apds a sequéncia de zeros, a mensagem é repetida.

Durante a insergao dos bits na matriz, quando um padrao de fungao é encontrado, todos os médulos
ocupados sao ignorados até que o préximo mddulo nao utilizado seja alcancado. Da mesma forma,
quando o padrao de alinhamento é encontrado, os mdédulos que fazem parte desse padrao sao
pulados, e a insercao dos bits continua em uma diregao descendente.

A Figura 15 apresenta um exemplo da estruturacao de uma mensagem no QR Code. O caminho
percorrido pelos leitores de QR Code ao ler a mensagem é representado pela linha ciano. A leitura
da mensagem comega a partir do padrao de armazenamento de dados e segue em ziguezague. Ao
“caminhar” sobre o primeiro segmento da linha um padrao de localizacao deve estar a esquerda.

5. Mdscaras

O mascaramento de informagoes é uma técnica aplicada aos dados codificados no QR Code, com
o propésito de torna-los mais legiveis e evitar grandes proporgoes de pizels da mesma cor juntos.
Existem oito padroes de méscaras disponiveis, cada um com o objetivo de modificar a aparéncia
final do QR Code de diferentes formas. Cada maéscara possui uma férmula que determinara se o
pizel serd preto ou branco (veja a Tabela 3); se a férmula funcionar, entao o pixel serd preto.

Maéscara | Bits Férmula
0 000 (1+)%2=0
1 001 i%2=0
2 010 (HN%3=0
3 011 i+)%3=0
4 100 ([G/2] +1j/3])%2=0
5 101 (G*+)%2) + (1 %))%3) =0
6 110 | ((G*)%2) + ((1%))%3))%2=0
7 111 | ((G+)%2) + (A= ))%3)%2=0

Tabela 3: Formula e representacao em bits das mascaras. Fonte: Produgao dos préprios autores.

Na Tabela 3, o simbolo i representa a linha, o j representa a coluna, a % representa o resto da
divisdo e o simbolo [] representam o “maior inteiro menor que”.

Cada pizel da méascara possui uma fungao especifica: o pizel preto inverte a cor do pizel original,
enquanto o pizel branco mantém a cor do pizel original. Essa técnica pode ser compreendida como
a sobreposi¢ao da mascara sobre a mensagem original, resultando na soma dos valores correspon-
dentes a cada pirel na mensagem. Nesse contexto, o pizel preto representa o valor 1, e por isso
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ocorre a inversao de cor, enquanto o pizel branco representa o valor 0, mantendo a cor original,
lembrando que na base 2, 1 +1 =0.

E importante ressaltar que os padroes de méascara devem ser aplicados exclusivamente na men-
sagem, essa restricao garante que os padroes relevantes para a interpretagao e decodificacao da
mensagem nao sejam afetados pelo mascaramento.

A Figura 16 mostra a aplicacdo da mdscara 2 em uma parte da nossa mensagem e a Figura 17
mostra a posicao onde o padrao de méscara deve ser colocado.

24|
23]
22
21
20|

MASCARA

PEDACO QUALQUER:

Figura 16: Exemplo de aplicagao da mascara 010. D123 456 70 101121116 11118 1920 7 2223 24 2520 21 2

Fonte: Producao dos préprios autores. - -
¢ prop Figura 17: Posicao do padrao de

méscara. O padrao é definido pela co-
luna Bits da Tabela 3. Fonte: Produgao
dos préprios autores.

O gerador de QR Code seleciona a mascara mais adequada aplicando uma série de penalidades.
Para determinar a melhor méscara, o gerador testara individualmente cada uma delas e escolhera
aquela que apresentar a menor penalidade. A Tabela 4 apresenta essas penalidades.

Grau da penalidade Caracteristica
1 Grupo de cinco ou mais bits da mesma cor em uma linha (ou coluna).

2 Area 2 X 2 de médulos da mesma cor na matriz.
3 Padroes semelhantes aos padroes de localizacao.
4 Grande quantidade de pizels pretos ou brancos.

Tabela 4: Penalidades. Fonte: Produgao dos préprios autores.

E importante destacar que as penalidades sao aplicadas em todo o cédigo, incluindo todos os
padroes mencionados anteriormente, mesmo que a mascara nao seja aplicada nesses padroes es-
pecificos. Isso significa que as penalidades sdo consideradas globalmente, levando em conta a
estrutura completa do QR Code, a fim de garantir a melhor legibilidade e deteccao do cédigo pelos
leitores.

A Figura 18 mostra o QR Code final da nossa mensagem. E possivel fazer a leitura deste QR Code
com um leitor e obter a mensagem “engracadinho”.
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Versao do QR Code: Versao 1;

Canto inferior esquerdo dos padroes localizadores posicio-
nados em (0,0), (14,0) e (0,14);

Tipo de armazenamento de dados: Byte;

Dark module posicionado em (13,8);

Nivel de corregao de erro: M;

Mascara: 110.

Figura 18: QR Code final da mensagem que construimos gerado por aplicativo [10].

6. Proposta didatica

A proposta didética foi organizada em quatro partes, cada uma correspondendo a uma aula. A
primeira aula aborda a conversao decimal-binario, a segunda aula trata da transformagao binario-
bytes, a terceira aula concentra-se na construcdo do QR Code, e a quarta aula aborda o masca-
ramento da mensagem. Ao fim da proposta, foi organizada uma atividade complementar opci-
onal destinada ao aprofundamento do entendimento sobre matrizes com o auxilio do QR Code.
Recomenda-se que as atividades sejam conduzidas com alunos do ensino médio, sendo aconselhédvel
a divisao da turma em grupos para promover uma participacao mais ativa e colaborativa durante
as aulas.

6.1. Aula 1: Conversao decimal - bindrio

O objetivo dessa aula é compreender o processo de conversao de um numero que estd na base
decimal para a base bindria, onde serao apresentadas duas abordagens diferentes de conversao, a
fim de enriquecer a compreensdo do processo.

Atividade disparadora para aula: Escolha um nimero e transforme-o em binério.

e Método das divisoes sucessivas

O método de conversao consiste em dividir o nimero, que estd em base decimal, sucessivamente
por 2 e analisando o resto resultante de cada divisdo. A seguir, expomos o passo a passo usando o
nimero decimal 101 como exemplo. Como mostrado na Figura 19, o nimero 101 seré dividido por
2, de modo que obtemos quociente 50 e resto 1 (circulado em vermelho); em seguida, o nimero
50 sera dividido por 2, gerando quociente 25 e resto 0; o método segue assim até chegarmos em
um quociente igual a 0.

Agora, lemos os restos da divisao de baixo para cima, ou seja o resto da ultima divisao até a
primeira, para obter o nuimero bindrio equivalente: 101 = (1100101);. Uma boa maneira de
relembrar a direcao em que o nimero deve ser lido é pensando na maior e menor poténcia. O
resto da ultima divisao corresponde & maior poténcia de 2, logo faz sentido imaginar que esse
resto equivale ao digito mais a esquerda.
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Figura 19: Método das divisoes sucessivas. Fonte: Producao dos préprios autores.

e Método de decomposicao em poténcias de base 2

Esse método consiste em decompor um niimero na base decimal em suas poténcias de 2, partindo
da maior poténcia possivel que ainda “caiba” no ntumero e, em seguida, utilizando poténcias
menores até alcancar o valor desejado.

Para o passo a passo usaremos o numero na base decimal 101 como exemplo novamente. A
poténcia de 2 mais préxima do decimal que serd convertido é 26 = 64. Agora pensaremos em
outra poténcia menor que somado ao 64 chegue préximo ao 101, 2° = 32. Assim, nds jé temos
64 + 32 = 96, porém ainda nao alcancamos 101, que é nosso objetivo, entao continuaremos
fazendo o mesmo. Observe que nao é possivel utilizar 2* pois equivale a 16 e 64 + 32 + 16 = 112,
entao terfamos que recorrer a poténcias menores. Repetindo o mesmo pensamento seria possivel
utilizar: 26,25 22 29 Dessa forma, 64 +32+4+ 1 = 101. Veja a Tabela 5.

2T [26 725 [ 28 [23 2221 20
128164321168 4] 211
0 1] 1loflol1]o0]1

Tabela 5: Decomposi¢ao do decimal 101. Fonte: Produgao dos préprios autores.

Esta atividade possibilita a apresentacao da base bindria de forma contextualizada. Esta linguagem
é usada para gravar comandos no processador de um computador (EM13MAT405).

6.2. Aula 2: Transformacao bindario - bytes

Inicialmente, os alunos devem escolher uma mensagem para codificar e acessar o site [7] para
identificar qual nimero na base decimal esta associado a cada caractere selecionado.

Atividade disparadora para aula: Defina uma mensagem e transforme em bytes Figura 20.

LETRA |BINARIO|BYTE| LETRA [BINARIO|BYTE| LETRA |BINARIG|BYTE| LETRA |BINARIO|BYTE

Figura 20: Exemplo de tabela suporte. Fonte: Producao dos préprios autores.
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Ja com a mensagem escrita em binério, preencha a tabela da Figura 20 lembrando da disposigao
dos bits em bytes como visto na Secao 4. A seguir temos um exemplo do que deve ser feito usando
a mensagem “engragadinho”.

LETRA |BINARIO|BYTE| LETRA |BINARIO|BYTE| LETRA |BINARIO|BYTE| LETRA |BINARIO|BYTE
e 1100101 r 1110010 a 1100001 n 1101110
n 1101110 a 1100001 d 1100100 h 1101000
g 1100111 [+ 11100111 1101001 o 1101111

Figura 21: Gabarito da atividade com a mensagem “engragadinho”. Fonte: Produgao dos préprios
autores.

Esta atividade permite que os estudantes entendam como um computador organiza os bits em sua
meméria (EM13MAT405).

6.3. Aula 3: Construgao do QR Code no plano.

Neste ponto da sequencia didética, veremos o QR Code tomando forma. Queremos preencher uma
regido plana limitada, cujo tamanho serd definido pela versdo do QR Code, com pizels pretos e
brancos que levarao em consideragao os padroes e a mensagem que temos.

Atividade disparadora para aula: Construa o QR Code no plano seguindo as coordenadas referentes
a cada padrao, registre esses dados e estruture a mensagem no plano cartesiano.

A Tabela 6 contém informagoes de coordenadas de alguns padroes, onde V representa a versao
do QR Code escolhida pelo aluno. Observe que algumas células estdo em branco, no entanto, é
possivel inferir as coordenadas referentes a essas células a partir dos padroes que estao destacados,
e para descobrir as coordenadas dos padroes de alinhamento basta seguir a Tabela 6.

Padrao Coordenada
Canto inferior esquerdo do padrao
localizador inferior esquerdo (0,0)
Canto inferior esquerdo do padrao
localizador inferior direito ([(((V-1)-4+21)-7],0)
Canto inferior esquerdo do padréo localizador superior | (0, [(((V —1) x4) +21) -T7])
Dark module ([(4%V)+9],8)

Pixel qualquer de cada separador
Pizel qualquer de cada padrao de temporizagao
Pixels do padrao de correcao de erro
Pizels do padrao de armazenamento de dados
Pizel qualquer da string de formato

Tabela 6: Tabela de coordenadas. Fonte: Produgao dos proprios autores.
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Em seguida, com tabela similar & da Figura 20 e a Tabela 6 preenchidas, estruture o QR Code no
plano cartesiano da Figura 22. E importante lembrar das dreas reservadas e estruturacao adequada
da mensagem, como visto nas Secoes 3.7 e 4, respectivamente.

0123456 7 8 910111213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

0123456 7 8 91011121314 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Figura 23: Gabarito da atividade com a men-
Figura 22: Exemplo do plano cartesiano. sagem “engracadinho”. Fonte: Producao dos
Fonte: Produgao dos préprios autores. préprios autores.

Esta atividade exige que posicionemos os bytes correspondentes a cada caractere da mensagem no
QR Code por meio de translagoes, reflexdes e rotagoes (EM13MAT105).

6.4. Aula 4: Mascaramento da mensagem

O ultimo passo para finalizar a sequéncia didatica serd a aplicagdo de uma das méascaras apresen-
tadas anteriormente na Tabela 3.

Atividade disparadora para aula: Aplique a méscara determinada ao seu grupo a sua mensagem.

Cada grupo recebera uma das oito méscaras presentes na Tabela 3 e devera aplicd-la na estrutura
montada no plano cartesiano seguindo as orientagbes da Secao 5. Para finalizar, adiciona-se as
strings de formato e informagao de versao.

Repare que o QR Code que construimos, presente na Figura 26 condiz com o QR Code da Figura 18.

Esta atividade estimula a realizacao de operagoes na base binaria. Tais operagoes sao realizadas
rotineiramente pelos computadores em todos os seus processos (EM13MAT405).

A fim de promover a reprodutibilidade do nosso trabalho, disponibilizamos as planilhas usadas
na construcao dos QR Codes apresentados neste trabalho [11]. Desse modo, outros estudantes e
professores poderao reproduzir e adaptar os QR Codes aos seus propdsitos.

N
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Figura 24: QR Code original.
Fonte: Producao dos préprios
autores.

R L L L
{f "snll "snll "snl "wal "mal
Tl 'l il 'l
AR el IR Dy "

012345670 9101 121314151817 19 19 20 21 22 23 24 25 26 27 26 29 30

Figura 25: Madscara (110).
Fonte: Producgao dos proprios
autores.

A. Souza, L. Ferreira e outros

1920 2122 2324 25 26 27 26 29 30

Figura 26: QR Code final.
Fonte: Producao dos préprios
autores.

6.5. Aula extra

Esta aula pode ser usada como uma aula completar para que os alunos vejam outras funcionalidades
das matrizes e de suas operacoes.

Orientagoes: Como sugestao de atividade complementar, podemos explorar a representagao de um
QR Code como uma matriz. Nessa atividade, cada pizel do QR Code sera associado a uma entrada
em uma matriz, em que o branco serd representado pelo nimero 0 e o preto pelo nimero 1.

O R = = =
—_ o o oo
_= O = O O
O = O OO
SO~ O

Figura 27: Matriz associada ao canto superior direito do QR Code da Figura 23. Fonte: Produgao
dos préprios autores.

Além disso, podemos aplicar o mascaramento do QR Code utilizando a soma de matrizes na base
2. No exemplo a seguir, a primeira matriz é a mesma da Figura 27, a segunda matriz é associada
a méascara 110 e a terceira é o resultado do mascaramento.

10 0 0 0 101 10 0 01 10
10 0 0 1 001 11 101 1 0
1 01 01 + 11 1 11 = 01 010
10 0 1 0 11100 01 1 10
01 100 0 01 01 01 0 01

7. Conclusao
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Nossa expectativa ao elaborar esse artigo foi de, por um lado, explicar como funciona um instru-
mento presente no nosso cotidiano, e, por outro lado, mostrar onde a Matematica encontra-se nesse
assunto e como ela contribui para a eficicia e utilidade do QR Code. Ao explorar a intersecao entre
a tecnologia e a Matemaética, pudemos perceber como os algoritmos e os principios matematicos
contidos sao essenciais para a criagao e decodificagao dos QR Codes. A medida que continuamos
a avancar em um mundo cada vez mais digital, o QR Code certamente desempenhara um papel
fundamental em nossa interacdo com a informagado. Portanto, esperamos que com este artigo,
tenhamos fornecido informagoes suficientes para cativar professores e estudantes.
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Maximizacao Angular
(revisitagao ao problema de Regiomontanus)

Antonio Cardoso do Amaral® Sandoel Vieira®

Resumo

Este trabalho apresenta uma solucao elementar para o problema de Regiomontanus, que consiste
em encontrar a distancia entre um observador e uma parede que tem um quadro (pintura) pen-
durado, de modo que o dngulo de visdo seja maximo. A solucdo apresentada no artigo utiliza
apenas conceitos bésicos de geometria, em particular, a semelhanga de tridngulos. Além disso, o
trabalho compara a solucao elementar proposta com solugdes mais sofisticadas que utilizam célculo
e otimizagdo. O artigo apresenta uma soluc@o simples e eficiente para um problema classico de
otimizagao em geometria. Para encerrar, trazemos uma reflexao acerca das abordagens de proble-
mas na sala de aula de Matematica, sob a ética do conceito de problematizagao, no escopo do que
definimos como uma abordagem problematizada.

Palavras-chave: Otimizacao; Regiomontanus; Geometria Elementar; Problematizagao.

Abstract

This paper presents an elementary solution to the Regiomontanus problem, which consists of
finding the distance between an observer and a wall with a hanging frame (painting) in such a
way that the viewing angle is maximized. The solution presented in the article uses only basic
concepts of geometry, particularly the similarity of triangles. Furthermore, the paper compares the
proposed elementary solution with more sophisticated ones that involve calculus and optimization.
The article offers a simple and efficient solution to a classical optimization problem in geometry.
Finally, we provide a reflection on problem-solving approaches in the mathematics classroom,
from the perspective of the concept of problematization, within the scope of what we define as a
problematized approach.

Keywords: Optimization; Regiomontanus; Elementary geometry

1. Introdugao

O termo Regiomontanus vem da expressao “Montanha do Rei”, como era conhecida a antiga cidade
de Konigsberg (na antiga Prussia), hoje Kalinigrado, uma regiao exclave da Rissia, localizada na
costa do Mar Baltico entre a Polonia e a Lituania.

Foi nessa regiao montanhosa da antiga Prissia onde viveu, no século XV, o matematico e astronomo
Johann Miiller von Kénigsberg (1436-1476). Certamente por isso, Johannes Miiller passou a ser
conhecido pela alcunha de Regiomontanus.

@%s
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Regiomontanus [4] foi um dos matemadticos mais importantes do século XV, e pode ter sido o
primeiro matemaético a problematizar questoes sobre maximos e minimos. Um problema muito
conhecido e atribuido a Regiomontanus trata da maximizagao de um angulo segundo ver-se uma

pintura pendurada em uma parede. Na pagina da Wikipedia, [6], traduzido para a lingua portu-
guesa, encontra~-se uma versao:

Uma pintura estda pendurada em uma parede. Dadas as alturas da parte superior e
inferior da pintura acima do nivel dos olhos do espectador, qual distancia da parede o
espectador deve ficar para maximizar o angulo subtendido pela pintura e cujo vértice
estd aos olhos do espectador?

(Wikipedia, 2023)

O problema sugere intuitivamente que o maior angulo de visao nao estara muito longe nem tao
proximo da parede.

omyord —

eye level

Figura 1: Representagdo Geométrica. Fonte: Wikipedia [6]

O problema de maximizagao do dngulo (de Regiomontanus) ndo é muito desconhecido, normal-
mente é utilizado como situagao-problema em livros de Célculo no estudo sobre Otimizacao. Em
[5], exatamente na pégina 303, hd uma interessante variacao do problema:

M. Um observador permanece em um ponto P, distante uma unidade
de uma pista. Dois corredores iniciam no ponto S da figura e cor-
rem ao longo da pista. Um corredor corre trés vezes mais rapido
que o outro. Encontre o valor maximo do dngulo 6 de visao do ob-
servador entre os corredores. [Dica: Maximize tg 6.]

P

e,

1\ g

Figura 2: Variagdo do Problema de Regiomontanus. Fonte: Stewart [2017, p. 303]
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O problema de maximizagdo de um angulo, frente a um anteparo fixado, pode se apresentar em
diferentes aplicagoes da matematica, mas nao precisa que a situacao-problema tenha sua resolugao
restrita & matéria do ensino superior.

O interesse em olhar para essa questao bem particular foi motivado por uma lista de proble-
mas apresentada na segunda versdo do Programa de Aperfeigoamento de Professores Olimpicos
(Prolimpico) — Projeto organizado pelo Instituto Nacional de Matemadtica Pura e Aplicada (Impa).
O Prolimpico é um programa que “visa oferecer treinamento gratuito para professores de ma-
tematica de todo o Brasil, abordando assuntos relativos as olimpiadas de matematica do ensino
bésico” [3]. Em funcao da pandemia da Covid-19 suas atividades ocorreram de forma remota entre
os dias 23 de fevereiro e 04 de margo de 2021.

A ideia de escrever este texto partiu da tentativa de resolver o 1ltimo problema da primeira lista
do nivel B. Essa lista de problemas é organizada para professores do Ensino Fundamental (anos
finais) e Ensino Médio. Logo, um problema cuja resolugdo esperada privilegia, eventualmente, o
uso dos recursos elementares de Geometria Plana.

2. O Problema apresentado no Prolimpico

O quinto problema da primeira lista de atividades causou estranhamento entre os participantes,
pois a maneira mais trivial de abordéa-lo sugeria o uso da trigonometria em sua resolucao. No
entanto, tradicionalmente, a trigonometria nao faz parte das “ferramentas” comumente utiliza-
das pelos estudantes olimpicos. Isso levou a busca por uma solugao que exigisse uma dose de
engenhosidade mais ou menos incomum.

A seguir a versao apresentada na lista.

Em uma parede hd uma grande pintura. A borda inferior da pintura estd a uma
distancia b do chdo, e a borda superior estd a uma distancia a do chao. Um obser-
vador, do chao, quer mazimizar o angulo com o qual consegue ver a pintura. Em
outras palavras, se P € um ponto no chao e A e B sao os limites da pintura, quer-
se mazximizar o angulo APB. A qual distancia da parede deve ficar o observador?
(Prolimpico, 2021)

O problema é exatamente o de maximizacao do angulo de Regiomontanus. Para melhor ilustrar,
a figura a seguir expressa o observador em duas posicoes distintas (P; e Ps), e a pintura (AB).

Figura 3: Problema 05 - Prolimpico - Nivel B. Fonte: Construgao Nossa
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Elaboramos diferentes resolugoes para o problema: desde a resolugdo com recurso ao uso de de-
rivadas a solugdo considerada a mais engenhosa (aquela que recorre apenas ao uso de geometria
elementar). Para encerrar apresentaremos uma solugdo que emerge da manipulagdo geométrica a
partir do software Geogebra especialmente da exploragao do conceito de Lugar Geométrico.

2.1. Resolugao com recurso a trigonometria e uso de derivadas.

Na nossa abordagem, Figura 4, o observador esta indicado por P, as alturas dos extremos inferior
e superior, B e A, por b e a; e a distancia do observador a parede, por x. Desse jeito, se APO = «,
BPO = B, teremos, para cada valor de x no intervalo [0, c0), uma variagao 8(x) = a—f no intervalo

[0,7/2).

Figura 4: Resolugao por derivada. Fonte: Construcao Nossa

Pela figura, e pelo uso das relagoes trigonométricas,

a b
tana — tan B X x X
tan 6(x) = t -B) = = = (a—h)- :
anf(x) = tan (a - B) T+ tana  tang 1+Z_’“.E (a—b) Zah
X X
Ou seja, para x € [0, ), teremos
tand(x) = (a—b) - f(x), (1)

onde f(x) = x/(x% + ab).

N
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Uma vez que a fungdo [0,7/2) 3 6 — tan é crescente e 0 < 6(x) < /2, maximizar 6(x) equivale
a maximizar tan 6(x); e como (a—b) é uma constante real, o problema reduz-se a maximizar f(x).

Para otimizar a funcao [0, ) 3 x + f(x), e para a melhor interpretacao das regioes de monotoni-
cidades de f, usaremos o cédlculo da derivada de f. Ora,

>0, se 0 < x < Vab
=O7sex=\/% ,
<0, se x> Vab

ab — x?

o0 = avane

obtemos que f é crescente no intervalo [0, Vab] e decrescente no intervalo [Vab, o], assumindo
entao o valor de maximo no ponto x = Vab tornando-se a medida x de OP para o angulo méximo
de Regiomontanus, veja a Figura 5. A saber, por (1) obtemos que o dngulo de maximizagao é dado

a
por 6 = arctan (

2vab

) no intervalo [0, 7/2).

b - — — -

Figura 5: Comportamento da funcao f. Fonte: Construgao Nossa

2.1.1 Com recurso a desigualdade das médias aritmética e geométrica.

+
Dados x e y reais a desigualdade (vx - +/y)? > 0 resulta em % > /Xy, ocorrendo a igualdade

se, e somente se, x =y. Temos, portanto, uma das identidades mais usadas em matematica para a
solucao de problemas: a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica com respeito a dois
numeros reais x e y.

Desigualdades sao um excelente recurso a resolugao de problemas de maximos e minimos. Por
isso, queremos destacar uma solugao, ja conhecida para o problema de Regiomotanus, que usa a
desigualdade entre as médias aritmética e geométrica. Nessa solucao seguiremos a mesma linha de
raciocinio do inicio da anterior.

Voltamos a Equagao (1): tan8(x) = (a—b)-f(x). Agora, em vez de recorrer ao calculo de derivadas
para o processo de maximizagao, recorremos ao uso de desigualdades. Para tanto, reescrevemos a

N
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funcdo f como
X 1

x2+ab ab’
X

f(x) =

onde x > 0 é a medida do segmento OP. (E claro que x = 0 néo é o caso de méxima visualizacao
do angulo de observagao).

Novamente, para que tan 6(x) (respectivamente 6(x)) seja mdximo, é suficiente que f(x) seja ma-

.. . . a . .
ximizado, e isso ocorre quando o denominador x + — assume o menor valor possivel. Para isso,
X

. a . . .
considerando os termos x e —, a desigualdade acima diz que:
X

+ab

X+ —

—XZ\,X‘@:>X+@22Vab
2 X X

- a ab ,
E o menor valor da expressao x + — ocorre quando x = —. Isto é, quando x = Vab.
X X

2.2. Resolugao por Poténcia de Pontos.

Apresentaremos agora a resolucdo que usa conceitos ensinados no Ensino Fundamental — espe-
cialmente nos treinamentos olimpicos para o Nivel 2 (8° e 9° anos). E uma solucdo geométrica
considerada bastante elegante. E, depois de feita, considerada fécil, claro!

A rigor, alunos olimpicos sao treinados para encontrar solucoes para problemas dificeis utilizando
a menor quantidade possivel de contetidos curriculares. Portanto, eles nos surpreendem com sua
capacidade e sagacidade ao serem capazes de enxergar respostas que nao sao tao simples de iden-
tificar.

Com essa abordagem, podemos analisar um problema mais amplo do que aquele que foi inicialmente
apresentado:

Em uma parede hd uma pintura. A borda inferior B da pintura estd a uma distancia
b do chao, e a borda superior A estd a uma distincia a do chdo. Um observador
P, em uma reta L(a) formando um dngulo a € (0,7) com a parede, quer mazimi-
zar o dngulo APB com o qual consegue ver a pintura, veja Figura 6. (Prolimpico
adaptado, 2021)
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Figura 6: Problema de Regiomontanus adaptado. Fonte: Construgao Nossa

A resposta ao problema surge inevitavelmente da constru¢io de um circulo tangente a reta L(a)
no ponto P, passando pelos pontos A e B.

Para tal solucao, provaremos que o angulo 6 = APB de vértice P, ponto de tangéncia da reta L(a)
com o circulo, é o angulo maximo de visualizacao do segmento AB. Ora, se P; é um ponto a
esquerda de P na reta L(a), Figura 7, 0 = ACB é um angulo externo do triangulo BCP, (A’CTS
e APB sdo angulos inscritos que “enxergam” o mesmo arco). Logo, pelo Teorema do Angulo
Externo, 6 é maior do que AP.B. A verificagao é analoga para o caso de um ponto a direita de P.

Figura 7: Angulo Externo. Fonte: Construgao Nossa

Com a certeza de que 6 é maximo exatamente no ponto P de tangéncia, precisamos apenas deter-
minar a medida x do segmento OP. Para isso, usaremos a definicao de Poténcia de Ponto de um
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ponto dado O, Figura 8, em relagdo a uma circunferéncia.

Definigao 1. Em um mesmo plano, dado um circulo y de centro C e raio r, e um ponto O fora dele,
denotaremos Pot, (0) = (OC)? - r? como a Poténcia de Ponto do ponto O em relagao a y.

Proposicao 1. Se t ¢ uma reta que passa por O e cortay em A e B, entdo Pot,(O) = OA - OB.

Demonstragao. Os angulos A’B’A e A’BA sdo congruentes (compreendem o mesmo arco ﬂ)
Logo, teremos AOB’A ~ AOBA’. Portanto,

OB"  OA P , B 9 9
OB — OA’ = 0A-OB=0A"-0OB"=(0C~-r1)-(0OC+r1)=(0C)= —r*.
Concluindo que Pot, (O) = OA - OB. O

Figura 8: Poténcia de Pontos. Fonte: Construgao Nossa

O que ocorre de fato aqui é que ha uma importante invariante. Ora, a Poténcia de Ponto do ponto
O em relagao ao circulo y é indiferente, independentemente da reta secante. Se t é tangente ao
circulo, A = B, Pot, (0) = (OA)? = (OB)2.

Voltando ao problema, especialmente na Figura 7, concluimos que (OP)2 = OB - OA, ou seja,
x = Vab. Para calcularmos o angulo de maximizacao APB = 0(a) € (0, ) usaremos duas vezes a
Lei dos Cossenos. Inicialmente nos tridngulos AOPB e AOPA, obtendo (PB)? = ab+b?~2bVab cos @
e (PA)2 = ab + a2 — 2aVabcose. E, finalmente, no triangulo AAPB, em que o angulo 6(a) fica
determinado como:

4ab — 2Vab(a + b) cos @
2\/b(a +b)—2bVabcosa - \/a(a +b) —2aVab cosa

cosf(a) =

(2)

Para o problema de Regiomontanus inicial, onde o observador P est4 sobre o chdo (eixo horizontal),
ou seja, quando a inclinagio da reta L(@) é a = 7/2, temos que o dngulo de visualizacdo méxima
do observador é dado por

6(n/2) = arccos (iﬁ) € [0,m).
98 @@= sBm
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Além disso, a partir da expressdo (2), podemos inferir o angulo @ € (0,7) que a reta L(a) deve
formar com o eixo vertical, de modo que o angulo de méxima visualizacdo de um observador na
reta L(@) seja um angulo reto, isto é, 8(a) = n/2. Vale destacar que o angulo é dado por:

@ = arccos

€ (0,7/2).

3. A solucgao elementar impulsionada por uma uma proposicao

Outra forma de buscar a solugao para o problema de Regiomontanus consiste em encontrar inicial-
mente a medida 6 do angulo méaximo de visao em termos de a e b, para depois encontrar a medida
x de OP.

Nossa solugao comega com a construcao do circulo passando por P, O e B — com o software
GeoGebra. Ao ativar a funcao “rastro” do ponto Q, que é de intersecgao do circulo com o segmento
AP, e deslizar P na reta horizontal, emergem questoes sobre a trajetoria do ponto Q). Neste caso, a
sugestao mais razoavel é afirmar que o ponto Q tem sua trajetoria sobre o semicirculo de diametro
AB.

A A A
Q
Q
Q
B B B
=] 0 P (0] p (0]

Figura 9: Lugar Geométrico do ponto Q. Fonte: Construcao Nossa

Antes de prosseguir, cabe destacar a importancia de questionar, conjecturar, indagar e, sobretudo,
problematizar. Do ponto de vista do ensino, esse ultimo termo engloba todos os processos que
criam possibilidades para a construcao de conhecimento, sem ignorar qualquer participagao, erros
ou a auséncia de saberes especializados.

H4 estudos que apontam a formagao do professor que ensina matematica para os requisitos de
um ensino que privilegia uma abordagem problematizada em detrimento aquela que segue um
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circuito fechado de etapas preestabelecidas, colocando o estudante como espectador e, sobretudo,
reprodutor de conteidos.

Por matemdtica problematizada, entendemos uma concepciao de possibilidades ma-
temdticas, situadas em diversos contextos e prdticas historicos e sociais de producao
e de mobilizacdo de saberes e de formas de estar no mundo. Uma abordagem de
matemdtica de forma problematizada privilegia a producdo de sentidos e de afetos,
em lugar da exposi¢ao de fatos, procedimentos e informacaoes.

(GIRALDO, 2019)

A solugao apresentada nesta secao oferece-se como uma possibilidade de abordagem capaz de criar
condigoes para conjecturar, testar e pesquisar proposicoes auxiliares que sejam titeis para obter a
resposta desejada. Portanto, é relevante para uma abordagem na sala de aula de matematica.

Para dar continuidade & resolucao do problema de Regiomontanus, utilizando a geometria dindmica
COMO recurso, provaremos a conjectura percebida, de modo que uma simples proporcao, originada
da semelhanca entre dois tridngulos, forneca a solu¢ao desejada (Figura 10).

J4 que PB é diametro do circulo (pois POB é reto), ou seja, PQB é reto, a verificagdo da afirmagao
de que o ponto Q tem sua trajetéria sobre o semicirculo de didmetro AB é verdadeira, porque o
triangulo AQB é retangulo em Q.

Dessa construgao, surge o angulo 6 de maximizagao de Regiomontanus, como mostrado na Figura
10. Ora, QPB e QOB sao angulos inscritos que compreendem o mesmo arco (BQ), logo, sao
congruentes. Como o circulo de didmetro AB é fixo, o angulo 6 é méximo exatamente quando
a reta que contém OQ é tangente ao circulo, ou seja, no momento em que o tridngulo AMOQ é
retangulo (em Q).

Figura 10: Maior Angulo de Visdo. Fonte: Construcio Nossa

Observagao: Se, de alguma maneira, o problema envolver o calculo de 8 em termos de a e b, o
ran
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triangulo retangulo AOQM fornece essa resposta, uma vez que as medidas de dois de seus lados
sao conhecidas.

Sendo 6 o angulo maximo de Regiomontanus, para calcularmos a medida x de OP, mostraremos
inicialmente que os tridngulos retangulos AAPO e APBO s&o semelhantes. De fato, como

BQO + BQM = OQM = 90° = AQB = AQM + BQM,

temos BQO = AQM = MAQ. E, portanto, BPO = OAP (observe que BQO e BPO séao angulos
inscritos que “enxergam” o mesmo arco). Logo,

OA OP a

OP-OB " x-p X" Vab

X
b
4. Consideragoes Finais

O problema da maximizacao do dngulo de Regiomontanus, cuja abordagem foi escolhida para este
trabalho, apresenta-se de tal forma que os objetos matematicos aqui revisitados sdo importantes
tanto do ponto de vista de suas fungées quanto pelo potencial das possibilidades de uso e recur-
sos matematicos na resolugao do problema. Embora nao possamos afirmar com certeza o papel
central do matemdtico Johannes Miiller, que viveu no século XV, na resolugao do problema do
angulo maximo de visao frente a um anteparo fixado, nem saibamos quem o resolveu pela pri-
meira vez, temos certeza de que todo o conhecimento apresentado aqui para solucionar o problema
foi construido levando em consideracao contextos histéricos e sociais. Portanto, foi um trabalho
coletivo.

Essa compreensao da construgao do conhecimento nao pode ser dissociada da pratica do professor
na sala de aula, ou seja, criar oportunidades para discutir como os assuntos sao abordados na sala
de aula e tomar decisdes coletivas como parte do papel do professor. Davis e Renert [1], apud
Giraldo [2], estabelecem uma visdo mais ampla do papel do docente:

Professores nao sao agentes periféricos que tém como funcdo transmitir passiva-
mente uma matemdtica estabelecida. Ao contrdrio, sao participantes vitais na produgao
de possibilidades matemdticas.

(DAVIS e RENERT, 2009)

Essa visao enfatiza o alinhamento do trabalho do professor com a capacidade de tomar decisoes
que lhe é proépria, ou que deve ser, como parte do reconhecimento profissional e do dever de
reivindicagdo. Além disso, de acordo com Giraldo [2], uma abordagem nao problematizada, que
segue um ritual de etapas predefinidas, se distancia significativamente da verdadeira produgao
cientifica, que, rigorosamente, envolve incertezas e erros durante sua elaboracao.

Esperamos sinceramente ter contribuido para a reflexao sobre as abordagens em sala de aula de
diversos contetidos de ensino. Escolhemos um problema classico de otimizagao que se apresenta
com potencial didatico na aula de Matematica. As varias possibilidades de resolucao, apoiadas em
conceitos de diferentes areas, dependendo da escolha para a solugao, demonstram como problema-
tizar, no sentido de desnaturalizar, e sair do padrao tradicional de abordagens, assemelhando-se
mais aos problemas que surgiram ao longo do tempo e que puderam ser traduzidos em novos
conhecimentos.
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Estudando funcgoes e algoritmos por meio de origamis

Alice Kozakevicius'® Maite Kulesza2®

Resumo

Neste trabalho as dobraduras feitas em papel obtidas pela técnica japonesa de origami sao conside-
radas como ponto inicial para definir e apresentar exemplos concretos de fungdes e suas compostas.
Conceitos basicos como dominio, contradominio e imagem de uma fungao sao ilustrados via ma-
terial concreto. A partir das dobraduras em origami, sdo explorados conceitos e definigdes como
funcdo injetora, funcdo sobrejetora e funcao inversivel. Além disso, observa-se que os origamis
sdo exemplos naturais para composicao de fungoes e para a obtencdao da inversa dessas fungoes
compostas. A contribuicao da abordagem do conceito de funcao via origami aparece também na
apresentagao intuitiva e ludica da definigao de algoritmo, rotinas e sub rotinas.

Palavras-chave: origami; fung¢ao composta; funcao inversivel; algoritmo sequencial.

Abstract

In this work, the paper folds obtained by the Japanese origami technique are considered as a
starting point to define and present concrete examples of functions and their composites. Basic
concepts like domain, range, direct and inverse image of a function are illustrated via concrete
material. From the folds made via origami, concepts and definitions such as injective function,
surjective function and invertible function are explored. In addition, origamis are natural examples
for composition of functions and for obtaining the inverse of these composite functions. The
contribution of the approach to the concept of function via origami is in the intuitive and playful
presentation of the definition of algorithm, routines and subroutines.

Keywords: origami; composite function; invertible function, sequential algorithm

1. Introdugao

O estudo de fungdes é um dos pontos centrais no Ensino de Matematica e é abordado desde o
inicio da formalizagao e sistematizagao dos conteidos, tanto no Ensino Fundamental quanto no
Ensino Médio [11]. Uma parte relevante na abordagem sobre fungoes é a construgao de exemplos
nas mais variadas dreas de aplicacdo, assim como em situagoes do cotidiano [23].

Quanto ao ensino de algoritmos e logica de programacao nas escolas brasileiras, nas ltimas trés
décadas muito tem sido pensado e feito para o desenvolvimento de metodologias de ensino adequa-
das para esses e outros tépicos referentes & computagao [10]. Segundo [10], as primeiras experiéncias

!Parcialmente apoiado por UFSM
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educacionais com a liguagem LOGO remetem aos anos 90, seguidas pelas interfaces amigaveis e
o desenvolvimento de ferramentas computacionais visando o perfil do usudrio no inicio dos anos
2000, até uma ampla insercao da disciplina de programacao em escolas de Ensino Fundamental
e Médio apds 2015. A busca por abordagens lidicas para a apresentagdo de conceitos da drea
de computagao tem sido frequente tanto em disciplinas de programacao de cursos superiores [26],
quanto em escolas de Ensino Médio e Fundamental [2], [24].

Neste sentido, o primeiro objetivo deste texto é propor uma apresentagao dos conceitos e definigoes
fundamentais envolvendo fungées a partir de exemplos concretos, construidos de forma lidica por
meio de origamis. Em especial, os conceitos de dominio e imagem de uma fungao tornam-se
palpéaveis pela percepcao da transformagao da folha plana no inicio do processo e o origami obtido
como resultado de todas as dobras realizadas. Como segundo objetivo, consideram-se os origamis
como exemplos-chave para a definicdo do conceito de algoritmo. Novamente, a natureza sequencial
das dobras feitas em papel ilustra de forma imediata o conceito de algoritmos sequenciais, nos
quais o resultado em um passo intermediario é utilizado para a obtencao de um novo resultado no
passo seguinte, até a obtencao do resultado final que caracteriza o passo final do algoritmo.

Origami (do japonés: ori, “dobrar”e, kami, “papel”) é a tradicional e secular arte japonesa de
dobrar o papel, criando representacoes de determinados seres ou objetos com as dobras geométricas
de um pedago de papel. Ha registros de que o origami tradicional japonés tenha sido praticado
desde o Periodo Edo (1603-1868). Originalmente, ndo havia convengoes ou restri¢oes quanto a
forma ou dimensoes do papel utilizado, sendo permitido até mesmo o corte do papel durante a
criacao do objeto. No entanto, a partir da década de 1950, houve uma divisao entre a abordagem
tradicional e uma abordagem criativa e sistematizada, proposta por Akira Yoshizawa [21], o que
deu inicio a uma formalizagao e axiomatizacao das agoes envolvidas nas dobras.

Além disso, a percepcao de regras e propriedades matemdticas envolvidas nas construgoes via
origami nao é algo recente. Um trabalho relevante nesta linha data de 1893, quando T. Sundara
Rao publicou Geometric Exercises in Paper Folding, no qual ele utilizava dobraduras em papel para
ilustrar demonstragoes de construgoes geométricas, originalmente desenvolvidas pelo uso de régua
e compasso. A utilizagdo de origamis para a verificacao de propriedades geométricas e resultados
matematicos remete a estudos iniciais do século 19. Ja em 1936, Margharita P. Beloch mostrou
que certos tipos de dobraduras permitiam a resolugao de uma equagao cubica qualquer por meio
de origamis [15].

No entanto, foi apenas na década de 1980 que Humiaki Huzita constatou que todas as dobraduras
feitas no papel poderiam ser formuladas apenas com um conjunto de 6 operagoes basicas, dando
origem a formulagao axiomatica para origamis, denominados Axiomas de Huzita. Em 2021, um
sétimo axioma foi adicionado por Koshiro Hatori [16], reformulando a denominagao para Axiomas
de Huzita-Hatori. Essa axiomatizacao abriu as portas para uma formulagao algébrica e 1égica das
dobraduras em termos de operacoes matematicas, ou seja, funcoes. Mais especificamente, fungoes
polinomiais [12].

Para aqueles que fazem origami é natural o surgimento de perguntas que, em tltima anélise, sao
de natureza matemadtica [15]. Existe um procedimento mais simples para dobrar uma determinada
figura? De que parte do papel quadrado original formam-se as asas de um inseto obtido via
dobraduras? Qual o tamanho de papel para se fazer uma cadeira que se encaixe a uma mesa
que também foi feita de origami? E possivel fazer um besouro de origami com seis pernas e duas
antenas a partir de uma unica folha de papel quadrada? Existe um procedimento preciso para
dobrar um papel em cinco tiras iguais?
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Questdes como essas impulsionaram (e seguem impulsionando) o desenvolvimento de uma abor-
dagem computacional para os problemas de dobraduras em papel. No inicio da década de 1990,
o trabalho seminal de Robert Lang [7] revolucionou a maneira que o processo de idealizagdo das
dobraduras vinha sendo realizado até entao. Lang propds técnicas computacionais para se projetar
objetos ricos em detalhes, de tal modo que esses pudessem ser construidos via origami, ou seja,
dobraduras a partir de uma tnica folha de papel, seguindo apenas os 6 axiomas de Huzita. Além
disso, questoes ainda mais sofisticadas foram propostas por Lang em relacdo a dobraduras e suas
propriedades computacionais. Ele desenvolveu um programa de computador que pode projetar
toda a sequéncia de dobras necessdrias para se construir uma figura “qualquer”via origami. Isso
fez com que Robert Lang conseguisse criar animais de origami que eram considerados impossiveis
anteriormente [18].

Recentemente, a teoria matematica envolvendo origamis tem sido aplicada para produzir uma
incrivel variedade de aplicacbes praticas. As novas tecnologias que estao sendo desenvolvidas
incluem projetos de produtos de papel que nao envolvem adesivos, melhores formas de dobrar
mapas, desdobrar telescépios espaciais e velas solares, sistemas de software que testam a seguranca
de embalagens de airbag para fabricantes de automéveis e sistemas de inteligéncia artificial auto-
organizados [21].

Este trabalho introdutério tem como objetivo utilizar origamis simples e seus diagramas na apre-
sentagao de conceitos sobre fungoes, de tal maneira que as dobraduras possam servir de fonte
de inspiracao para a compreensao e classificacdo de fungoes e operagoes com fungoes, como com-
posicao e inversao. Além disso, exploram-se conceitos iniciais de programagao, como algoritmos
sequenciais, formulados via rotinas e subrotinas.

2. Um pouco da histéria do Origami

O Origami é conhecido mundialmente como uma arte japonesa e, de fato, foi no Japao que essa
técnica foi desenvolvida e, através de sua cultura e tradigoes, difundida e consagrada como ex-
pressao artistica e religiosa. No entanto, de acordo com vérios levantamentos histéricos [14],
sabe-se hoje que o origami desenvolveu-se paralelamente em muitas partes do mundo, e que a
origem das dobraduras confunde-se com a prépria histéria do papel [8] .

O papel foi inventado na China por volta de 105 d.C e durante muito tempo seu uso ficou restrito
a essa regiao. Foram monges budistas que levaram o papel para o Japao, onde, inicialmente, como
papel era um artigo muito caro, ficou restrito a uma pequena parte da aristocracia samurai. No
século 14, seguiram-se os primeiros registros de origami, com dobraduras utilizadas como oferendas
aos deuses e colocadas em altares ou ainda como envelopes de presente nos nascimentos, casamentos
e mortes.

Por outro lado, o papel, juntamente com as especiarias, foi levado pelos mouros para o Ocidente,
e, chegando na Espanha, foi também dobrado virando uma arte conhecida como papiroflexia [14].
Dessa forma, o origami foi se espalhando pelo mundo ao longo dos séculos como uma cultura oral,
muitas vezes associada a brincadeiras e jogos infantis ou como uma ferramenta pedagdgica. Um dos
pioneiros em utilizar dobraduras para estimular a aprendizagem foi Friedrich Froebel, na Alemanha,
no século XIX [6]. Ele, além de ter criado o conceito de jardim de infancia (kindergarten), utilizou
as dobraduras como método para ajudar na compreensao de elementos da geometria e ensino por
meio de jogos.

Na América Latina, a porta de entrada do origami foi através da imigracao espanhola [13]. No
Brasil, ainda que se imagine que o origami tenha chegado por meio da imigracao japonesa, prova-
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velmente as primeiras dobraduras foram trazidas pela imigracao espanhola, via regides de fronteira
com a Argentina [17]. Além disso, vdrias outras técnicas de dobraduras de papel foram trazidas
por imigrantes alemaes e italianos no século XIX.

Assim, muitas das brincadeiras com papel que permanecem vivas ainda hoje sdo herangas culturais
esculpidas e forjadas em séculos de interagao. Quem nunca pegou um papel, um guardanapo e fez
dobras neles? Quem nunca dobrou um chapéu ou um barquinho? Ou jogou “Céu e Inferno”[1]?
Esse jogo que é uma dobradura de papel com faces marcadas com numeros, cores e figuras é
utilizado aqui no Brasil para fazer uma adivinhacao, mas, no Japao, além de ser o brinquedo
pakupaku [5], esse origami é também usado como um porta-doces. Na verdade, é surpreendente
pensar que a mesma dobradura tenha talvez outro significado ou aplicagao dependendo do local,
ou mesmo que tenha sido inventada em momentos completamente diferentes da histéria ou em
locais diferentes, por individuos que nunca interagiram entre si. E esse é mais um ponto em
comum do origami com a matematica que se desenvolve independentemente em lugares diferentes,
estabelecendo os mesmos resultados.

No entanto, até o inicio dos anos 50, faltava ao origami uma linguagem mais padronizada e que
pudesse fazer com que seus modelos chegassem a todos. Foi Akira Yoshizawa quem sistematizou
uma simbologia e procedimentos para o origami que permitiram que os modelos fossem diagra-
mados e colocados em livros [9]. Também foi ele quem criou o wet folding, uma técnica na qual
dobramos um papel umedecido, o que permitiu fazer dobras mais arredondadas e organicas as
quais deram mais realismo aos origamis de animais e passaros. As borboletas de Yoshizawa, por
exemplo, sao as dobraduras mais iconicas do mestre com dobras aparentemente simples e que
traduzem a esséncia do origami. Os diagramas com as instrugdes para a confeccao de origamis
foram apenas sistematizados em 1954 por Yoshizawa, e publicados em 1955 em seu livro Atarashi
Origami Geijutsu (New Art of Origami) [14]. Dessa forma, cada dobra e movimento feito com a
folha de papel foram representados simbolicamente, possibilitando que cada passo na construgao
do origami fosse representado de forma padronizada. A padronizagdo e sistematizacdo propostas
por Yoshizawa deu origem & atual abordagem do origami, que usa como ponto de partida uma fo-
lha quadrada de papel e considera apenas um pequeno nimero de dobras e movimentos diferentes,
que, no entanto, podem ser combinados de diversas maneiras, para formar objetos com diferentes
niveis de complexidade. Esta abordagem atual do origami exclui construgoes nas quais o papel
seja cortado ou colado.

3. Origami: Regras e Simbologia

O origami como se conhece hoje em dia estd sistematizado por meio de regras e simbologias
bem estabelecidas ao longo dos dltimos 60 anos. As regras (condigoes iniciais) para que se possa
classificar uma sequéncia de dobras no papel como sendo, de fato, um origami sao:

e Toma-se inicialmente uma folha de papel quadrada;

e As dobras e movimentos realizados nao rasgam a folha;

e Nao sao realizados recortes, nem colagens na folha de papel.

Os diferentes tipos de dobras e movimentos feitos com o papel durante a execugdo de um origami

sao geralmente representados em diagramas seguindo uma simbologia ja padronizada e consagrada
internacionalmente, que utiliza diferentes tipos de setas, marcacoes para diferentes tipos de linhas,
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entre outros. Na Figura 1 sao ilustradas algumas das dobras mais usuais, assim como a simbologia
que as representa. Os diagramas a serem considerados nas préximas sessoes terdo seus passos
descritos sucintamente, e algumas dobras indicadas por esta simbologia. No entanto, este texto
introdutorio nao tem como objetivo aprofundar-se em construgoes sofisticadas. Para os leitores
interessados em origamis com diferentes graus de dificuldade, recomendam-se [21, 14, 18].
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Figura 1: Simbologia de dobras mais frequentes. Fonte [27].
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No topo da Figura 1, na coluna da esquerda estd uma representacao para a dobra em vale. Na
coluna da direita, a dobra em montanha. Ambas diferem apenas pelo lado com que o papel é
dobrado, independentemente do angulo e comprimento da parte dobrada. Na dobra em vale a
porgao dobrada do papel fica para o lado de quem o dobra. Na dobra do tipo montanha, a parte
dobrada fica para o lado de tras do papel. Cada agao feita é representada no diagrama por um
tipo diferente de simbolo, que pode ser uma seta, um arranjo de setas, linhas tracejadas etc, como
ilustrado na Figura 1. A seguir, apresenta-se um exemplo de diagrama disponivel on-line 3] para
a obtengao da face de um gato, no qual as setas consideradas na descrigao das dobras seguem a
simbologia apresentada na Figura 1.

3.1. Face do gato: uma primeira experiéncia com origami
Como primeiro exemplo de origami, apresenta-se, na Figura 2, o diagrama para construgao da face

de um gato, disponivel no site [3]. Apds o término das dobras, sdo desenhados olhos, nariz, boca
e bigodes para se ter a sensacdo de que o origami criado trata-se da face de um gato.

Passo 1 Passo 2 Passo 3 Passo 4
Dobre o papel ao |. Dobre e desdobre o Dobre o papel ao Vire o papel.
longo da linha papel ao meio, apenas longo da linha A dobradura esta
pontilhada na direcao para marcar o vinco pontilhada do pronta para
da seta. vertical indicado pela lado direito. receber o desenho
(Dobra em vale) linha cheia. Analogamente da face de gato.

Il. Dobre o papel ao do lado

longo da linha esquerdo.

pontilhada na direcado
da seta. (Dobra em
vale)

Figura 2: Diagrama simplificado para obtengdo da face de um gato, disponivel on-line [3]. Os
olhos e demais elementos da face sao desenhados apds o término do origami.

O diagrama da Figura 2, disponivel on line em [3], descreve 4 passos e apenas utiliza representagoes
simplificadas de algumas setas da simbologia dada na Figura 1. Pelo fato de cada um dos passos 2
e 3 envolverem duas agoes distintas no papel, o diagrama pode ser descrito mais detalhadamente
em 6 etapas referentes as dobras e aos movimentos no papel, além da etapa complementar para
se desenhar a face do gato no origami obtido. Desta feita, a partir da folha de papel quadrada, os
passos indicados pelo diagrama da Figura 2 sao descritos a seguir:

e (Passo 1) Dobre o papel para frente (dobra em vale), na diagonal, formando um tridngulo;
ran
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e (Passo 2) A partir do tridngulo obtido, dobre o papel para frente, unindo as duas pontas da base
do triangulo, e desdobre. Assim o papel fica com um vinco na altura do tridngulo, ilustrado por
uma linha continua na ilustracao do passo 2;

e (Passo 2) Dobre em vale a ponta do papel (na diregdo de quem dobra) ao longo da linha pontilhada
paralela a base do triangulo do passo 2. Essa dobra forma um outro triangulo pequeno de cabeca
para baixo, como mostra a ilustragao no passo 3 ;

e (Passo 3) Dobre em vale a ponta direita da base do tridngulo maior, conforme a linha pontilhada
na etapa 3 do diagrama. Repita a etapa anterior para a ponta esquerda do triangulo, formando
assim as orelhas do gato;

e (Passo 4) Gire o papel para que o seu verso fique agora para frente.

e Finalmente, desenhe a face do gato.

Cabe observar que, em cada etapa, o papel modificado por uma acao serd o ponto de partida
para a agao da préxima etapa. E precisamente esta caracteristica que faz com que as dobraduras
sejam um exemplo natural para se definir funcao e composicao de fungoes, como apresentado nas
proximas segoes.

4. Fungao: definigoes e exemplos via dobras
4.1. Definigao de fungao

Nesta secao, apresenta-se inicialmente a definigao usual de funcao encontrada na maioria dos textos
de matemaética.

Definigao 1. Uma fungao f é uma regra que relaciona cada elemento x do conjunto A com um
Unico elemento f(x) do conjunto C.

f: A — C (1)
x — f(x).

O conjunto A é dito dominio, o conjunto C é dito contradominio e cada elemento f(x) contido em
C é dito imagem de x pela fungao f. Quando se diz que cada elemento x de A é associado a um
Unico elemento f(x), fica implicito que todo elemento do dominio possui uma imagem.

O conjunto C pode conter também outros elementos que nao sejam imagem de nenhum valor x do
dominio. Neste caso, define-se B = Im(f), chamado de conjunto imagem da fungao f, ou imagem
de f, que contém apenas os elementos f(x) que sdo os valores imagem dos elementos do dominio.
Portanto, o conjunto imagem é sempre um subconjunto (préprio ou néo) do contradominio da
fungao, B € C. Dessa forma, o conjunto B pode ser escrito como

B =Im(f) = {b € C : existe algum elemento a € A, tal que f(a) = b}.

A Definicao 1 contém um grau de abstracgao e formalizagao inicialmente de dificl compreensao para
os alunos, o que torna a apresentagao de exemplos de fundamental importancia para auxiliar no
processo de compreensédo e assimilacao dos conceitos envolvidos [28].
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4.2. Exemplos via dobras

Inicialmente, as dobras ilustradas na Figura 1 sao consideradas como exemplos de fungoes, uma
vez que intuitivamente uma funcao pode ser vista nao apenas como uma regra de associagao entre
valores numéricos, mas também como uma a¢ao, um movimento ou uma transformacao executada a
partir de um elemento inicial (x € A) e que produz algum resultado (elemento modificado f(x) € B).

Nesta secao, o elemento x a ser considerado no dominio A deixa de ser um valor numérico, como
usualmente, e passa a ser um material concreto, uma folha quadrada de papel. Além disso, nao se
apresenta uma definicao matematica para funcao f, que neste exemplo serd uma regra de associagao
entre os elementos do dominio (folhas de papel) e contradominio. Desse modo, considera-se apenas
a descrigdo da dobra que ird modificar o papel como sendo a fungao f. O objetivo, portanto, é
deixar explicito que o resultado obtido pela agdo que modifica a folha quadrada de papel é a
imagem dessa agao, portanto imagem de uma funcao.

Uma distingao entre imagem e contradominio no contexto de origami seria interpretar o contra-
dominio C como sendo o conjunto de todas as possiveis dobraduras a serem obtidas a partir de
uma folha de papel. No entanto, o conjunto imagem contém apenas o resultado concreto da dobra
realizada.

4.2.1 Exemplo 1: cada dobra como uma fungao

Considera-se A o conjunto que contém uma folha quadrada de papel (elemento x):
A = { folha de papel quadrada}.

Dentre todas as possibilidades de dobras e movimentos apresentadas na Figura 1, sao escolhidas
quatro agoes distintas, denotadas por fq, fo, f3 e f4. Cada uma delas é executada separadamente
a partir de uma folha quadrada de papel (elemento do conjunto A).

e f; = dobre o papel para frente - dobrar em vale,

e fo = dobre o papel para trds - dobrar em montanha,

e f3 = dobre o papel para frente e desdobre - vinco,

e f, = vire o papel - frente/verso ou verso/frente,

Cada uma dessas dobras produz um resultado diferente como imagem de uma funcao, o que fica

evidente pela transformacao realizada na folha de papel (x € A). Assim, definem-se os conjuntos
B1, B2, B3 e B4 contidos na folha de papel modificada pela respectiva agao.

e B; = {folha quadrada com uma dobra em vale},
e By = {folha quadrada com uma dobra em montanha},
e B3 = {folha quadrada com um vinco},

e B, = {folha quadrada com verso para cima ou frente pra cima, dependendo de f,}
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110 LAl



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Kozakevicius e Kulesza

Dessa forma, denota-se f; : A — B; como sendo a agdo que modifica a folha quadrada (x) em
A, transformando-a no elemento em B; (B; = {f1(x)}). De forma andloga, denotam-se as demais
agoes: fo: A — By, f3: A —> Bj e fs: A — By, nas quais a folha quadrada (que é o elemento
do conjunto A) é modificada pela agdo correspondente. O resultado produzido é a imagem do
elemento pela aplicagdo. Assim, os conjutos By, Ba, Bs e By sdo os respectivos conjuntos imagem
de cada uma das funcgoes.

Todas as dobras da Figura 1 podem ser vistas como uma funcao f e, portanto, podem ser escritas
conforme a notacgao dada pela Definigao 1: f : A — B, sendo A = {x} o dominio da funcao f.
E B = {f(x)}, o conjunto imagem de f. Neste exemplo, pode-se dizer ainda que cada um dos
conjuntos imagem B ¢ igual ao contradominio C, pois nada foi informado ao contrario.

Dominio da fungao com um ou mais elementos

Caso o conjunto A contenha mais do que um elemento, por exemplo, A = {x1,x2,x3} contendo
3 folhas quadradas de cores diferentes (#A = 3), entdo f : A — B, significa que a agdo f serd
aplicada a cada um dos elementos de A e assim B = {f(x1),f(x2),f(x3)} serd o conjunto com
os respectivos resultados. Dessa forma o numero de elementos dos conjuntos A e B sera igual

(#A = #B = 3).

Caso as trés folhas quadradas iniciais sejam de mesma dimensao e mesma cor, ou seja, X; = Xg =
X3 = X, essas poderiam ser interpretadas como sendo um tnico elemento abstrato x e a formulagao
inicial dada para o conjunto imagem como sendo apenas B = {f(x)} segue vélida.

Os exemplos a seguir propéem a interpretagao (percepcao) do diagrama de origami da face de
um gato (2) também como sendo uma fungao, ou como sendo a composicao das diversas agoes
sucessivas do diagrama até que o origami da face do gato seja obtido. O objetivo, entao, € identificar
e expressar essas agoes com a notagao e o formalismo dados pela Definicao 1. Para isso, sao
considerados dois cendrios: (a) origami como sendo uma tdnica fungao; e (b) origami como sendo
uma sequéncia de fungoes aplicadas sequencialmente até a construgao completa da face do gato,
Figura 2.

4.2.2 Exemplo 2: origami como uma fungao

Uma possibilidade de se expressar o origami da Figura 2 como sendo uma funcao f é considerar
a agdo que associa a folha de papel inicial (denotada por x) com a folha de papel apds realizadas
todas as dobras do diagrama, ou seja, o origami completo da face do gato (denotada por f(x)),
obtido como um ”passe de mégica” por esta transformagao f. Essa acao, ou transformacao, satisfaz
a Defini¢do 1, uma vez que, para cada folha de papel (x € A), apenas um origami com face de gato
(f(x) € B) é obtido por meio das dobras indicadas no diagrama.
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Figura 3: Origami como uma funcdo f que leva o elemento x do dominio A (folha quadrada) no
elemento f(x) do conjunto imagem B (face do gato).

Nao ha como ser produzido outro tipo de origami a partir do mesmo diagrama, e tao pouco é
possivel que a mesma folha gere uma quantidade maior do que um origami. Assim, trata-se o
origami como sendo uma fungado f que transforma x (folha quadrada) em sua imagem f(x) (a face
de gato). E, neste caso, o dominio A pode ser considerado como sendo formado apenas por uma
folha quadrada de papel x, e o conjunto imagem de f contendo apenas o origami com a face de
gato f(x). De acordo com a Definicao 1, pode-se escrever a fungao como segue:

f: A — C

(2)
x +— f(x).

Novamente, o contradominio C pode ser considerado como sendo qualquer conjunto que contenha
o conjunto imagem de f, independentemente de quantos elementos sejam considerados no dominio
A. Assim, assume-se neste exemplo que o contradominio C seja igual ao conjunto imagem de f,
B = Im(f). Na Figura 3, tal situacao é ilustrada, para o exemplo quando o dominio A contém
apenas 1 elemento. Mesmo que o contradominio seja um conjunto com mais elementos, como
observado anteriormente, sempre B C C.

4.2.3 Exemplo 3 - o origami como composta de fungoes

Como visto no Exemplo 1, cada dobra ilustrada na Figura 1 pode ser considerada como uma agao
sobre a folha de papel quadrada, e, portanto, uma fungao, cujo dominio é denotado pelo conjunto
A. A questao interessante e relevante aqui é que as dobras seguem uma sequéncia para se formar
um origami. Ou seja, cada nova dobra serd realizada no papel que ja foi dobrado ou marcado pelas
dobras ou vincos anteriores.

H4&, entao, uma dependéncia entre passos consecutivos. Cada etapa anterior é o ponto de partida
para o passo seguinte. Ou seja, a imagem obtida pela dobra anterior serd o elemento inicial para
a dobra seguinte. Matematicamente, esse processo é denominado composi¢cao de fungées. No caso
em que sao compostas duas fungoes, a definicao é a seguinte:

Definigao 2. Sejam f : D » Eeg: E — T. A composigao de duas fungdes, ou, a composta da
funcdo g com a funcdo f é uma nova funcao h : D — T, tal que h(x) = g(f(x)), para todo x € D,
sendo que o conjunto imagem da funcao f deve estar contido no dominio da funcao g, Im(f) C E.
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Cabe observar que:

e A funcdo composta h também é denominada g o f e sua imagem é dada por: h(x) = go f(x) =
g(f(x)), para cada x em D;

e Na defini¢ao (2), o conjunto imagem de f deve ser igual ou estar contido no dominio da fungéo
g , Im(f) € E, para que a fung¢do composta g o f esteja bem definida, ou seja, para que o valor
imagem g(f(x)) exista, para cada elemento x € D;

e Pode-se fazer a composicao de mais do que duas fungoes, desde que se mantenha a restrigao
imposta pela Definicao 2 entre conjunto imagem e dominio para cada duas fungoes consecutivas
no processo de composicao;

e A composicao de fungoes depende da ordem com que as agoes sdo realizadas. Assim, em geral,

(fog)(x) =f(g(x)) # (g o) (x) = g(f(x)).

A Figura 4 a seguir apresenta um exemplo via dobraduras para ilustrar um caso no qual a ordem
com que duas fungoes sao compostas altera o resultado obtido, fog # gof. Neste exemplo a fungao
f é a agao de dobrar o papel ao meio no sentido vertical.

L f(x))

B

Figura 4: Exemplo (f o g)(x) = f(g(x)) # (gof)(x) = g(f(x)). A funcao f é a agdo de se dobrar ao
meio a folha de papel no sentido vertical. A fungado g é a acdo de se dobrar em uma quarta parte
o papel no sentido horizontal.

A funcéo g é a acao de dobrar o papel no sentido horizontal de tal forma que uma quarta parte
da folha fique apontando na direcao de quem fez a dobra.
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A folha com a legenda g o f é obtida quando primeiro se dobrar a folha ao meio verticalmente
(agao de f) seguido pela dobra horizontal de uma quarta parte do papel, de tal forma que a parte
dobrada fique para o lado de quem fez a dobra (agdo de g). J& a aplicacdo da agdo g primeiro,
seguida pela acao f (de dobrar ao meio) produz um outro origami, f o g.

Nesse sentido, um origami pode ser interpretado com uma composi¢ao de muitas fungoes, tantas
quantas forem as dobras ou movimentos necessérios para se formar o objeto final. No caso do
origami da face do gato, diagrama da Figura (2), denotam-se cada um dos passos do diagrama por
uma fungao fy, fo, f3 e f4. Assim, a composicao dessas fungoes é a maneira natural de se expressar
que o resultado de uma fungao em um passo intermedidrio serd modificado no passo seguinte pela
acao de uma nova funcgao. E assim sucessivamente, até que o origami seja finalizado.

Na Figura (5), os passos desse processo de composicdo de diversas fungoes sao ilustrados. O
elemento inicial x é uma folha quadrada. Apds a primeira dobra, obtém-se como resultado fi(x),
que é o triangulo maior. A funcao fy representa as duas acoes descritas no passo 2. Assim, o
elemento f5(f1(x)) é o papel que teve um vinco marcado na posicao da altura além da sua ponta
dobrada para baixo, transformando o tridngulo em um trapézio. A funcdo f3 é a responsavel
pela modificacdo do trapézio para o que serd a cabeca do gato, f3(f2(f1(x))). A funcao f, apenas
vira o papel, de tal modo que a face do gato possa ser desenhada, gerando o resultado final
f4(f3(f2(f1(x)))). Assim a fungao f do "passe de magica”do Exemplo 2 é igual a fungdo composta
fyofgo fyofy. E para cada folha quadrada x € A, tem-se f(x) = f4(f3(f2(f1(x)))) o origami da
face de gato.

O origami da face do gato dado como uma func¢do composta é escrito como segue:

f: A — C (3)
x > f(x) =f4(f3(f2(f1(%)))).

A g s

f1 f fa fa

Figura 5: Origami como a funcao composta f =f, ofgo fgof;

5. Funcgao Inversa: definigoes e exemplos via dobras

Uma questao relevante é saber se uma determinada agao, funcao, pode ou nao ser revertida ou
desfeita, ou seja, se a funcdo é inversivel. Essa pergunta no contexto de um origami pode ser
formulada como: E possivel desdobrar um origami de tal forma que se obtenha novamente a folha
quadrada original?

Intuitivamente a resposta para esta questao é sim, pois as dobras feitas ao longo do processo de
construcdo do origami sdo todas reversiveis, como ilustra a Figura 1. Além disso, conforme a
classificacdo assumida inicialmente para um origami, ndo se pode nem colar, nem cortar a folha
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quadrada de papel em nenhum dos passos da sequéncia de dobras. Ou seja, pode-se dobrar e
desdobrar o papel a qualquer momento, sem destrui-lo, recuperando-se a folha no estado anterior
a dobra. Consequentemente, é possivel seguir este processo inverso até que se obtenha a folha
quadrada originalmente considerada.

No entanto, uma resposta mais precisa para esta questao depende nao apenas de como a funcao é
definida, mas também da definicao e propriedades do contradominio e da imagem da fungao. As
duas propriedades fundamentais a serem verificadas para que se possa determinar se uma fungao
é ou nao inversivel sao:

1. Quaisquer dois elementos diferentes no dominio sao associados a elementos diferentes do con-
tradominio, ou seja, possuem imagens diferentes;
Analogamente:
Quaisquer elementos do conjunto imagem que forem iguais estao obrigatoriamente associados a
elementos iguais do dominio.

2. Todos os elementos do contradominio C estao no conjunto B imagem da fungao. Ou seja,
C =B = Im(f).

Matematicamente as propriedades acima sao definidas da seguinte maneira:

Defini¢ao 3. Uma funcio f : A — C é injetora (ou injetiva) quando x # y € A = f(x) # f(y) € C.
Ou equivalentemente, quando f(x) = f(y) € B=Im(f) = x=y.

Defini¢ao 4. Uma fungao f : A — C é dita sobrejetora (ou sobrejetiva) quando C = Im(f). Ou seja,
dado qualquer elemento b € C, sempre existe pelo menos um elemento x € A, tal que f(x) = b.

Assim, uma fungao pode ainda ser classificada como segue:

Defini¢ao 5. Uma funcéo f : A — C é dita bijetora (ou bijetiva) se for simultaneamente injetora e
sobrejetora.

E com isso, uma fungao inversivel é definida como a seguir:

Definigao 6. Uma funcéo f : A — C é dita inversivel se, e somente se, ela for bijetora. Com isso,
existe a funcdo inversa de f, denotada por f ! : C — A, tal que f 1(y) = f }(f(x)) = x, para cada
elemento y € C.

A seguir, verificam-se em quais condigoes os exemplos da secao anterior sdo fungoes inversiveis.

5.1. Origami como uma fungao inversivel

A propriedade 1, descrita na Definigdo 3, referente a funcdo ser injetora é naturalmente satisfeita
por um origami quando visto como fungao, pois duas folhas quadradas quaisquer vistas como dois
elementos distintos do dominio, produzem dois origamis e que por sua vez também serao elementos
diferentes da imagem.

Ja a propriedade referente a fungao ser ou nao sobrejetora, dada pela Definigao 4, é verdadeira para
a func@o origami dos exemplos anteriores, se o contradominio for considerado igual ao conjunto
imagem. A seguir, essas situagoes sao ilustradas com mais detalhes.
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5.1.1 Inversa do exemplo 2

No Exemplo 2 (4.2.2), a funcdo f associa a folha quadrada ao origami como em um ”passe de
mégica”. Dessa forma, pode-se considerar que a sua funcao inversa f 1 associa, também como em
um ”passe de mégica”, cada origami da face de gato a sua folha de papel originalmente quadrada.

Cabe observar que agora o dominio da funcéo inversa f! passa a ser o conjunto C que é o con-
tradominio da fungao f. Como a funcao f modelada no Exemplo 2 é também sobrejetora, seu
contradominio e sua imagem sao conjuntos iguais, C = B = Im(f). Assim, cada elemento y do
conjunto C passa a ser o elemento de partida que é associado a algum elemento do conjunto
A. E ¢é a funcdo inversa f 1 que faz exatamente essa associacio entre y = f(x) € C e x € A:
fl(y) = f1(f(x)) = f L of(x) =x. Ouseja, f1of éa funcio identidade I, tal que I(x) = x, seja
qual for o valor de x.

£l C — A
y — i) =x )
f-l
—

Figura 6: Inversa da funcao origami, Cendrio 1. Associagdo entre origami da face de gato com
sua respectiva folha quadrada original.

Quando o dominio de uma fungao injetora f : A — C contiver mais do que um elemento, isso
implica que o conjunto imagem da fungao também contera mais do que um elemento. Na verdade,
o nimero de elementos tanto no conjunto imagem quanto no dominio serd igual, #Im(f) = #A,
como na situagao apresentada no final da Secao 4.2.1. Neste texto introdutério nao se explora esta
questao de cardinalidade [30], mas intuitivamente este é um resultado natural para um conjuntos
com um numero finito de elementos.

Assim, na construgao de varios origamis com material concreto, a propriedade de ser injetora é algo
intrinsico, e a propriedade de ser sobrejetora obtém-se quando o contrdominio for igual ao conjunto
imagem, C = B = Im(f). Com isso, preserva-se a associagao tanto direta quanto inversa entre cada
uma das diferentes folhas de papel e os diferentes origamis obtidos apds as dobras. Ou seja, a
formulagao da fungao inversa ilustrada na Figura 6 também segue valida quando #C = #A > 1 e
C =B = Im(f).

N

116 LAl



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Kozakevicius e Kulesza

5.1.2 Exemplo de uma formulagao nao inversivel
Caso o contradominio de uma funcgao injetiva f : A — C contenha mais elementos do que no seu

conjunto imagem, a fungao nao sera sobrejetiva e, por consequéncia, também nao sera inversivel.
Essa é a situagao ilustrada na Figura 7 a seguir, quando Im(f) c C e C # Im(f).

- f 2
>
R e

Figura 7: Exemplo de uma fungao f que é injetora mas nao é sobrejetora.

Neste exemplo, a funcédo f associa os elementos do dominio A a elementos no contradominio C de
tal modo que a cor da folha em A seja igual a cor do origami em C. Porém, neste exemplo a fungao
deixa de ser sobrejetora, pois #C = 5 > #Im(f) = 4 = #A. Isso também pode ser concluido pelo
fato de nao haver nenhuma folha quadrada da cor verde-claro em A. Com isso, o origami da face
de gato na cor verde-claro que estd no contradominio C nao estd no conjunto B = Im(f) imagem
da aplicacao f.

Ou seja, neste exemplo a fun¢ao nao é bijetora. E consequentemente, ndo pode ser inversivel. Isso
significa que nao se pode definir uma funcao inversa que associe elementos de C aos elementos
de A e que satisfaga a definicao 1. Essa impossibilidade ocorre porque ao se tentar definir uma
operacao inversa cujo dominio fosse C, essa operagao ficaria mal definida. Quer dizer, existiria um
elemento (a face do gato na cor verde-claro) no dominio C sem imagem (pois a folha verde-claro
nao estd contida no conjunto A). E isso nao satisfaz a defini¢do de funcao.

Para que a fungao deste exemplo possa ser inversivel, existem algumas alternativas para se redefinir
a funcao com o objetivo de transformé-la em uma aplicagao injetora e sobrejetora: ou a folha
quadrada verde-claro é incluida em A (redefini¢do do dominio de f). Ou se retira o origami de gato
na cor verde-claro do conjunto C (redefini¢ao do contradominio de f para que C = B = Im(f)).

Esta estratégia de se redefinir uma fungao para deixa-la bijetora (e, portanto, inversivel) em pelo
menos algum subconjunto do seu dominio original é muito 1util e muito utilizada. Um exemplo é
o caso das fungoes trigonométricas e a construgao de suas inversas [29].
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5.1.3 Inversa de fungao composta

No Exemplo 3, (4.2.3), a fungdo origami da face do gato f = f; of30fyof; é formulada como sendo
a composta de quatro fungoes que descrevem dobras e movimentos no papel, fi, k = 1,2, ..., 4.
Desta forma, fica intuitivo pensar que para se desdobrar a face de gato por completo até se obter
novamente a folha quadrada, cada dobra deve ser desfeita na ordem reversa com que foi executada.
A figura 8 ilustra a sequéncia de fungoes a serem compostas para a obtengao da folha quadrada
como resultado do processo inverso das dobraduras, tendo como inicio o origami da fade de gato.

A Figura (5) ilustra a ordem direta das operagoes e a Figura (8) ilustra a ordem reversa com que
cada dobra deve ser desfeita. Com isso, fica evidenciado que a fungao inversa f * = f 1 of,' of ' of ,*
também é uma fungdo composta. Além disso, a Figura (8) ilustra ainda que a composigao das
inversas de cada acao intermediaria é feita na ordem reversa. Portanto, a dltima dobra feita na face
do gato serd a primeira a ser desfeita para se iniciar o processo de inversao, e assim sucessivamente,
até a obtencao da folha quadrada x: y = f(x) é levado para f;l (y), que é levado para fgl (f;1 y))...,
até que f1(y) =f;'of,l o fgl of M (f(x)) =flofyto fgl of M (fyofz0fyofi(x)) =x

. ¢ — A
y +— fiy)=flofylofl of!(y) =x.

()

f4-1 f3-l

Figura 8: Funcao inversa: obtencao da folha quadrada partindo do origami da face de gato.
Reversao das dobraduras.

Dessa forma, a fungéo vista no Exemplo 3 (4.2.3) é um exemplo natural e intuitivo para se explicitar
a relevancia da ordem com que cada funcao inversa fil, k=1,2,...,4 deve ser considerada para
a obtencao de f 1, inversa da funcdo f. Da mesma forma como as dobras feitas ao longo de uma
receita de origami servem de exemplo natural para a apresentacao do conceito de funcao relacionado
a modelagem de agoes e transformacoes, pode-se explorar estas mesmas receitas do ponto de vista
de algoritmos sequenciais, nos quais as instrugdes (agoes) seguem uma ordenagio e possuem uma
interdependéncia até que o resultado final seja obtido. Na préxima secao, os Exemplos 2 e 3, 4.2.2 e
4.2.3, sao considerados como ponto de partida para se explorar o conceito de algoritmo sequencial.

6. Algoritmo: definicao e exemplos via origami

Dentre as vérias versoes dadas para a definicao de algoritmo encontradas na literatura ou em sites
especializados em Ciéncia da Computagdo, uma delas, conforme [25], é:
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Definicao 7. Um algoritmo é um conjunto de listas de instrucoes, usado para resolver problemas
ou realizar tarefas, com base no entendimento das alternativas disponiveis.

Ou ainda, como apresentado em [22], um algoritmo seria como uma sequéncia finita de regras,
raciocinios ou operacoes que, aplicada a um nimero finito de dados, permite solucionar classes
semelhantes de problemas. Um algoritmo, portanto, conta com a entrada (input) e saida (output)
de informagoes mediadas pelas instrugoes, como ressaltado em [22],

De forma geral, algoritmos sdo muito mais do que instrugoes traduzidas em alguma linguagem
de programacgao, eles sao especificacoes para realizar calculos, processamento de dados, raciocinio
automatizado, tomada de decisao, dentre uma infinidade de exemplos, nos quais uma estruturagao
l6gica dos passos de resolucao é considerada de forma indispenséavel.

Segundo [25], “os algoritmos surgiram como auxiliadores para se descrever as regras para a ela-
boragao de equagoes matematicas, mas atualmente eles sao aplicados em quaisquer sequéncias de
acoes para se resolver um problema”. Todas as atividades do cotidiano podem, de alguma forma,
ser convertidas em um conjunto de agoes, que podem ser vistas como passos légicos e, portanto,
instrugoes, cujo objetivo é a conclusao da atividade proposta.

No cléssico exemplo com as receitas culindrias, dado em [25], é natural pensar nos ingredientes
como sendo os dados de entrada. O modo de preparo sdo exatamente as instrucoes que mediam
o processo de execugao da receita e que sao, portanto, as instrugoes légicas do algoritmo. E por
fim, ha o prato pronto, que € o resultado do algoritmo.

Na verdade, a busca de exemplos e motivagoes que possam facilitar o ensino de algoritmos e légica
de programagdo é um tépico pertinente e atual [2]. Uma alternativa recente é a de propor o
estudo de tépicos de programagio via jogos e ambientes virtuais [20], uma vez que tanto alunos de
graduagao[26], quanto alunos do Ensino Médio [24] apresentam dificuldades em assimilar todos os
conceitos e ferramentas computacionais em um primeiro momento.

Neste sentido, este texto propoe o uso de origamis como uma ferramenta concreta e lidica para se
compreender conceitos relevantes na formulacao de algoritmos.

6.1. Algoritmo 1 para o Exemplo 2

O origami da face do gato, com diagrama de instrugoes dado na Figura 2 e que foi expresso como
fungdo no Cendrio 4.2.2, encaixa-se na defini¢do de algoritmo. Assim, uma primeira versdo do
algoritmo para o origami poderia ser formulado com trés partes essenciais identificadas (dados de
entrada, processo principal, dados de saida), como ilustrado a seguir:

Algoritmo 1: Origami

e Inputs: entrada < folha quadrada

e Process (Instrugdes): dobras « sequéncia de ac¢oes do diagrama dado na Figura 2, dependendo
da entrada.

e Qutputs: saida « face do gato « dobras
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A folha de papel quadrada é o dado inicial. A sequéncia finita de dobras sao as instrugoes e agoes
do processo de resolugao. A face do gato obtida no final da execugao é o resultado do algoritmo.
Nesta primeira formulagao nao foram detalhadas as etapas que compoem o processo de resolucao,
denominado “dobras”.

6.2. Algoritmo 2 para o Exemplo 3

A seguir, sdo descritas as agoes que compoem o processo descrito de forma genérica pelo Algoritmo
1. Na verdade, o Algoritmo 2 é o detalhamento do processo do Algoritmo 1, sendo também dividido
em subtarefas. Isso muitas vezes é denominado como sendo uma subrotina (ou vérias) da rotina
principal.

Nesta subrotina, procura-se identificar as diferentes agoes e operagbes contidas nas instrugoes.
Neste exemplo, estas agoes sao os processos denominados por pl, p2, p3, p4 e p5, de tal forma que
os valores de entrada fiquem evidentes, dados pelas varidveis entre parénteses. As setas indicam
que o resultado da agao executada sera guardado na varidvel de saida, que sao as varidveis do
destino da seta.

Outro ponto a ser observado é a dependéncia entre os dados de saida de cada uma das agoes com
os dados de entrada das agoes seguintes. Essa dependéncia indica que o origami (e, portanto, o
processo que o representa) tem uma natureza sequencial de execugao das tarefas.

Algoritmo 2: Sequéncia das Dobras(entrada)

e Inputs: x <« entrada
e Process: Dobras(x)

— pl: a « dobrar a diagonal(x)

—p2: b « marcar a altura do tridngulo retangulo(a)
- p3: ¢ « dobrar orelhas do gato(b)

— p4: d « dobrar cabega do gato(c)

— p5: y « virar a dobradura (d)

e Outputs: Dobras(entrada) « face do gato « y

O Algoritmo 2 é, entdo, um exemplo do que se define como sendo um Algoritmo Sequencial, pois
todas as suas etapas de execucao ocorrem uma apos a outra, seguindo a ordenagao ditada pelas
dobras.

Nesta formulagao genérica das instrugoes, os passos intermedidrios ainda nao estao formulados com
rigor em termos de férmulas, nem mesmo focados na sintaxe da linguagem de programagao a ser
considerada na implementacao. No entanto, a natureza sequencial do processo de resolugao fica
evidenciada nesta formulagao.

O algoritmo para a sequéncia de dobras ainda necessita ser detalhado, de tal modo que para cada
etapa intermedidria do seu processo (pl, p2, p3, p4 e p5) um novo algoritmo seja construido.
Assim é necessario que sejam formuladas vérias subrotinas para expressarem cada uma destas
novas acoes. Este texto inicial propoe-se a formular esta estrutura geral dos algoritmos, sem que

aspectos referentes a implementagao sejam sugeridos ou discutidos.
ran
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7. Conclusoes

O conceito “Learning by doing”foi criado pelo educador e fildsofo John Dewey, em 1938, e traz a
proposta de que a aprendizagem deve ser relevante e préatica. Desde entao, as ideias de Dewey tém
inspirado e motivado pesquisadores, educadores, professores e profissionais de intimeras dreas de
atuagao por todo o mundo. Nesse sentido, a proposta pedagdgica apresentada neste trabalho esta
em sintonia com esse conceito, pois a partir da experiéncia com material concreto elaboram-se e
compreendem-se varios conceitos abstratos relacionados com as dobraduras.

Neste texto introdutoério foram apresentados exemplos de origamis como forma de motivar a apre-
sentagao e definicdo do conceito de fungoes e de algoritmos. Aqui, os origamis por sua esséncia
sistematica e sequencial encaixam-se naturalmente nas definigoes apresentadas e possibilitam que
novas questoes tedricas sejam motivadas por problemas praticos relacionados as diferentes dobras
feitas em papel.

As sequéncias de dobras e movimentos que compoem os objetos feitos pela técnica de origami
possibilitam, de forma muito intuitiva, a abordagem e a formulagao do conceito de fungao composta
e funcao inversivel. Desta forma, uma contribuicao deste texto é a apresentagao da um exemplo
concreto para a formulacao da inversa de uma fungdo composta, cujo nimero de componentes é
geralmente maior do que dois. Além disso, o fato de se poder desdobrar o papel na ordem reversa
até finalmente a obtencao da folha quadrada original motiva a formulagao da inversa de uma fungao
composta como sendo formada pela inversa de cada uma das componentes da composta na ordem
contraria.

Outra contribuigdo deste texto é evidenciar a relacao entre origamis e processos sequenciais que
podem ser traduzidos por meio de algoritmos. Assim, a sequéncia de dobras que compoem um
origami estd diretamente ligada a sequéncia de instrugoes de um algoritmo sequencial. E conse-
quentemente, diretamente relacionada com os conceitos de rotina e subrotina quando os algoritmos
sao traduzidos em alguma linguagem de programacao.
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Algumas Propriedades dos Ternos Quase Pitagodricos

Jessé Garcia de Faria® Martinho da Costa Araujo®

Resumo

Neste trabalho apresentamos o conjunto Ty,, formado por ternos (x,y, z), onde x, y e z 40 nimeros
inteiros que satisfazem a equacio x% + my? = z2, com z > 0 e m um inteiro positivo livre de
quadrado. Os ternos (x,y,z) € Ty, sao chamados ternos quase pitagéricos. Temos como objetivo,
determinar algumas propriedades dos elementos pertencentes a T,,. Para isso, definimos uma
relacao de equivaléncia ~ sobre Ty, e tomamos suas classes de equivaléncias, para formar um novo
conjunto Ty}, conhecido como conjunto quociente de Ty, por ~, ou seja, Tym) = T / ~. Em
T[m], consideramos as classes de equivaléncias [(a,b,c)] tais que a e b sejam primos entre si. E
também definimos uma operacao sobre Tiy,]. Mostramos que Tpy,], munido dessa operagdo, ¢ um
grupo abeliano. Por fim, identificamos cada elemento de T}y, por um nimero complexo da forma

b
R
Z

m . . el .
sobre circunferéncia unitdria com centro na origem no plano complexo.

Palavras-chave: Grupo abeliano; nimeros complexos; terno quase pitagoérico; classes de equi-
valéncias.

Abstract

In this work, we present the set T,,, consisting of triples (x,y,z), where x, y, and z are integers
that satisfy the equation x? + my? = 22, with z > 0, and m is a square-free positive integer.
The triples (x,y,z) € Ty, are called almost pythagorean triples. Our goal is to determine some
properties of the elements belonging to Tm. To do so, we define an equivalence relation ~ on Tm
and take its equivalence classes to form a new set T[m], known as the quotient set of Tm by ~,
that is, T[m] = Tm/ ~. In T[m], we consider the equivalence classes [(a,b,c)] such that a and
b are coprime. And we also define an operation on T[m]. Show that T[m], equipped with this

operation, is an abelian group. Finally, we represent each element of T[m] as a complex number

X yym
Z

in the form w = — +1i on the unit circle centered at the origin in the complex plane.

Z

Keywords: Abelian group; complex numbers; Almost Pythagorean Triple; equivalence classes.

1. Introdugao

Neste trabalho estudaremos o conjunto solucio da equacao x?+my? = z2 com m um inteiro positivo
livre de quadrados. Tal equacao é obtida a partir de uma pequena modificacdo na equagao de
Pitdgoras para triangulo retangulos (x? +y? = z?). Uma tripla de inteiros (x,y,z) que satisfaz
a equacdo x° + my? = z?, com m um inteiro positivo livre de quadrados, é chamada de terno
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quase pitagérico (veja a observagao 1). Embora sejam chamados de terno quase pitagérico um
terno (x,y,z), com X, v e z inteiros, tais que x2 + my? = z2, ndo encontramos evidéncias de
que Pitagoras tenha estudado esse tipo de equagao. A justificativa para essa denominacao é o
fato de tal equacdo assemelhar-se & equagdo do Teorema de Pitdgoras. Além disso, em nossas
pesquisas, nao encontramos referéncias bibliograficas sobre o assunto, a nio ser [2] e grande parte
do teor deste trabalho segue de maneira especifica o que foi feito no artigo [1], o que justifica a
terminologia e a notacdo que adotamos neste texto. Outro fato que vale destacar é que algumas
das propriedades que identificamos foram enunciadas e provadas sem evidéncias de ja terem sido
estudadas anteriormente. O objetivo deste trabalho é estudar o conjunto solugao da equagao
x? +my? = z? com x,y,z inteiros, com z > 0 e m livre de quadrados, apresentando uma expressao
que representa alguns elementos deste conjunto solugao e também algumas de suas propriedades.
Cabe dizer que nao hé prejuizos neste estudo em admitir a condi¢do z > 0 acima, conforme serd
justificado na proxima secao.

2. Definicao e Algumas Propriedades

Definicao 1. Um ndmero inteiro livre de quadrados é um inteiro que nao é divisivel por nenhum
nimero ao quadrado diferente de 1.

Definigao 2. Sejam x,y,z € Z. O terno (x,y,z) é chamado terno quase pitagorico quando satisfaz
a equagao

x? + my? = 7 (1)
com m um inteiro positivo fixo livre de quadrados.

Observagao 1. Note que esta equacao assemelha-se a equagao de Pitagoras associada a triangulos
retangulos, o que difere é apenas o coeficiente natural m livre de quadrados. Adotamos essa
condicao sobre m, caso contrério, em m = k?n, com k,n € Z e n livre de quadrados, basta escrever
m usando o teorema fundamental da aritmética e agrupando os termos de poténcia par. Dessa
forma, obtemos

2 +my’=722 o X*+nk’y?=22 o x*+n(k%?) =7
Esta ultima equagao é uma equagao quase pitagorica com n livre de quadrados.

Exemplo 1. O terno (1,2, 3), satisfaz a equacio x2+2y? = z2. Portanto é um terno quase pitagérico,
bem como os ternos (2,4,6) e (3,6,9) também o sao.

Proposicao 1. Seja (x,y,2) um terno quase pitagorico.

1. Sex=0, entao y =z =0.
2. Sez=0, entio x =y =0.

Demonstra¢do. Seja (x,y,z) um terno quase pitagérico.
1. De fato, se x = 0, entao
*+my? =72 = my?=1z
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Como m é um inteiro positivo livre de quadrados (m > 1), temos

vy =0

2 2
m(yzz_)zo - L0 (y+i).(yi)=o -1 v
m m \/m \m y+—=0
\m
Somando as duas equacgoes do sistema acima, obtemos y = 0, e subtraindo uma equagao pela

outra, obtemos z = 0.
2. Se z=0 entdo, x> +my? =22 = x?>+my? =0. Mas como m € N ¢ livre de quadrados (m > 1),

temos x2 +my? # 0, a nao ser que x =y = 0.
O

No exemplo a seguir atribuimos alguns valores para z, a fim de analisar o comportamento da

equacdo x? +my? = z°.

Exemplo 2. Para z = 0, a equacgdo (1) reduz-se a x> + my? = 0, que pela proposicio (1) s6 admite
a solugao (0,0).

Para z = ¢ > 0, onde ¢ é uma constante, temos que a equagao (1) torna-se

2 2 2 2
X X
Cimyl=c2 & —+ml=1 & —+L =1
c2 c2 2 ’
m
2c

que é a equagao de uma elipse de eixo maior 2c e eixo menor —.
m

O exemplo acima permite perceber que todas essas equagoes referem-se a equagoes de elipses
centradas na origem do plano cartesiano, e os ternos quase pitagéricos com z < 0 estao associados
a pontos de uma elipse que é formada pela mesma equacao determinada no caso em que é z > 0.
J4 quando z = 0, a proposicao (1) diz-nos que tnica solucdo para a equagao (1) é o terno (0,0, 0).

Daqui por diante, vamos considerar o conjunto Ty, abaixo

2

T ={(x,y,2) €Z% x*+my’=27%ez>0}

como o conjunto dos ternos quase pitagdricos.

A seguir apresentamos uma proposicao que garante a existéncia de uma infinidade de ternos quase
pitagoricos.

Proposicao 2. Se (x¢,yq,20) € um terno quase pitagorico, entao (axg,ayy,azg) também o €, para
todo a € Z.

Demonstragao. De fato, se (xo,¥g,20) € um terno quase pitagdrico, entao pela definicdo 1 temos
2 2_ 2
X§+myg = z¢.

Logo, para qualquer inteiro a, temos
(axg)? +m - (ay,)? = a2(xg +m - yg) = azzg = (azg)®.
Portanto (axo, ayg, azg) € um terno quase pitagdrico, para todo a € Z. O
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Desse modo se conseguirmos encontrar um terno quase pitagorico, entao podemos, através deste,
gerar infinitos outros ternos que satisfazem a equagao (1).

Proposicao 3. Seja (x,y,2z) um terno quase pitagorico. Se d = mdc(x,y) entdo (E, g, 2) é um

terno quase pitagorico.

Demonstracio. De fato, se (x,y,z) é um terno quase pitagérico, entdo x? + my? = z2.

Agora supondo d = mdc(x,y), temos que
d]lx = d?|x?
e também que
dly = d?|my%
Logo d? | (x> +my?) = d?|z®> = d|=z
Isto é, existem x’,y’, 2’ € Z tais que
x=x'd, y=y'd, z=zd e mde(x',y’)=1.
Substituindo as igualdades acima em x? + my? = z2, obtemos

Zamy? =722 o x2d%+my2d? = 22d?

& x?+my? =27

Como x’ = =,y = L. 2 = £ concluimos que (§ yz
- d’ y - d’ - d7 q d7d’d
mdc(x’,y’)=1. i

) é um terno quase pitagoérico, onde

Esta proposi¢ao motiva-nos a introduzir a seguinte definicao.

Definicao 3. Sejam x,y,z € Z satisfazendo x? + my? = z2. Quando mdc(x,y) = 1, o terno (x,y,z) é
denominado terno quase pitagorico primitivo.

Com isso podemos pensar na possibilidade de estudar o conjunto de todos os ternos quase pi-
tagoricos, utilizando apenas os ternos quase pitagéricos primitivos, pois pelas proposi¢oes anteriores
podemos gerar qualquer terno quase pitagdrico, a partir de um terno quase pitagoérico primitivo.

Exemplo 3. No Exemplo 1 temos que (1,2, 3) é um terno quase pitagérico primitivo para a equagao
x2 +2y? =72, e tal terno gera os outros ternos quase pitagéricos:

(2,4,6)=(2-1,2-2,2-3) e (3,6,9)=(3-1,3-2,3-3).
Pela Proposigao 2, concluimos que (t,2t,3t) é um terno quase pitagérico, para todo t € Z.

A seguir, vamos determinar uma expressiao que caracteriza alguns ternos quase pitagéricos. Para
isso faremos a seguinte observagao.

Se z # 0, entao
¥\ 2 2
x?+my? =22 = (—) _,_m(Z) =1l=ul+mv?=1.
z z
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x
Onde u = — evzz.
z Z

Desse modo, encontrar ternos quase pitagéricos é equivalente a encontrar solucoes racionais da
equagao
u? +mv? = 1,

que representa uma elipse com o centro na origem do plano cartesiano.

Teorema 1. Dados a e b nimeros reais nao simultaneamente nulos e m > 0 um numero real, o par

ordenado
a2 — mb? 2ab

b
a2 +mb? ' a2 + mb?

(u,v) =
descreve todos os pontos da elipse de equacdo u? + mv? = 1.

Demonstracio. Inicialmente, note que (1,0) é solucdo da equacdo u? +mv? = 1, para todo m € R
e também, que (1,0) é da forma escrita no enunciado acima; para isso basta fazer b = 0.

Agora observe que os pontos pertencentes a reta r que passa pelos pontos (1,0) e (a,b) qualquer,
sao do tipo
(1,0) +t(a,b) = (1+ta,tb).

Se t # 0, entdo a interse¢do da reta r com a elipse em questao possui dois pontos, um deles é (1,0)
e o segundo é um ponto P(1 + ta, tb) tal que (1 +ta)? + m(tb)? = 1, como na Figura 1.

Y

(10)

Figura 1: Ponto sobre uma elipse u? + mv2 =1

Assim,

(1+ta)?+m(th)?=1 o 1+2ta+tZa?+mt?b?>=1
& 2ta+tZa?+mt?b? =0
& t(2a+ta%+mth?) = 0.

Logo t = 0 ou 2a + ta? + mth? = 0.

Dessa tltima expressao obtemos

2a+tal+mth’=0 & t(a?+mb?) =2a
—2a

=1 t=—2.
a2 +mb

N
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-2
Substituindo t = —32 em P(1 + ta, tb), obtemos
aZ +mb
2
P(l 2a . 2ab 2)
a2+ mb® a2+mb
p (a2 +mb?  —2ab ) '

b
a2 +mb? " a2 + mb?

P(1 + ta, tb)

Como esses pontos sao simétricos em relagao ao eixo-x e ao eixo-y, podemos considerar os pontos
representado pelo par ordenado

(anbQ 2ab ) @)

9
a2 + mb?’ a2 + mb?

tais que

(azme)2 ( 2ab )2_(a2+mb2)2
(aL2+mb2)2

Portanto, a expressao (2) representa os pontos pertencentes a elipse de equacdo u? +mv? =1. O

a2 + mb? a2 + mb?

Observagao 2. Tomando a,b € Z nao simultaneamente nulos e m > 0 um inteiro, temos que
(a2 - mb?), (2ab) sdo inteiros, e (a?+mb?) um inteiro positivo, logo as coordenas dos pontos
representados por (2) sdo racionais, ou seja,

(a2 —mb? 2ab

a2 +mb?’ a2 + mb?

)EQ2=Q><Q.

Teorema 2. Se a,b,c € Z*, entdo o terno (a®>—mb? , 2ab , a2+mb?) é um terno quase pitagdrico,
para todo m € N livre de quadrados.

Demonstragao. De fato,

(a2 - mb?)? + m(2ab)? = a* - 2ma?b? + m?b* + 4ma?b?
= (a?)? + 2ma’b? + (mb?)?
= (a? + mb?)?

O que implica que (a? —mb? | 2ab , a?+mb?) é um terno quase pitagérico. O

A expressao enunciada no teorema anterior sugere que, se a, b, c € Z*, entao os ternos do tipo

(a? ~mb? , 2ab, a?+mb?), (3)

sdo solucdes de uma equacio do tipo x? + my? = z2. Mas reciproca deste teorema nao é verda-

deira, pois podemos encontrar diversos ternos quase pitagéricos que nao podem ser descritos pela
expressao acima com a, b, c € Z*.

Veja que o terno (1,2, 3) é solucdo da equacio x?4+2y? = z2, mas este terno nao pode ser representado

pela tripla dada em (3), pois nao encontramos valores inteiros para a, b, ¢ que satisfazem o sistema

a?-2b*=1
a’+2b* =3

2
A sabera=+V2eb= ig sao as solugoes para este sistema.
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3. Classe de Ternos Quase Pitagdricos

As proposi¢oes demonstradas na se¢do anterior permitem-nos pensar em particionar o conjunto
T, em um conjunto de classes, onde cada classe é gerada por um terno quase pitagorico primitivo.
Para isso, definimos a seguinte relagao.

Definicao 4. Dizemos que (x,y,z), (a,b, c) € Ty, estao relacionados pela relagao binaria ~ sobre Ty,
e escrevemos (x,y,z) ~ (a,b,c) quando existirem r,s € Z* tais que r(x,y,z) =s(a, b, c).

Proposigao 4. A Relag¢do ~ definida sobre Ty, é uma relagdo de equivaléncia.
Demonstracdo. Sejam (a,b,c), (d,e,f), (u,v,w) € Ty, temos que

1. (~ é reflexiva). Com efeito,

(a,b,c) =1 (a,b,c) = (a,b,c) ~ (a,b,c).

2. (~ é simétrica). De fato, se (a,b,c) ~ (d, e, ), entdo, pela defini¢ao existem r,s € Z* tais que
r(a,b,c) =s(d,e,f)

e como a relacdo de igualdade é uma relacao simétrica temos que s(d, e, f) =r(a, b, c).
Logo (d,e,f) ~ (a,b,c).

3. (~ ¢é transitiva).

Se (a,b,c) ~ (d,e,f) e (d,e,f) ~ (u,v,w) entao pela definicao da relagao ~, existem p, q,r,s € Z*
tais que
p(a,b,c) =q(d,e,f) e r(d,ef) =s(u,v,w).

Multiplicando membro a membro a primeira igualdade por r e a segunda por ¢, obtemos
pr(a,b,c) = qr(d,e,f) e qr(d,e,f) =gs(u,v,w).
Logo pr(a, b, c) = gs(u, v,w), o que significa que

(a,b,¢) ~ (u,v,w).
Desse modo concluimos que a relagao ~ é uma relacao de equivaléncia sobre Ty,. O

Uma vez que a relacdo ~ é uma relacao de equivaléncia sobre Ty, faz sentido considerarmos o
conjunto quociente de Ty, pela relacao ~. Denotaremos esse conjunto quociente por T[] e cada
elemento de T, serd denominado classe de ternos quase pitagéricos.

Dado (a,b,c) € Ty, a classe de ternos quase pitagéricos determinada por (a,b,c) consiste no
conjunto

[(a,;b,0)] ={(x,y,2) € Tm : (x,¥,2) ~ (a,b,¢)}.

Dizemos que cada elemento (a,b,c) é um representante da classe [(a, b, c)]. E evidente que cada
classe [(a, b, c)] possui uma infinidade de representantes, porém pelas proposigoes 2 e 3 podemos
escolher um terno quase pitagoérico primitivo dessa classe para a sua representagao.
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Proposigao 5. Para cada classe

[(a,b,0)] = {(x,y,2) € Tm; (x,y,2) ~ (a,b,c)}

existe apenas um unico terno quase pitagorico primitivo.

Demonstracdo. Seja (a,b,c) um terno quase pitagorico primitivo, que por definigao mdc(a,b) = 1.

Note inicialmente que os ternos quase pitagéricos primitivos com b = 0 sdao (1,0,1) e (-1,0,1)
apenas e pertencem a classes diferentes, além disso nao é dificil ver que s@ao os Unicos primitivos
de suas classes.

Agora, se b # 0, entdao a # 0 também, pois a? + mb? = z2 e mdc(a, b) = 1.

Logo, se (d,e,f) € [(a,b,c)] é um terno quase pitagérico primitivo, entao pela definicao 4 existem
r,s € Z* tais que (rd,re,rf) = (sa, sb, sc), isto é,

rd =sa rdb = sab
re=sb = rea = sba
rf =sc rf =sc

Subtraindo membro a membro a segunda equagao da primeira (dltima chave), temos rdb—rea = 0,
o que implica db = ea. Assim d | ea, e como mdc(d,e) = 1 temos d | a, do mesmo modo obtemos
a | bd e como mdc(a,b) = 1 afirmamos que a | d. Neste caso temos d | a e a | d e pelas propriedades
da divisibilidade concluimos que d = +a. Analogamente se obtém e = +b.

Logo, se a® + mb? = d? + me?, entdo ¢ = {2, e como estamos considerando apenas os ternos com a
terceira componente positiva, concluimos que ¢ = f.

Portanto o terno (d, e, f) pode ser um dos ternos (-a, b, c), (-a, b, c), (a,—b,c) ou (a,b,c). Mas os
trés primeiros ternos nao pertencem a classe de [(a,b,c)] e como (d,e,f) € [(a,b,c)], concluimos
que (d,e,f) = (a,b,c) como queriamos. O

Proposicao 6. Seja [(a,b,c)] € Tim|, com a e b primos entre si. Se (x,y,z) € [(a,b,c)] entdo
(x,v,2) =t(a,b,c), para algum t € Z*.
Demonstracdo. De fato, sejam (x,y,2z) € [(a,b,c)] com mdc(a,b) = 1, temos pela definicao da
relacao ~ que existem r,s € Z* tais que
r(x,y,z) =s(a,b,c).
Seja d = mdc(r, s), logo existe t,u € Z* tais que r = du e s = dt.
Note que mdc(u, t) = 1. Assim,
r(x,y,z) =s(a,b,c) = du(x,y,z) =dt(a,b,c)

= u(x,y,z) =t(a,b,c)

= (ux,uy,uz) = (ta, th, tc).
Em consequéncia disso temos ux = ta e uy = tb. Desse modo u | ta, mas como u e t s@o primos

entre si, temos u | a. Analogamente obtemos que u | b. Concluindo que u = 1, pois a e b s@o
primos entre si.

Portanto, se u(x,y,z) = t(a,b,c), entao (x,y,z) = t(a, b, c), para algum t € Z*. O
ran
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Assim, se (a, b, c) é um terno quase pitagorico primitivo, entdo podemos representar sua classe por

[(a,b,0)] = {(x,y,2) € Tm; (x,y,2) = (ta, tb, tc), Vt € Z'}.

3.1. Operagao em T,
Lema 1. Se (x,y,2) e (a,b,c) sao ternos quase pitagdricos, entao
(zc)? = (xa—myb)? + m(xb + ya)?.

Demonstra¢do. Observe inicialmente que, se (x,y,z) e (a, b, c) sdo ternos quase pitagdricos, entao

2 2

x> +my? =272 e a?+mb? =c?.

Multiplicando essas duas igualdades membro a membro, temos

(z¢)? = 2% - 2 (x? +my?) - (a® + mb?)

= x%a?+mx?b? + my?a? + m%y?b?.

Somando e subtraindo (2xamyb), adequadamente, na tltima expressao obtemos

x?a? - 2xamyb + m?y?b? + mx>b? + 2xamyb + myZa’.

Fatorando esta tiltima expressao temos (xa—myb)? + m(xb + ya)? = (zc)?2. o
Tal resultado mostra-nos que o produto de dois inteiros da forma x2 + my? é também dessa forma.
Podemos entdo definir uma operacao sobre sobre T[], que denotaremos por x da seguinte forma.

Definicao 5. Dadas [(x,y,z)] e [(a,b,c)] duas classes do conjunto T[], definimos a operacao %
da seguinte maneira

[(x,y,2)] x [(a,b, )] := [(xa— myb,xb +ya, zc)].

Mostraremos agora que essa operacgao estd bem definida no conjunto T[], ou seja, a operagao

[(x,y,2)] * [(a,b,0)]
independe dos representantes das classes, mais precisamente temos a seguinte

Proposigao 7. Sejam (x,y,z), (a,b,c), (x',y',2") e (a’,b’,¢’) sao ternos quase pitagdricos tais que
mdc(x,y) = mdc(a,b) =1. Se,

[y, 2] =[,y",2)] e [(a,b,0)] = [(a’,b", )],

entao
[(x%,y,2)] * [(a,b,0)] = [(x",y,2")] * [(a’, b, c)].

N
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Demonstragao. Sejam (x,y,z), (a,b,c), (x',y’,2’) e (a’,b’,¢’) ternos quase pitagdricos como nas
hipéteses do enunciado. Entao existem r,s € Z* tais que

x',y’,2z") = (rx,ry,12) e (a’,b’,c’) = (sa, sb, sc), assim

[y, 2)] * [(@", b, ") = [(rx, 1y, 12)] % [(sa, b, s0)]

(rxsa — mrysb, rxsb + rysa, rzsc)]|

(xa—myb, xb + ya, zc)]

[
[
[(rs(xa—myb), rs(xb + ya), rs(zc))]
[
[(x,y,2)] x [(a,b,c)].

O

Esse resultado garante que a operacao * estd bem definida no conjunto T[] e encerraremos esta
secdo demonstrando que (Tmy], *) ¢ um grupo abeliano.

z

Teorema 3. (Tpny,*) € um Grupo Abeliano, isto €, a operagdo * ¢ associativa, comutativa, existe
um elemento neutro para a operac¢do x em Ty], € cada elemento de Ty possui um simétrico em
relacao a operacdao *.

Demonstracdo. Sejam entao [(x,y,z)], [(a,b,c)] e [(p,q,1)] classes de ternos pertencente a Ty,

i) A operacao x é associativa. De fato,

{[(X7 Y, Z)] * [(a7 ba C)]} * [(p7 q, I')] = (Xa - myb7 xb - ya, ZC)] * [(pa q, I')]

((xa—myb)p —m(xb + ya)q, (xa— myb)q + (xb + ya)p, zcr)]

(xap — mybp — mxbq — myaq, xaq — mybq + xbp + yap, zcr)]
(x(ap — mpq) — my(bp +aq), x(aq + bp) +y(ap — mbq), zcr)]
(x,y,2)] % [(ap — mpq, bp + aq, cr)]
(x,y,2)] % {[(a,b, )] * [(p,q,1)]}.

[
[
[
[
[
[

ii) A operacdo x é comutativa. Com efeito,

[(x,y,2)] * [(a,b, 0)]

[(xa—myb,xb —ya, zc)]

[(ax —mby, bx — ay, cz)]
[(a,b,0)] x [(x,y,2)].

iii) A existéncia do elemento neutro: Existe em T[] um elemento [(x,y,z)] tal que para todo
[(a,b,c)] em Ty temos

[(a,b,0)] x [(x,y,2)] = [(a,b,¢)] & [(ax—mby,ay +bx,cz)] = [(a,b,¢)].
A partir da ultima equagao acima, obtemos o sistema

ax—mby = a
bx+ay=Db
cz=c
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Como ¢ > 0, da ultima equagao segue que z = 1.

Agora usando a regra de Cramer para resolver o sistema
ax —mby = a
bx+ay=Db

temos,
a —mb
b

2

A= =a%+mb? =c2.

E como ¢ > 0, o sistema é possivel e determinado. Assim,

_la —mb| _la bl _ .
AX—b 0 |7 e Ay_a b‘—ab ab=0.
Portanto,
A, c? Ay 0
x=x el e yEgr=a=l

Logo, o elemento neutro é a classe [(x,y,2z)] = [(1,0,1)].
iv) Existéncia de simétricos: Para cada [(a,b,c)] € T|y) existe [(x,y,2)] € T[m] tal que
[(a,b,0)] % [(x,¥,2)] = [(1,0,1)] & [(ax —mby, ay + bx, cz)] = [(1,0, 1)].
A partir da ultima equagao acima, obtemos o sistema
ax—mby =1

bx+ay =0
cz=1

1
Como ¢ > 0, da dltima equacao segue que f = —.
z

Agora usando a regra de Cramer para resolver o sistema

ax —mby =1
bx+ay =0

temos,

a -mb

b a

2

A= =a%+mb? =c2.

E como ¢ > 0, o sistema é possivel e determinado.

Logo,
1 —-mb a 1
AX—‘O . |72 e Ay—b O‘—b.
Assim,
Ay Ay, b
= — = — e - — = —
*TA T YA T @
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Portanto,
a -b 1 1
IR (G Y (T
c?’c?’ec c
Desse modo, [(a,—b,c)] é o simétrico que procuramos. O

4. Ternos Quase Pitagoricos e os Nimeros Complexos

Nesta se¢ao apresentaremos uma relacao entre um elemento de Ty, e um nimero complexo, mais
especificamente um ntmero complexo pertencente a circunferéncia unitaria centrada na origem
do plano complexo. Tal relagao permite-nos visualizar geometricamente algumas propriedades de
uma classe [(a,b,c)] € T

Para isso, é necessario definir uma fungéo cujo dominio é C, e que toma valores em R*, a chamada
Funcao Norma. Também apresentaremos algumas de suas propriedades.
Defini¢ao 6 (Funcao Norma). A funcdo N definida por
N :C — R*
a+bi — a?+b?

é chamada de Funcao Norma em C.

A proposicao seguinte contém propriedades importantes da Fungao Norma, que utilizaremos no
transcorrer deste texto.

Proposicao 8. Seja N a Fung¢ao Norma em C. Entdo,

(i) N(@) 20, V @ € C;

(ii) N(a) =0, se, e somente se, @ =0;

(11i) N (@) = a@ , para todo @ € C, onde @ denota o conjugado de a;

(iv) N(aB) = N(@)N(B), Y a,B € C; isto é, a Fun¢ao Norma preserva a multiplicagdo.

Demonstracdo. Para que este texto nao fique extenso, e o leitor nao se canse com demonstragoes
que nao sao o objetivo central deste trabalho, provaremos aqui apenas a afirmagao (iv), pois é
a propriedade que serd de mais importancia neste trabalho. As demais propriedades podem ser
demonstradas sem muito esforgo pelo leitor, ou entdo consultar [3] e [4].

(iv) Dados dois nimeros complexos @ = a+ bi e 8 = ¢ + di quaisquer, temos

N (ap) N((a+Dbi)(c+di))
= N((ac—bd) + (bc + ad)ji)
= (ac—bd)? + (bc + ad)?
= a%c? - 2acbd + b2d? + b%c? + 2bcad + a2d?
= a?c? +b2d® +b2c? +a2d?
= a?(cZ+dH) +bi(c+d?
= (a?+b?)(c? +d?)
= N(a)-N(B)

O
an
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Utilizaremos a fungdo norma como uma importante ferramenta para associar um terno quase
pitagorico a um numero complexo, pois tomando (x,y,z) € Ty, temos

22 =x*+my? = (x+iyvm)(x—iyvm) = N(x+iyvm).

Assim podemos associar cada terno quase pitagérico (x,y,z) a um nimero complexo pertencente
ao conjunto

Z[ivm] = {x+iyVm/ x,y € Z} c C.

O leitor mais interessado pode verificar que Z[iy/m] é um subanel do anel C, munido das operacoes
de adicao e multiplicagao usuais de niimeros complexos.

Im(P)|— = === ==

Figura 2: Representacao no plano complexo

Na figura 2 temos a representacdo geométrica de um ponto P = x + iyym, onde Re(P) = x,

Im(P) = yvm e
|z| = N (x +iyvm) = vx2 + my?2.
2

Exemplo 4. De acordo com o exemplo 1, o terno (1,2,3) é uma solucio da equacio x? + 2y? = z2,
logo podemos associd-lo ao nimero complexo 1 +i2V2. Desse mesmo modo associamos (2,4, 6) e
(3,6,9) a

2+14V2 =2(1+12V2) e 3+i6V2=3(1 +i2V2),

respectivamente.

Generalizando este exemplo, identificamos que os elementos de uma classe [(a, b, c)] € T[] estao

dispostos geometricamente sobre a reta que passa pelo segmento OP no plano complexo, onde O
é a origem do plano complexo e P = a + iby/m.

Consideremos agora a circunferéncia S; = {z € C* : |z| = 1}, centrada no ponto O = 0 + i0y/m.
Afirmar que S; é um grupo multiplicativo segue de que S; é um subgrupo de C* e do item iv) da
Proposigao 8, visto que, dados u,v € S; temos

LN(1)=12=1€8,.
2. N@)=N@N (v)=1.1=1, logo uv € S;.
SN =NuHYN(@ =N (1)=1, logo N (u!)=1entdaou! €S;.

N
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Revista eletronic:

Observamos que os nimeros complexos x + iyy/m referentes aos ternos quase pitagéricos (x,y,z)
estdao no exterior de Si, com excecdao do terno (1,0,1), que pertence a S;. Logo, se x e y sao
diferentes de zero, entao P = x + iyy/m pode ser associado a um ponto W sobre a circunferéncia
unitdria S; no plano complexo, onde W = OP N'S; é representado pelo ntimero complexo W =
cos@ +isinf = e’ sendo 0 o angulo com vértice em O, formado pelo eixo OX e o segmento OP,
tal que 0 < 6 < 27, como na figura a seguir.

ImP)f == —mmmmmmmm——— = P

o Re(P)

Figura 3: Representagdo de um terno quase pitagdrico na circunferéncia unitaria Sy

Como W é um numero complexo representado por um ponto de S, temos |[W| = 1. Logo, se
P = x +iyym é um numero complexo associado pelo terno quase pitagdrico (x,y,z), entdao P é
miultiplo de W, isto é, P = x+iyym = W -k, para algum k € Z*, pois P e W pertencem a
mesma classe. Aplicando a funcdo norma em P e utilizando o fato de que esta funcao preserva a
multiplicagao, obtemos

72 =x% +my? = N(P) N(W -k)

N(W)-N(k)=1-k? =Kk

Implicando assim que |[k| = |z|. E como z > 0, obtemos k = z.

e . - X .yym
Note que, se nao tivéssemos a condigao z > 0, entao Wy = —— —i——
z z
os dois pontos de intersegdo entre a reta que passa por OP e a circunferéncia S;. Mas como z > 0,
temos um tUnico nimero complexo pertencente a S; que representa uma classe de ternos quase
X . yym
= —+i
z z
quase pitagérico (x,y,z), onde 6 é o angulo formado entre o eixo OX e o segmento OP no sentido
anti-horario.

yvm

X . .
e Wo=—+1 seriam
Z

6

pitagéricos. Portanto usaremos W = ¢! como numero complexo associado ao terno

Observe agora que, se (x,y,z) € [(a,b,c)], onde (a,b,c) é o terno quase pitagérico primitivo desta
classe, entao (x,y,z) = (ta, tb, tc), para algum t € Z*. Pelo feito acima, associamos o terno (x,y, z)
ao seguinte nimero complexo em Sj.

y¥ym ta .thbym a _bym
i = Sy =T
7z

tc tc c c

W=2>

Z

Em outras palavras, podemos associar todos os ternos da classe ao nimero complexo em W € Sy,
associado ao terno quase pitagérico primitivo representante da classe.

N
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Ao enunciar o préximo resultado (que é o resultado principal desta se¢do), admitimos que Sp é
um subgrupo multiplicativo de (C*,-). E identificamos a relagao entre uma classe de ternos quase
pitagéricos com um nimero complexo de Sy, definindo uma fungao ¢ : Tj;,) — S1. Mostraremos
que esta funcao ¢ injetora e que preserva as operagoes definidas em T[] e S1, ou seja, a funcao ¢
¢ um homomorfismo de grupo.

Teorema 4. Seja S1 o conjunto dos miumeros complexos que formam a circunferéncia unitdria
centrada na origem do plano complezo. Entdo a fungdo ¢ : Tim) — S1, definida por

#(16y. 1) = = X V0
VA Z

€ um homomorfismo de grupo injetivo.
Demonstracdo. Sejam [(a,b,c)] e [(x,y,z)] classes de ternos pertencentes a T[] de modo que
mdc(x,y) =1 e mdc(a,b) = 1. Temos que

a . bym

¢([(a’b’c)]) == P e ¢([(X7yyz)]) =e¥f =2 +1Y\/_

Z

Assim

¢[(xa— myb, xb + ya, zc)]

xa —myb o (xb + ya)ym
i
2¢ zC

xa — myb + ixby/m + iyaym

ZC
x(a +ibym) +iyvm(@ibym + a)
ZC

_ (x+iyym)(a+ibym)
zC
_ (x + iyy/m) _ (a+iby/m)

C

=4(16xy.21) - o([(a,b,01).

o(I6c.y. 2] * [(a.b,0)])

Logo, a fungdo ¢ é um homomorfismo. Além disso, se ¢([(x,y,z)]) = ¢([(a,b,c)]), entao
b
X +i—y\/E =2 +i—\/ﬁ.
VA zZ c C
Pela igualdade de ntimeros complexos temos

a yvm _ bym

= (S
C Z C

X
Z

Logo, xc = za e yc = zb.

Isolando z na primeira igualdade e substituindo na segunda obtemos ya = xb. Agora, como
mdc(x,y) = 1, existem r,s € Z, tais que 1 = xr +ys. Dai obtemos

a=a(xr+ys) = (ax)r + (ay)s = (ax)r + (xb)s,

138 = SBM
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implicando que

a = x(ar + bs). (4)
Do mesmo modo

¢ =c(xr+ys) = (cx)r+ (cy)s = (za)r + (zb)s.

Assim

¢ = z(ar + bs). (5)
Da dltima igualdade e do fato de que yc = zb, segue que

yc=zb = yz(ar+bs) =zb = y(ar+Dbs) =b. (6)
Portanto
(ar+bs) |a e (ar+bs)|b.

Mas como mdc(a,b) = 1, chegamos & conclusao de que ar + bs = 1. Tendo em vista as igualdades
(4), (5) e (6) acima, isso implica que a=x, c =z, y = b, isto é

(x,¥,2) = (a,b,¢).

Logo ¢ também ¢ injetiva. O

Portanto, efetuar a operagao [(x,y,z)] * [(a,b,c)] em Ty é equivalente a multiplicar os seus
respectivos elementos associados em S; e assim podemos ter uma interpretacao geométrica dessa
operacao, pois se
X m a
o(1yo) =2V oo g(jabol) = L

Z

)

bym _ B
c
onde @ e B sao os seus respectivos argumentos, entao

(v, 21 * [@bol) = 8([6y.21) 8([(a,b,0)]) = e e = elleh),

3

.
S, e'““ﬁ) \\ B
e”} \\
ei(x \p
B |
[¢] 1
o

Figura 4: Produto de niimeros complexos

Mostramos que (T[], *) ¢ um grupo abeliano. Consideramos a possibilidade de associar um terno
quase pitagérico a um nimero complexo do conjunto Z[iym]. Essa associacao foi possivel apds
visualizar uma forma de escrever a equacio x?>+my? = z2 como produto de dois niimeros complexos,
a saber z? = (x +iyym)(x — iyy/m). Essa forma determina a norma do niimero complexo x + iyy/m.
Com isso obtemos outra maneira de representar cada classe [(a,b,c)] de ternos quase pitagoricos
por um numero complexo, através do homomorfismo injetivo ¢, apresentado no teorema 4.

N
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5. Conclusoes

O estudo dos ternos quase pitagdricos é interessante por algumas razoes, sendo uma delas proveni-
ente da importancia da relevancia histérica dos ternos pitagoricos, orieundos do famoso Teorema de
Pitagoras, amplamente utilizado na matematica e com significativas contribui¢des para educagao
bésica, na resolucao de problemas e compreensao de alguns principios matematicos. Notadamente,
0s ternos quase pitagéricos ampliam ainda mais a nossa compreensao dos conceitos relacionados
ao Teorema de Pitagoras. Nesse sentido a investigagao desses ternos direciona-nos a um enten-
dimento mais profundo dos nimeros inteiros. Esse estudo, que é um pré-requisito para o estudo
da algebra e da teoria dos nimeros, pode incentivar os alunos da educagao bésica a explorarem
as propriedades algébricas e geométricas, questionando de forma investigativa alguns problemas
matematicos ja conhecidos em sua formagao no ensino basico, bem como prepara-los para estudos
mais avangados em niveis superiores.
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A analise matematica do jogo da velha:
conceitos, estratégias e aplicagoes

Lucas Machado Fernandes '®

Resumo

Este artigo apresenta uma formulagao matematica para o jogo da velha, utilizando conceitos e pro-
priedades das matrizes. Serao apresentados resultados qualitativos relacionados a previsibilidade
do jogo, obtidos a partir da analise da tomada de decisao inicial.

Palavras-chave: Jogo da Velha; Teoria Matricial; Previsibilidade.

Abstract

This article presents a mathematical formulation for Tic-Tac-Toe, using concepts and properties of
matrices. Qualitative results related to the predictability of the game will be presented, obtained
from the analysis of the initial decision making.

Keywords: Tic-Tac-Toe; Matrix Theory; Predictability.

1. Introdugao

O jogo da velha, também conhecido como “jogo do galo”, é um dos jogos mais antigos e populares
da histéria. Jogado em um tabuleiro de nove casas dispostas 3 x 3, o objetivo do jogo é alinhar trés
simbolos iguais (X ou O) em uma linha horizontal, vertical ou diagonal. Embora parega simples,
esse jogo tem uma rica histéria e teoria matematica que remonta a mais de 3.000 anos atrds. As
evidéncias mostram que o jogo era jogado pelos romanos e egipcios, e hd referéncias a ele em
varios textos antigos, como o Livro dos Mortos egipcio e os escritos de Ovidio, um poeta romano
do século I a.C.

Ao longo dos anos, o jogo da velha ganhou muitas variagoes e adaptagoes, tornando-se um tema
popular em diversas areas, como a matematica, a inteligéncia artificial e a teoria dos jogos. Na
matematica, o jogo da velha é usado para ensinar conceitos como estratégia, combinacoes e per-
mutagoes (Berlekamp, Conway e Guy, [1]). Na inteligéncia artificial, o jogo da velha é frequente-
mente usado como um problema de teste para algoritmos de aprendizado de maquina e agentes
auténomos (Knuth, [2]). Na teoria dos jogos, o jogo da velha é um exemplo cldssico de um jogo de
soma zero, em que o ganho de um jogador é igual & perda do outro jogador (Osborne e Rubinstein,
[4]; Morgenstern e Von Neumann, [3]).

Discente do Programa de Pés-Graduacao em Matemaéatica da UFPB e parcialmente apoiado pela fundagao
estadual de pesquisa da Paraiba (Fapesq-PB) #1159/2021-07, Brasil.
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Este artigo serd dividido em duas partes. Na primeira parte, apresentaremos uma axiomatizagao
das regras bésicas do jogo e uma descri¢ao formal de uma partida utilizando um modelo matricial.

Na segunda parte, abordaremos o processo de simetrizacao e o axioma do bloqueio. Em seguida,
apresentaremos os resultados relacionados a previsibilidade dos cantos e bordas, bem como a
imprevisibilidade do centro.

2. Preliminares

Nesta secao, serao apresentadas as regras basicas do jogo da velha e uma descri¢ao de uma partida.
Na primeira subsecao, serdo abordados os principios fundamentais do jogo, como a disposi¢ao do
tabuleiro, os simbolos utilizados e o objetivo do jogo. Ja na segunda subsegao, serd feita uma
descri¢ao detalhada de uma partida, desde a escolha dos simbolos até sua conclusao, com exemplos
praticos de jogadas.

2.1. Regras Basicas

O jogo da velha é um passatempo secular bastante conhecido, com regras amplamente difundidas.
No entanto, é importante apresentar os principios fundamentais que regem as regras basicas para
o funcionamento do mesmo.

.

Axioma 1. O ambiente do jogo da velha € representado por uma matriz quadrada de ordem 3.
Durante o jogo, as nove entradas da matriz sao preenchidas exclusivamente com os simbolos X ou

0.

Axioma 2. Durante o jogo da velha, quando € a vez de um participante jogar, ele deve escolher
uma das entradas da matriz e marcd-la com o seu simbolo (X ou O). Este processo de escolha e
marcag¢do de uma casa vazia é chamado de jogada.

Axioma 3. Os participantes alternam suas jogadas, comegando pelo jogador que escolheu o simbolo
X. Em resumo, as jogadas de ordem impar possuem marcac¢ao X, enquanto as de ordem par sao
marcadas com O.

Axioma 4. O objetivo de cada jogador é formar uma linha, uma coluna ou uma diagonal desta
matriz somente com o seu simbolo. O participante que consequir fazer isso primeiro vence.

Axioma 5. Se todas as entradas da matriz estiverem preenchidas e nenhum jogador tiver conseguido
formar uma linha, uma coluna ou uma diagonal somente com o seu simbolo, o jogo termina
empatado.

A seguir, apresenta-se um exemplo pratico de uma partida que segue os cinco axiomas anterior-
mente descritos:

Exemplo 1. A representagdo a seguir

X - - X - - X - - X - -
- - |- - 0 - |—|- 0 - |—| - 0 0 |—
- - - - - - - - X X

)

)

\
= QI

an

142 LAl



PROFESSOR DE

I I I ) MATEMATICA

O
Machado

indica nove jogadas de uma partida de jogo da velha.

2.2. Descrigao sobre uma partida

Notacionalmente, para descrever os movimentos de uma partida como propostos no axioma 3,
adicionamos um indice acima do simbolo correspondente a cada rodada completa composta por
uma jogada de X seguida por O. Dessa forma, as representagoes

XY o0t X2, 0%,X3, 03 X, 0te X®

indicam a ordem em que as jogadas foram realizadas, permitindo que sejam facilmente identificadas
e acompanhadas ao longo da partida. Para que essa otimizacao fique mais clara, as jogadas do
Exemplo 1 seriam resumidas pela matriz:

Xt ot xt
X3 o' 02
o3 X5 X?

3. Resultados

Para dar inicio a nossa discussao, é importante estabelecermos algumas defini¢bes basicas que
recorreremos ao longo deste texto. Tais conceitos serao fundamentais para a compreensao de
resultados que iremos descrever posteriormente.

Definicao 1. Seja (Ajj)3x3 uma matriz qualquer. Para nossos propésitos, denominamos as entradas
a;; da seguinte forma:

1. As posicoes A11, Az, Az e Asz sdo chamadas de cantos;
2. As posigoes Aia, As1, Aaz € Azs sao chamadas de bordas;

3. A posigao Az € chamada de centro.

borda
canto T canto

A A Ars

borda Ao Aoz borda

Azr Aze Aszs
/

canto canto
borda

Figura 1: Representacao dos cantos, bordas e centro.

Podemos imaginar dois eixos imaginarios que se interceptam no centro Ass, e assim adicionar as
nomenclaturas inferior, superior, esquerda e direita aos conceitos de bordas e cantos. Por exemplo,
podemos dizer que A1 é o canto superior esquerdo, enquanto Aoz é a borda direita. Essas
denominagcdes serao importantes para a nossa discussao, permitindo-nos fazer referéncia precisa as
diferentes posi¢oes da matriz.

N
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Definicao 2. Uma situacao em que é impossivel para um jogador impedir que seu oponente complete
uma linha, coluna ou diagonal com seus simbolos é chamada armadilha.

Em outras palavras, quando um jogador encontra-se em uma armadilha, ndo hd mais movimentos
que possa fazer para evitar a vitoria do adversario. Vejamos um exemplo:

Exemplo 2. A situacdo descrita abaixo

Xl o XS
- X2 o'
- - 0?2

¢ uma armadilha, pois independentemente do posicionamento de O3, o jogador com o simbolo X
completard uma linha ou coluna.

Nas préximas subsecoes, descreveremos os resultados que
ocorrem ao iniciar o jogo a partir dos cantos. E impor-

tante ressaltar que, salvo em casos de simetria, podemos Xt - - s X1

supor sem perda de generalidade que o simbolo X! estars -

no canto superior esquerdo da matriz (ver a figura ao lado).

As funcoes de simetrizagao S; e Sp s@o responsaveis por esse s s

comportamento e podem ser definidas como segue: - - - - - -
A A Ags sy Az Az An xtoo )l

L A Ap Azz |—| Az Azx Ax . . L

Figura 2: Simetrizacao.

Az1 Azz Ass Aszz Az Az s ¢
A A Aus s, Az1 Azz Ass

2.1 A Axp Az | —| Azx Az Ass
Az1 Az Az A A Ags

Para garantir uma compreensao clara e consistente das discussoes que se seguem, é de extrema
importancia destacar que, a partir deste ponto, sempre partiremos do seguinte pressuposto:

Axioma 6 (Axioma do Bloqueio). Se o oponente tiver dois elementos na mesma linha, coluna ou
diagonal, é necessdrio colocar o terceiro elemento para bloqued-lo.

Este axioma ¢é fundamental para garantir o equilibrio de Nash (ver [5]) durante a partida. Ele
estabelece uma estratégia bésica para bloquear, sempre que possivel, a obtencao da vitéria do
oponente.

3.1. Previsibilidade dos cantos e bordas

A seguir, apresentaremos um resultado que demonstra uma estratégia eficaz para garantir a vitéria
no jogo da velha, levando em consideracao as duas primeiras jogadas da partida.

Teorema 1. Se X! estd posicionado no canto superior esquerdo e O' ocupa qualquer outra posicdo
da matriz, exceto o centro, entao é sempre possivel que o jogador com o simbolo X venga utilizando
uma armadilha.

N
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Demonstra¢do. Com efeito, supondo véalido o axioma do bloqueio, basta notar que em cada uma
das situagoes a seguir

Xt ot - Xt - o Xt 0? Xx? Xt - X3
02 _ _ _ 02 _ 01 _ _ _ X2 01
Xz - X X2 - X2 - - X - - 07
Xl _ XS Xl o XS Xl 02 X2
02 o> - -
Ol . X2 X2 01 o XS o 01

garantem-nos que sempre é possivel que o participante com o simbolo X venga utilizando uma
armadilha, desde que X esteja posicionado no canto superior esquerdo e O' ndo ocupe o centro. 0O

Em resumo, levando em conta o axioma do bloqueio, o teorema indica que se o jogador iniciar a
partida posicionando o simbolo X em qualquer um dos cantos da matriz e o oponente nao ocupar
o centro, entao a vitéria do participante que iniciou o jogo da velha depende exclusivamente de
seguir um dos padroes destacados na prova, fazendo as devidas simetrizagoes, se necessario, do
caso superior esquerdo.

3.2. Imprevisibilidade do centro

Nesta subsecdo, estamos interessados em analisar os casos em que X! estd posicionado no canto
superior esquerdo e Q' ocupa o centro. A ideia bésica é permutar X? nas entradas restantes da
matriz e analisar os casos:

X' oXx? - Xto- Xx? Xto- - Xt - -
_ 01 -, _ Ol _ , X2 Ol ~ |, _ Ol X2 ,

XTo- - Xto- - P G
- o' - ot | e | -
X2 o o o XQ o . o XZ

Para dar inicio & discussao, vamos apresentar a seguinte definicao:

Definigao 3. Sejam A, B e C entradas de uma matriz qualquer. Dizemos que A(ABC) é a trian-
gulagdo desta matriz quando B estd na mesma linha (coluna) de A e na mesma coluna (linha) de
C, e nenhum outro elemento da matriz pode estar entre A e B, nem entre B e C.

Cr/D
G" H
L

Figura 3: Exemplos de Triangulacoes
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Compreender o conceito anterior torna-se fundamental para a compreensdao de dois dos casos
mencionados no inicio desta subsegao. Esses casos, por sua vez, podem ser descritos a partir do
seguinte teorema:

Teorema 2 (Teorema da Triangulacdo). Se X' estd posicionado mo canto superior esquerdo, O!

ocupa o centro e A (X1X201) € uma triangulacao, entao a partida terminard empatada.

Demonstracio. Uma vez que X! estd posicionado no canto superior esquerdo, O' ocupa o centro
e A (X'X20') é uma triangulagdo, temos os casos:

X1 - Xt X2
x2 ot | e | - o -

Portanto, de acordo com o axioma do bloqueio, podemos afirmar que

Xt o x3 Xt x2 o?
Xz ot - e 03 ot Xt |,
02 X4 o X3 o o
ou seja, a partida terminara empatada. O

Antes de prosseguirmos para o préximo teorema, é necessirio demonstrar um lema técnico e
apresentar uma nova definigao.

Lema 1. O resultado em uma partida de jogo da velha € invariante pela transposta da matriz
associada.

Demonstracdo. Seja M uma matriz qualquer. Pela definicao de matriz transposta, valem as se-
guintes propriedades:

1. Linhade M —  Coluna de M?;
2. Colunade M — Linha de MY;
3. Diagonal Principal de M —  Diagonal Principal de M';

4. Diagonal Secundaria de M —  Diagonal Secundaria de M",

onde a seta — representa a expressao “leva em” e M' é a matriz transposta de M. Dessa forma,
com base nos resultados obtidos em 1-4, podemos concluir imediatamente que é impossivel que
a vitéria de um jogador (ou empate) em uma partida resulte em um empate (ou vitéria de um
jogador) no jogo da velha associado a matriz transposta. Resta agora analisar os seguintes casos:

19 caso: Suponha que um participante com o simbolo X venca em apenas 5 jogadas com relacao
a matriz M associada ao jogo da velha. E importante ressaltar que é impossivel que O venca com
a matriz transposta M', pois essa matriz terd apenas duas posicoes marcadas com tal simbolo, o
que mostra que nao é possivel obter uma vitéria nessa configuragao.

2° caso: Suponha que um participante com o sfmbolo O venga em 6 jogadas (ou 8 jogadas) em
relagdo a uma matriz M associada ao jogo da velha, enquanto X venga em apenas 5 jogadas (ou
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5 ou 7 jogadas) com a matriz transposta M" associada. No entanto, como M = (M")!, segundo as
propriedades 1-4 acima, X deveria vencer em 5 jogadas (ou 5 ou 7 jogadas) com relacdo a M, o
que é claramente absurdo.

32 caso: Suponha que um participante com o simbolo X venca em 7 jogadas (ou 9 jogadas) em
relagdo a uma matriz M associada ao jogo da velha, enquanto O venga em apenas 6 jogadas (ou
6 ou 8 jogadas) com a matriz transposta M" associada. No entanto, como M = (M), segundo as
propriedades 1-4 acima, O deveria vencer em 6 jogadas (ou 6 ou 8 jogadas) com relacdo a M, o
que é impossivel. O

Para esclarecer o comportamento de dois outros casos citados anteriormente, é necessario apresen-
tar o teorema do segmento. No entanto, antes disso, é importante definir o que é um segmento em
uma matriz.

Definicao 4. Dado um conjunto de trés entradas A, B e C de uma matriz qualquer, dizemos que
ABC é um segmento da mesma, desde que, todas as entradas estiverem alinhadas na mesma linha
ou na mesma coluna, sem que haja qualquer outra entrada entre elas. Em particular, também
dizemos que A e C sé@o os extremos do segmento ABC.

A

Z =W

oxaA
gellal==lw)

E
I
M

Figura 4: Exemplos de segmentos.

Com essa definicao em mente, podemos agora enunciar o resultado:

Teorema 3 (Teorema do Segmento). Se X' estd posicionado no canto superior esquerdo e O* ocupa
o centro, entdo toda partida que possui um segmento X102X? termina em empate.

Demonstra¢do. Supondo que X! estd posicionado no canto superior esquerdo, O! ocupa o centro
e X102X?2 é um segmento, temos os casos:

Xl 02 X2 Xl o o
ot - e 0? ot
— - - X2 -

Dessa forma, como as matrizes anteriores sao transpostas uma da outra, resta fazer a andlise de
apenas uma delas pelo Lema 1. Sendo assim, usando o axioma do bloqueio e permutando O? nas
entradas restantes da matriz a esquerda, temos

Xt 0? Xx? Xt 0? Xx? Xt 0? X? Xt 0? Xx?
0% o' x4 , Xt ol 03 , oL _ e - 0! _
X5 X3 04 04 X3 X5 03 X3 _ _ XS 03
Uma vez que as duas matrizes abaixo
Xt 0% Xx? Xt 0% Xx?
- ot - e - o' -
03 X3 o o X3 03
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resultam em empate devido ao axioma do bloqueio, independentemente da permutacao das posigoes
X4, 0% e X°, podemos concluir o resultado desejado. O

Ao contrario dos casos anteriores, observe que a disposicao

Xt - -
- o' -
- - X?

pode resultar na vitéria do jogador que escolheu o simbolo X. No entanto, o desfecho final depende
exclusivamente do movimento O? escolhido pelo oponente.

Teorema 4 (Teorema da Diagonal). Se X! estd posicionado no canto superior esquerdo, O' ocupa
o centro e X2 ¢é localizado no canto inferior direito, entdo o jogador com o simbolo X tem uma
probabilidade de 1/3 de vencer a partida.

Demonstracio. Supondo que X' estd posicionado no canto superior esquerdo, O' ocupa o centro
e X? ¢ localizado no canto inferior direito, podemos permutar O como segue:

Xl 02 - Xl - 02 Xl _ _ Xl _ _
- 0t - - 0! - 02 o' - - 0! 02
_ X2 ’ _ ~ X2 ’ _ — X2 ’ _ ~ X2 ’
Xt - - Xt - -
- o' - e - o' -
o - X? - 0% X?
Pelo axioma do bloqueio, temos que as partidas
Xt o0? x4 Xt x3 o3 Xt x4 o3 Xt ot x¢
X> o' o* |, o* o' X5 |, 0’ o' Xx3 e X3 o' 0?
0 X X2 Xt 02 X? Xt o0t X2 0 X° X2

terminam empatadas. Por outro lado, ao aplicarmos novamente o axioma do bloqueio, podemos
concluir que jogos

Xt - 0 Xt - X3

- o' - e - o' -

XS o X2 02 o XQ
terminam com o jogador do simbolo X vitorioso devido a formagao de armadilhas, concluindo o
resultado. ]

Apresentamos agora a ultima definicao desta secdo, que serd relevante para a formulagao do iltimo
resultado que apresentaremos.

Definigao 5. Sejam A, B e C elementos de uma matriz. Dizemos que 8(ABC) é um bumerangue
desde que exista um elemento D nesta matriz que atenda as seguintes condigoes:
1. D é extremo de um segmento que contém B e C;
2. A(ADB) ou A(ADC) é uma triangulagao.
ran
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A B
E F G
L7 &
M N

C D
G H
K L
’O{P

Figura 5: Exemplos de bumerangues.

Apesar de sua simplicidade, o jogo da velha tem uma rica teoria matemadtica, que inclui vérias
estratégias e propriedades interessantes. Uma dessas propriedades, que chamaremos como Teorema
do Bumerangue, relaciona certas configuracoes de jogadas a probabilidade de terminar o jogo
empatado ou com um vencedor.

Teorema 5 (Teorema do Bumerangue). Considere um jogo da velha em que o simbolo X' ocupa o
canto superior esquerdo e O ocupa o centro, formando um padrao de bumerangue B(X'0'X?). Se
permutarmos o simbolo O° nas outras posicées restantes, entdo as sequintes propriedades valem:

1. Em 1/2 das possibilidades, o jogo termina empatado, independentemente dos movimentos sub-
sequentes;

2. Em 1/3 das possibilidades, o jogo pode terminar com um vencedor ou empatado;

3. Em 1/6 das possibilidades, o jogo termina com um vencedor.

Demonstracdo. Uma vez que o simbolo X! ocupa o canto superior esquerdo e O ocupa o centro
tal que B(X'0'X?) é um bumerangue, sabemos que os casos retratados sao:

Xt - - Xt - -
- ot X2 e - ot -
. X2 -

Pelo Lema 1, sabemos que basta fazer a andlise de apenas um deles. Vejamos:

1. Tome em consideragao as situagoes a seguir

Xto— - Xt - Xto— -
ot o |, [ - o | e | - O -
S C 02 X? - - X2 02

Note que os dois primeiros casos sao imediatos pelo axioma do bloqueio, como sucede-se:

Xl o X4 Xl 03 /\’3
XS Ol 02 o Ol -
03 X2 - ¢ 02 X2 o

Para concluir esta propriedade, iremos permutar X3 nas entradas de

Xto- -
- 0! _
o X2 02
an
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Usando novamente o axioma do bloqueio, a prova é imediata quando X? estd localizada nas
bordas superior e esquerda e também nos cantos inferior esquerdo e superior direito. Portanto,
resta analisar o caso da borda direita. Para isso, permutando nas entradas restantes, temos

X! - XtoXs Xto—- - Xt o* x¢
- o' X3, ot o' x3 |, ot X3 e X5 ob Xx3 |,
- X2 07 Xt Xx? o7 - X2 0? X2 0?

0 que termina a prova.

2. Considere os casos a seguir

Xt - - Xt 0% -
02 ot ~| e | - O -
- Xz - - X2 -

e tome as respectivas configuragoes:

XX X x> 0 X 02 - X 0* X
0> ot x|, o> 0ot x| | - 0o | e |[Xx 0 0
o* x> - Xt X2 0 X3 X2 - 0* x> Xx°

Dessa forma, com base na definicdo de armadilha e no axioma do bloqueio, podemos concluir
esta propriedade.

3. Agora, suponha que O? ocupa o canto superior direito, isto é,

Xl o 02
O L
Xz -

Com base no axioma do bloqueio, podemos concluir que a préxima jogada de X deve ser no
canto inferior esquerdo da matriz, o que bloqueia a possibilidade de vitéria de O pela formagao
de uma armadilha. Portanto, com a tltima propriedade estabelecida, chegamos ao resultado
final desejado. O

4. Consideragoes finais

Com base na andlise matematica do jogo da velha e dos estudos de caso realizados, podemos
concluir que o uso de conceitos e propriedades das matrizes pode ser uma ferramenta poderosa
para aprimorar a estratégia do jogo. Em geral, através da axiomatizacao das regras basicas do jogo
por meio do modelo matricial, pudemos entender melhor a dinamica do jogo e suas possibilidades.

Além disso, a analise da previsibilidade dos cantos e bordas, bem como da imprevisibilidade do
centro, permitiu-nos compreender melhor as vantagens de cada posi¢ao no tabuleiro. Os teoremas
da triangulacao, do segmento e do bumerangue mostraram-se 1iteis para aprimorar a estratégia do
jogo e garantir a vitéria.

Em suma, a aplicacao da matemdtica no jogo da velha pode oferecer uma compreensao mais
profunda do jogo e proporcionar um maior nivel de habilidade e estratégia para seus jogadores.
Esperamos que este artigo possa contribuir para uma melhor compreensao do jogo e estimular
novas pesquisas no campo da teoria dos jogos.
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Sequéncias de Fibonacci Generalizadas e
Numeros Metalicos

Marcio Costa Aratijo Filho ® Valder Cezar Izato de Aratjo '®

Resumo

Neste trabalho apresentamos a familia dos nimeros metélicos conforme definida por Spinadel [10],
que possui o numero de ouro como membro mais famoso, e também uma classe de sequéncias que
aqui chamamos de sequéncias de Fibonacci generalizadas. Na verdade, mostramos as principais
propriedades das sequéncias de Fibonacci generalizadas e as utilizamos para mostrar que a razao
de termos consecutivos desta sequéncia é convergente, mais especificamente, converge para um
nimero metdlico. Além disso, apresentamos a relagao dos nimeros metalicos com alguns contelidos
matematicos do Ensino Basico.

Palavras-chave: Numero de ouro; Numeros metalicos; Sequéncia de Fibonacci generalizada.

Abstract

In this work, we present the family of metallic numbers as defined by Spinadel [10], which holds the
gold number as the most famous member, and also a class of sequences that we call generalized
Fibonacci sequences. In fact, we prove the main properties of generalized Fibonacci sequences
and use them to show that the ratio of consecutive terms in this sequence is convergent, more
specifically, it converges to a metallic number. Moreover, we present the relationship between
metallic numbers and some mathematical contents of Basic Education.

Keywords: Gold number; Metalic numbers; Generalized Fibonacci Sequence.

1. Introdugao

Existe um nimero que é conhecido desde a antiguidade e que aparece em diversos lugares, como,
por exemplo, na natureza, nas artes e na arquitetura. Tal nimero é conhecido na literatura
como numero de ouro, razao durea ou também como propor¢ao divina, uma vez que os objetos
que apresentam essa razao sao tidos como belos, Avila [1]. Na arquitetura, por exemplo, essa
razao pode ser encontrada tanto no Paternon na Grécia, um templo construido no século V a.C.
e oferecido & deusa grega Atena, Figura 1, quanto na piramide de Quéops, do Egito — o leitor
interessado pode conferir, por exemplo, Livio [7] e Saraiva [9].

!Parcialmente apoiado pelo Programa Institucional de Iniciagdo Cientifica da Universidade Federal de Rondénia
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Figura 1: Parthenon [13].

Um dos objetos de estudo aqui é a familia dos nidmeros metdlicos, a qual possui como membro
mais prestigiado o ntimero de ouro. Na verdade, se p e q sao ntimeros naturais quaisquer, seguindo
Spinadel [10], Figura 2, chamam-se nimeros metélicos as raizes positivas da seguinte equagio
quadrética:

2 -
x“—-px—q=0, (1)
. , p+Vp2+dq . ,
ou seja, os numeros oy, ¢ = ——5——, dentre os quais pode-se destacar o nimero de ouro o 1 = 1+2\/g

(denotando comumente por ¢) e o ntimero de prata o 2 = 1+ V2 (denotando comumente por o).
Para mais detalhes a respeito dos ndmeros de ouro e prata o leitor pode consultar Avila [1],
Oliveira [5], Spinadel [10], entre outros.

Figura 2: Vera de Spinadel [2].

Além disso, assim como a relacdo entre o nimero de ouro e a sequéncia de Fibonacci, os nimeros

metalicos possuem uma relagao com as, aqui denominadas, sequéncias de Fibonacci generalizadas

e definidas da seguinte forma: sdo as sequéncias (g, )nen em que cada elemento é uma combinagao
=
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linear, com coeficientes naturais, dos dois antecessores, isto €,

En+2 = P8n+1 + A8y

com p,q € Nem que g; =q e g, =p. Un dos objetivos do presente trabalho é apresentar e provar
algumas propriedades dessas sequéncias — alcangamos esse objetivo na Segao 2. Para mais detalhes
a respeito da relagao do nimero de ouro e a sequéncia de Fibonacci, o leitor pode conferir Caneiro
et al. [3] e Teodoro [12].

A relacao entre as sequéncias de Fibonacci generalizadas e os nimeros metalicos dé-se através da
sequéncia de razoes entre termos consecutivos dessa primeira. De fato, consideramos a sequéncia
(Tn)nen definida por r, = 221 onde g, ,; e g, sao termos consecutivos das sequéncias de Fibonacci

n

generalizada. E serd mostrado que para cada par (p,q) € N X N essa sequéncia terd como limite
o nimero metdlico oy, o, por exemplo — quando p =1 e g = 1 a sequéncia r,, serd a sequéncia de
razoes de termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci que converge para o nimero de ouro.
Mostrar esse fato é o principal objetivo do presente trabalho e é alcangado na Segao 3.

Finalizamos esse trabalho com a apresentacao na Secao 4 das relagoes entre os nimeros metalicos
e conteudos matematicos do Ensino Bésico, ou seja, apresentamos a relagao desses niimeros com
equagoes quadraticas, graficos das fungoes afim e quadratica e com a Geometria Plana.

2. Algumas Propriedades das Sequéncias de Fibonacci Generalizadas

A presente segdo tem como objetivo definir as sequéncias de Fibonacci generalizadas e provar
algumas de suas principais propriedades. Um importante resultado referente a sequéncias de
nameros reais, que serda usado nessa secao, ¢ o que diz que toda sequéncia mondtona e limitada
de nimeros reais é convergente — para mais detalhes o leitor pode consultar Lima [6]. Seguindo
Spinadel [10], iniciamos essa segdo com a definicdo de uma classe de sequéncias de niimeros reais
que tem a sequéncia de Fibonacci como um caso particular, e que chamaremos de sequéncias de
Fibonacci generalizadas (SFG).

Definigao 1. Diz-se sequéncia de Fibonacci generalizada as sequéncias (g,)nen em que cada ele-
mento é uma combinacao linear, com coeficientes naturais, dos dois antecessores, isto €,

En+2 = P8n+1 + 48y
comp,qENemque g1 =q9qegy=Dp.

Como exemplo, consideremos a SFG com p =2 e q =1, ou seja, g,,5 = 2g,,1 +8&, € com condi¢bes
iniciais g; = 1 e g5 = 2. Listando os termos dessa sequéncia, obtemos a seguinte sequéncia de
nimeros

(1,2,5,12,29,70,169,...)

conhecida por sequéncia de Pell; para mais detalhes ver [4], [5], [8] e [11]. Em momento oportuno
voltaremos a falar dessa sequéncia. Além disso, ressaltamos que o uso da nomenclatura sequéncia
de Fibonacci generalizada é devido ao fato de que para p = q = 1 obtém-se a sequéncia de Fibonacci.

Dada uma SFG como na Defini¢ao 1 a primeira de suas propriedades é a seguinte.

Proposicao 1. Para quaisquer naturais n,m € N, os termos de uma SFG, com g; = q e gy = p,
satisfazem a seguinte relacao

Zn+m = 8n8m+1 + Zn-18m-
a
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Demonstragao. Procederemos por inducao em m. Para m = 1 temos

n+1 = P8n + g8n-1 = 8n82 + gn-181,

entao a igualdade é verdadeira para m = 1. Partindo da hipdtese de que a igualdade seja vélida para
todom=2,...,k, isto ¢, g . = 8n8m+1 T &n18m Seja vélida para todo m =2, ..., k, mostraremos
que ela é valida para m = k+ 1, ou seja,

Ent+(k+1) = 8u8(k+1)+1 T 8n 18k+1-

De fato, usando a definicao de SFG e a hipdtese de indugao, temos

Bnt(kr1) = PEntk + A8n+(k-1) = P(8n8ks1 +8n-18k) + A(En8k + S0 18k-1)
= 8, (P8is1 +A8K) + Cn1 (P8 + A8k 1) = Sn8ikr2 + Sn18k+1

= 8n8(k+1)+1 +8n-18k+15

que é o que queriamos mostrar. O

A segunda propriedade que mostramos a respeito da SFG é de como se pode escrever cada termo
de ordem par e cada termo de ordem impar, dada pela proposicao abaixo.

Proposicao 2. Para todo natural n € N, os termos de uma SFG satisfazem as seguintes relagoes

i) on 1 =82+ gi,l;

- 2 (@ 1)gn 18n 98
11) g2n — Zh+l (q )gplg +1 qg,kl'

Demonstracao. Usando a Proposicao 1, temos que
- _ o242
82n-1 = Bn+(n-1) = 8n8n +8h-18n-1 =81 t8u 15
ou seja, a relagao i) é vélida. Analogamente, para o item ii), notemos que

Zon = n+n = &n8n+1 + Zn-18n>

€ como g,,; = pg, +qg,_1, Ou seja, g, = %a segue que
Zn+1 — 4d8n-1 gn+1 — 98n-1
g?nzgn+1( - p - )+gn1( - p = )
_ Zhe 980 18ner +8n 180 9800 Bna (4 Dgu18un a8
p p

O

,

E sempre possivel determinar a soma dos n primeiros termos da SFG atraves do n—ésimo termo e
do seu antecessor, conforme proposicao a seguir.

Proposigao 3. A soma dos n primeiros termos da SFG é dada por

(p+aq)g, +ag, 1 +a(p-1)-p
p+q-1 '

g1 +8t - +g, =
an
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Demonstra¢do. Observe que pg,, = g,,1 — 48,1, entao

pP(g1+go+gs+ - +gn1+8y)=

=Pg;+83 Qg1 +84 Q€+ g5 —qg3+ -+ g, —dg, 2+ &uy1 —d8n 1

=pg;—ag; —ag+(1-q)(gz+- +gu 1) + 8y +8ns1

=pg 21 +81 a8 — 8 +8 a8+ (1 -a)(gs+ - +8y 1)+, — Ay + ALy + i1
=pg 8 g2+ (1-aq)(g +ga+gs+ - +8,) +dg, +8nis

sendo assim, temos

(P+q—1)gy +go+g3+ -+, =P — &1 — L2+ 4Ly + i1,

logo, desde que g; = q e g5 = p, obtemos

_ 8 tdag,tap-1) - p
p+tq-1

o que conclui a demonstragao. O

g1 tg +g3t+--+g,

)

As propriedades da SFG na proposicao a seguir dao-nos a soma de seus n primeiros termos de
ordem par e de seus n primeiros termos de ordem impar.

Proposicao 4. Seja (g, )nen @ SFG, para todo n € N, valem as seguintes identidades

_ (P*+q)(a=1)+(1-q)qgs,_1+PE2n

i) g1 +83+gs+...+Zop 1 = (Pt (pqg+l) 5
i we1-a(a-1)goy—pla*+a-1
i) g +84+86+ ...+ goy = DB (Eﬁqﬁ%iﬂig e

Demonstragdo. Para provar o item i), notemos inicialmente que

P(g1+83+85+  +8ou 1) =
=DP81+84 982+ 86 d84t+ -+ 82y — 48212
=Pg; —82+82~0482+84 —Q8s+ -+ 8op 2 d82n-2 7+ 82n
=pg; g2+ (1-q)(ga+8s+  +8an2+82n)
(1-9

=pg; g2+ (g3~ qgy +85A83+ " +8an 1 A82n 3) + on

q)
[g1+(1-q)(g1 +g3+ " +8ap 1) + Ao 1] + on

1-q  (1-9g? (1-q)
=pg — 82— b g+ b (gl+g3+'”+g2nfl)+qu2n71+g2na

(1-
=pg; 8+

nas passagens acima usamos que pga, 1 = Zon — Aon o € Py = Zonyl — A%on 1. Entdo, lembrando
que g, =q € g, = p, obtemos

[ (102
p
p

(1*q)q7 (1-q9
P p
(P>~ (1-a)?l(g; +83+  +8an 1) =P°q P~ (1-q)q+ (1~ q)dgy, 1 +PEan

=P’ +q)(q- 1) +(1-q)agsy 1 + PEan-
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Portanto,

(P*+q)(q—1) + (1-q)qgs, 1 + PSon
g1 +83+ - -+Lon 1= p2—(1-q)2?

(P2 +q)(q—1) + (1 -q)qga, 1 + PLan
(p+q-D(p-q+1) )

Para provar o item ii), notemos inicialmente que

Bot gyt +8o = (g1 +gatgst  +gy) (8 +gs+ +8um 1)
Sendo assim, usando a Proposigao 3 e o item i), temos

_(p+@g,+ag i +ae-1D-p (P*+q)(q-1)+(1-q)qgs, 1 +PLan
Got gyt 8oy = -
p+tq-1 (p+a-D(p-q+1)
_ —a(a—1)8s, +P°8on + PAZsn 1 ~PA” +DG D
(p+a-D(p-q+1)
_ PSonn —A(d- 1o, ~P(a®+q- 1)
(p+a-D((-q+1)

O

Observagao 1. Vale ressaltar que os resultados das Proposicoes 3 e 4, estendem os resultados
obtidos para a sequéncia de Fibonacci, na verdade, para p = q = 1 obtemos as propriedades
correspondentes para a sequéncia de Fibonacci, ver [4, Proposicao 9].

A préxima propriedade da SFG dé-nos uma relagdo interessante entre trés de seus termos conse-
cutivos, segundo a qual serd possivel estabelecer sua relacao com os niimeros metélicos.

Proposicao 5. Dados trés termos consecutivos da SFG g, 1, g, € g,,1, para todo natural n > 2,
vale a seguinte relacao

gn 18n1 = 80 + (1" ?[q® +p*(q - D).
Demonstragdo. Procederemos por indugao sobre n, desde que g; = q,g, = p e g3 = p2 + 2, temos
g+ (1D’¢* *[@®+p*(a- DI =+’ +p*(a- 1) =a(p® + ) = gy,

entao a igualdade é verdadeira para n = 2. Partindo da hipétese de que a igualdade seja valida
para algum k > 2, isto é,

i 18k = 8 + (D ?[¢® +p*(q - D], (2)
mostraremos que ela é vélida para k + 1, ou seja,
2 [+ p? (g - 1] (3)

Zk&k+2 = gi+1 + (-1

De fato, notemos inicialmente que

gk8k+2 = Bk (PCis1 + 8K) = PLCke1 + qgi.
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Pela definigdo da SFG tem-se pgy = g1 — 9€x_1, €ntao

8k8k+2 = (8is1 — A8K-1)8ke1 T qgi = gi+1 ~98k-18k+1 F qgi-

Usando a hipdtese de indugao, Eq. (2), vemos que

~48 1811 = —agp — a1 ¢ ?[¢® + p*(q - 1)].

Consequentemente, obtemos

88isa = 8pr — A8E — 4D ?[¢® + p*(q - D] +qg}.
=gpq + (DD g *[q* +p*(q- D]
= gpy + (D@ +p(q - 1))
=gp + (DM 2 [P+ p?(q - D],

ou seja, a Eq. (3) é valida, que é o que queriamos provar. O

Observagao 2. Notemos que a proposi¢ao acima é uma versao generalizada dessa relagao para as
sequéncias de Fibonacci e de Pell. Basta fazermos p = q = 1 para a primeira e q = 1,p = 2 para a
segunda, por exemplo; ver [4, Proposigao 7).

3. Sequéncias de Fibonacci Generalizada e sua Relagao com Numeros Metalicos

Na presente secao, nosso objetivo é definir a sequéncia de razoes entre termos consecutivos das
SFG e relaciona-las com os nimeros metdalicos. Na verdade, seja (ry)nen & sequéncia de termo
geral dado por r, = ggzl, em que g,,; € g, sao termos consecutivos da SFG, conforme Definicao 1.
Veremos que essa sequéncia é convergente, e mais: que converge para um numero metélico. Para

provar tal fato, provaremos inicialmente a seguinte proposicao.

Proposicao 6. Seja (rp)nen a sequéncia formada pela razao de termos consecutivos da SFG, ou
seja, a sequéncia de termo geral dado por 1, = 221 em que g,,; € g, sdo termos consecutivos da
SFG. Para todo n € N, valem as seguintes desigualdades

i) ron 1 < Ton;
i) ron-1 < Tansi;
111) Ton > T'opn42.
Demonstra¢dgo. Como p,q € N e g, > 0 para todo n € N, tem-se

2
_ Zon+1 Son  _ Z2n-182n+1 ~ 82y
Top —Top-1 = - =

8on on-1 g2n82n-1
g+ (D™ 2 [® +p*(a 1] g},
g2n82n-1
2n-27 .3 4 2
+ -1
a™ “[q° +p*(q—1)] 0
82n82n-1

Y

N
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ou seja, o item i) é vélido. Para o item ii), observamos que

€on+2  8on  _ Z2n-182n+2 ~ 82n82n+1

Iont+1 — T2n-1
gon+1  Z2n-1 gon-182n+1

82n-1(P8an+1 + d82n) — 8on (P2n + d82n 1)
8on-182n+1

PZ2n-182n+1 + 982n-182n — ngn ~ 482n-182n
8on-182n+1

P€an-182n+1 — ngn

€2n-182n+1

pgs, + p(-1)*"q™ 2[q® + p*(q - 1)] — pe3,
E2n-182n+1

pa™ *la® +p*(a- DI _

8on-182n+1

E analogamente, para o item iii), notemos que

_ 8on+3  Zon+l _ Z2n82n+3 ~ 82n+182n+2
Ton+2 —T2n = - =

8on+2 8on g2n82n+2
_ 820(P8on+2 + U82n+1) — B2n+1 (P2n+1 +A82n)
a g2n82n+2
 DPZ2nfans2 + A82nL2ns1 ~ PEons1 — U82082n41
B Z2n82n+2
_ DP8on&ont2 — ngnﬂ
N 82n82n+2
_ Pghu +DCD* P (p+q-1) - pgl,
B Zon82n+2
_pa™ (pta-1) _

0.
£2n82n+2

O

Observamos que a Proposigao 5 foi aplicada na prova desses trés casos. Notemos que o item i)
acima nos diz que os termos de ordem impar na sequéncia (r,)nen Sa0 menores que os termos
de ordem par. J4 o item ii) garante que a subsequéncia (ran-1)nen dos termos de ordem {mpar
é mondétona crescente; e por fim a subsequéncia (rop)nen dos termos de ordem par é mondtona
decrescente pelo item iii).

Além disso, podemos concluir dessas relagoes que a sequéncia (ry)nen é limitada, mais especifica-
mente, tem-se r; < ry < ro para todo natural n, consequentemente, as subsequéncias (r2,-1)nen €
(ron)nen também sao limitadas. Logo, garantimos a convergéncia das subsequéncias (raon 1)nen €
(an)nEN-

Proposicao 7. Sejam ¢; e £ nimeros reais tais que

lim T'op—1 = fl € lim Topn = 52,

n—oo n—oo

N
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entao {1 = {5 = 0p,q. Consequentemente, a sequéncia (ry)nen de termo geral dado por ry, = gg—”, em

n

_ p+Vp32+4q

que g,,1 € g, sao termos consecutivos da SFG converge para o nimero metélico oy q = 5

Demonstracao. Uma vez que,

N 82n _ P82n1+A82m 2 _ D+ 982m2 _ . 98on-2 —b+ Olgmk3 7
gon-1 8on-1 &2n-1 P&2n-2 + d82n-3 p+qg2‘)72
tem-se
_ .
I'op-1 =p+ . q
-

aplicando o limite para n — oo, obtemos

lim rop 1 =p+ 4 q )
e p+ limp o0 T2n 3
ou seja,
_ q 2 o
51—p+—q:>£’1 pé’l q—O
Ptz

p+Vpi+iq

; consequentemente, {1 = ———— ¢é a Unica raiz real positiva dessa iltima equagao. Analogamente,
uma vez que

_ 8on+1 — Pgon + 98211

Py = + d8on-1 d8on-1 q

=p =p+ =p+ )
8on 8on Zon Pgon-1+d82n-2 p+ 4

Ton-2
e lim,,_,o ron = €2, aplicando o limite para n — oo, tem-se

q
€2=p+—q$f§7pé’27q=0
ta

_ oo

implicando que ¢, = =——5—— ¢ a Unica solugao real positiva para a equagao anterior. Logo, os
limites existem e sao iguais

lim rop—1 = lim ron = 0p q,
n—oo n—oo

isto ¢, as subsequéncias de ordem par e de ordem impar de (ry)nen convergem para op . Portanto,
esse fato garante a convergéncia da sequéncia (Ip)nen para o nimero metalico op, 4. O

Observagao 3. Vale ressaltar que o caso particular da proposi¢ao acima, para a sequéncia dada
pela razao entre os numeros consecutivos de Pell, ou seja, o caso em que p = 2 e q = 1, foi feito
por Teixeira et al. [11, Secao 5.

4. Relagoes entre os numeros metalicos e contetidos matematicos do Ensino Basico

Nessa secao vamos descrever de forma sucinta algumas relagoes entre os numeros metalicos e
conteudos do Ensino Bésico, como equacoes quadrdticas, grdficos de fungoes e geometria plana.

N
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e Equacoes quadraticas
Um primeiro contetiido, que pode ser explorado, tendo como motivagao os niimeros metalicos,
é o de equagbes quadraticas, uma vez que tais numeros foram definidos na Introdugao como as
raizes positivas das equagoes
x*—px-q=0,
em que p e q sao naturais quaisquer. Nessa motivagao, pode-se utilizar o método de completar
. /1e ~ p+Vp3+4q
quadrados para ver que os nimeros metdlicos sao da forma o7, 4 = —5——". De fato, comecamos
P

- 2 -
reescrevendo —p como 72153 e adicionando (5) + q em ambos 0s membros da equagao, conforme
apresentamos a seguir

2 2 4P P\%2 _ (P)\?
X° —px— =0$X*2—X+(—) =(—) +q,
P q B B B q
assim completamos um quadrado da diferenca no primeiro membro de modo a obter

( p)2 p® +4q
X——| =———
2 4

consequentemente, como p2 +4q > 0, obtemos

p  Vp?+4q p++p? +4q
2

- = =+——— ¢, portanto, x=
2 2 P

cuja raiz positiva é o niimero metalicos o7 .

e Graficos de fungoes
Outro conteuido que pode ser relacionado ao estudo dos nimeros metdlicos é o de grafico das
funcoes quadraticas e afins.

-5 -4

Figura 3: Numeros metalicos como abscissas do ponto de intersecao de graficos de fungoes.

N
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Na verdade, pode-se observar que determinar os nimeros metalicos, ou melhor, resolver a equagao
x? -~ px — q = 0 é equivalente a determinar as abscissas dos pontos de intersecio dos graficos da
funcao quadrética v = x? e das funcdes afins y = px + q com p,q € N. Na Figura 3, a titulo de
exemplo e com auxilio do GeoGebra, foram feitos os graficos das funcdes y = x2 em azul, y = x+1
em vermelho e y = 2x + 1 em verde, na qual as abscissas positivas do ponto de intersecao do
grafico em azul com o vermelho e do azul com o verde sao os nimeros de ouro o ; e de prata
09,1 respectivamente.

e Geometria Plana e Espacial

Com relagao as Geometrias Plana e Espacial existem uma diversidade de conteidos que podem ser
explorados, por exemplo: divisdo de segmentos em razao metdlica (média e extrema razdo, razio
de prata, ...), retangulos metdlicos, relagao entre os lados e diagonais de poligonos, diagonal de
poliedros de Platdo, elementos de piramide, entre outros, ver [1], [5], [7], [9], [11]. Para ilustrar,
apresentamos na figura a seguir a relagdo do nimero de ouro com o tridngulo isésceles (com
angulos da base iguais a 72° e com angulo oposto & base igual a 36°), com o pentdgono regular
e com o decagono regular.

Figura 4: Razao de ouro em poligonos.

Onde pode-se verificar que as razoes entre o lado a e a base €1 do triangulo isosceles, entre a
diagonal d e o lado ¢ do pentigono regular e entre o raio r da circunferéncia circunscrita ao

decdgono regular e o lado do decdgono regular ¢35 da Figura 4 sao iguais ao ntimero de ouro, ou

g o2 —d_ x _ 1
seja, & = & = £ = 52,

5. Conclusao

Nesse trabalho, com motivacao no nimero de ouro e sua relagao com a sequéncia de Fibonacci,
definimos a familia dos nimeros metélicos como as solucdes positivas da equacao quadrética x2 —

p+Vp3+4q

px—q = 0 em que, para cada par (p,q) € Z, teremos um ntmero metdlico op, 4 = —5——, e
vimos que o seu primeiro membro (p = q = 1) é o célebre nimero de ouro. Além disso, definimos
as sequéncias de Fibonacci generalizadas e apresentamos algumas de suas propriedades, que, por
sua vez, generalizam as propriedades da sequéncia de Fibonacci, conforme pode ser visto nas
Observagoes 1 e 2.

N
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Além disso, atingimos o principal objetivo desse trabalho, provando na Secdo 3 que a sequéncia
formada pela razao entre termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci generalizada converge
para algum nimero metéalico. Para isso, mostramos que as subsequéncias de ordem par e de ordem
fmpar, sdo mondtonas e limitadas (portanto convergentes) e convergem para o mesmo limite que
¢ o ntimero metdlico oy, 4.

Por fim, apresentamos na Secao 4 alguns conteiidos matematicos do Ensino Bésico que podem ser
relacionados com os ntimeros metélicos. Entendemos que evidenciar tal relacao pode motivar o
estudo dos conteidos citados.
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