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Resumo

Este trabalho apresenta uma abordagem para o ensino de algumas propriedades da geometria
euclidiana plana, utilizando conceitos e propriedades da geometria analitica. Os autores adotam um
método conhecido como coordenadas baricéntricas, introduzido pelo matemético Mobius em 1827,
que permite resolver problemas e demonstrar teoremas da geometria convencional usando conceitos
de area, em vez de semelhanca e congruéncia de triangulos, que sao comumente utilizados no ensino
bésico no Brasil. Sao apresentados teoremas classicos, como o Teorema da Bissetriz Interna e o
Teorema de Ceva, ambos demonstrados por meio de uma abordagem puramente analitica. Além
de exemplificar o uso do método, o trabalho também apresenta problemas resolvidos para ajudar
os estudantes a compreender melhor os conceitos apresentados.
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Abstract

This work presents an approach for teaching some properties of plane Euclidean geometry, using
concepts and properties of analytic geometry. The authors adopt a method known as barycentric
coordinates, introduced by the mathematician Mobius in 1827, which allows solving problems and
demonstrating theorems of conventional geometry using area concepts, instead of similarity and
congruence of triangles, which are commonly used in basic education in Brazil. They are presents
classic theorems, such as the Internal Bisector Theorem and Ceva’s Theorem, both demonstrated
through a purely analytical approach. In addition to exemplifying the use of the method, the work
also presents solved problems to help students better understand the presented concepts.

Keywords: Barycentric Coordinates; Analytical Geometry; Euclidean Geometry.

1. Introdugao

Como apontado em [2], a demonstragdo de um resultado é um dos fatos que torna a matemadtica
uma ciéncia tao sélida. Nessa linha, conseguir garantir a validade de um resultado ou teorema
chega a ser tao importante quanto ser capaz de utilizd-lo em problemas especificos. Ainda em
[2], é apontado que redemonstragoes consistem em uma forma de estudar e produzir matemadtica,
e, por isso, buscamos apresentar demonstragoes alternativas para resultados ja bem difundidos
entre aqueles que estudam a geometria euclidiana plana. Duas provas distintas para um mesmo
resultado podem parecer diferentes apenas por conta de uma simples variacdo na abordagem.
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Nessas situacoes, a escolha da melhor abordagem pode depender de fatores como simplicidade ou
facilidade de entendimento.

Por outro lado, hé casos em que as provas realmente sao essencialmente diferentes entre si. Essas
diferencas podem envolver a escolha de conceitos ou teoremas diferentes, ou até mesmo a aplicagao
de principios matemaéticos mais avancados. Em geral, essas provas tendem a ser mais complexas e
requerem um maior conhecimento prévio em matematica.

Por isso, é importante que os estudantes tenham uma ampla compreensao das diferentes abordagens
e técnicas utilizadas na solucao de problemas. Através da exposicao a diferentes provas para
um mesmo resultado, é possivel desenvolver uma compreensao mais profunda sobre os conceitos
matematicos e fortalecer as habilidades de resolugao de problemas.

No entanto, resolver problemas ou demonstrar matematicamente a validade de alguns resultados
pode nao ser um caminho linear e, as vezes, até uma caminhada obscura. George Polya, em
[15], apresenta uma técnica composta por quatro fases que podem auxiliar no desenvolvimento de
resolugoes de problemas. Essas fases sao: compreender o problema, planejar a solugao, executar o
plano e revisar a solucdo. A técnica de Polya tornou-se uma ferramenta valiosa para professores e
alunos na busca por caminhos para solugoes criativas e eficazes de problemas matematicos, inclusive
para teoremas.

Partindo da resposta do Gato de Cheshire a Alice (ver [5, p. 53]), quando questionando qual
caminho ela deveria seguir (sendo que o destino poderia ser qualquer um)!, também acreditamos
que qualquer caminho sirva, mas, entretanto, que sempre havera caminhos melhores do que outros.
Para determinar qual é o melhor caminho, devemos conhecer os caminhos possiveis. Por isso, torna-
se importante ter ciéncia das possibilidades que estao presentes ao abordar um certo problema.

Embora a geometria seja uma das areas mais antigas da matemaética, muitas vezes limitamo-nos
a seguir o caminho que nossos professores apresentam. No Brasil, ao contrario de outros lugares
como a China, temos a tendéncia de nos concentrar exclusivamente nas congruéncias e semelhancas
de triangulos na resolucao de problemas de geometria euclidiana, negligenciando a utilizacao de
outras ferramentas igualmente importantes. Por exemplo, Euclides em Os Elementos (ver [8]) ao
demonstrar o Teorema de Pitagoras faz uso das propriedades da geometria relacionadas a area.

Para uma compreensao mais completa da geometria, é importante que os professores apresentem
aos alunos outras abordagens, como a utilizagao de areas, para que eles possam desenvolver uma
compreensao mais ampla da disciplina e de suas aplicagbes na vida cotidiana. Além disso, os
professores devem incentivar os alunos a explorar a geometria de forma criativa, encorajando-os
a pensar criticamente e a buscar solugoes inovadoras para os problemas geométricos apresentados
seja esse inédito ou nao.

Apresentamos aos leitores uma abordagem cléssica e poderosa, conhecida como coordenadas ba-
ricéntricas, que remonta a pelo menos 1827 com Mobius. Essa abordagem permite explorar de
maneira simples e profunda véarias propriedades de figuras planas, especialmente dos triangulos,
por meio de suas relagoes com as propriedades de areas.

As coordenadas baricéntricas formam um sistema de coordenadas utilizada na geometria analitica
como forma de representar qualquer ponto do plano em func¢ao das coordenadas dos vértices de um
triangulo previamente fixado. Elas s@o muito tteis para resolver problemas geométricos que envol-
vem areas, e esses problemas ha os mais diversos possiveis como, por exemplo, as demonstragoes

!de que caminhar o bastante seria o suficiente. Ou seja, ao ndo parar ela poderia sair de qualquer lugar, mas o
destino seria incerto.
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dos teoremas cldssicos da geometria euclidiana plana (como o Teorema de Ceva e o Teorema da Bis-
setriz Interna, demonstrado neste trabalho), a determinagao de pontos especificos de um triangulo
(incentro, baricentro, entre outros).

Uma das vantagens de trabalhar com coordenadas baricéntricas é a variedade maior de ferramen-
tas disponiveis para solucionar um mesmo problema. Além disso, as coordenadas baricéntricas
sdo invariantes em relacdo a transformagoes rigidas do plano, como translagoes e rotaces. Essa
invariabilidade torna os calculos mais féceis e eficientes em certos problemas.

Atualmente, esse tipo de coordenada é muito utilizado em pesquisas matematicas e em dreas como
a arquitetura, a engenharia e design, pela facilidade de se trabalhar com triangulacoes de figuras
bidimensionais e tridimensionais.

2. Coordenadas Baricéntricas

A palavra baricéntrica é derivada da palavra grega barys (pesado) e refere-se ao centro de gravidade.
O célculo baricéntrico é um método de tratar a geometria, considerando um ponto como o centro
de gravidade de alguns outros pontos aos quais sao atribuidos pesos. Dai, em particular, o calculo
baricéntrico fornece uma visao excelente dos centros dos triangulos.

As coordenas baricéntricas foram utilizadas pela primeira vez pelo matematico August Ferdinand
Mébius (1790-1868) quando publicou seu livro Der Barycentrische Calcul (O Célculo Baricéntrico)
em 1827 (ver [14]), com o intuito de representar pontos especiais de um tridngulo em funcao de
proporcoes relacionadas as medidas dos lados desse tridangulo. Embora essa ferramenta tenha
ganhado fama apenas no século XIX, com o matemdatico Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
ao mostrar que as propriedades dos pontos nao se alteram quando sdo multiplicadas por um fator
comum (ver a observacdo 1). A partir disso, as coordenadas baricéntricas foram utilizadas nos
estudos de outros matemdticos como, por exemplo, Luigi Cremona (1830-1903) e Jakob Steiner
(1796-1863). Esses, por sua vez, descobriram vdrias propriedades importantes utilizando essa
ferramenta como, por exemplo, uma relacao entre as coordenadas baricéntricas e as cartesianas.

As coordenadas baricéntricas trabalham com a representagao de qualquer ponto do plano e, com
as devidas adaptagoes, do espaco tridimensional. Tal representacao é importante na manipulagao
de imagens assim como as curvas poligonais sao importantes quando estamos tratando de curvas
continuas do espago como, por exemplo, ao determinar o comprimento de uma curva continua
qualquer. Pois, mesmo que as curvas poligonais geralmente sejam diferentes das curvas continuas,
o erro obtido ao fazer tal troca é tao pequeno quanto se queira. Na figura 1, temos um exemplo
de como seria a triangulacdo de uma imagem. Assim como nos casos da aproximacio das curvas
continuas por fungoes poligonais, a aproximagao? é tao boa quanto se queira. O ganho ao se traba-
lhar com triangulagbes de imagem pode estar, principalmente, na quantidade de processamentos
que um computador precisara realizar para entender e processar a imagem. Para entender melhor
essa aplicagdo veja [4, p. 95].

2semelhanga entre a imagem processada e a original.
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Figura 1: Triangulacao de um rosto.

Oscar Niemeyer

Fonte: [18]

Outro exemplo de processamento de imagens é o processo, que pode ser realizado utilizando as
coordenadas baricéntricas, feito por uma maquina de ultrassom para representar as informacoes
obtidas em uma tela ou papel para que os dados possam ser lidos pelos médicos.

Mesmo que o triangulo seja a figura geométrica mais simples, muitos dos pontos do plano estao
intimamente relacionados a ele, como é o caso do baricentro. Como dito em [3], “Com o passar
do tempo, mais propriedades, lugares geométricos e centros foram descobertos e, nas ultimas
décadas, o professor norte-americano Clark Kimberling vem catalogando tais pontos (Kimberling,
[10], [11]) e disponibilizando uma lista das suas propriedades algébricas na internet (Kimberling,
[12]).” Alguns desses pontos estao representados na figura 2.

Figura 2: 2000 centros do triangulo.

Ressaltamos que j& existem mais de 36000 centros catalogados (ver [17, p. 17]).

Apresentadas algumas justificativas sobre a necessidade e importancia das coordenadas baricéntricas,
daremos inicio ao estudo definindo o que sao tais coordenadas.
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Defini¢ao 1 (Coordenadas baricéntricas). Sejam A, B e C os vértices de um triangulo nao degene-
rado AABC, e P um ponto no plano. Dizemos que u, v e w s@o coordenadas baricéntricas de P em

relagao ao tridngulo AABC se
u-A+v-B+w-C

)

P=

u+v+w
isto é, se o ponto pode ser obtido como média ponderada dos vértices A, B e C com os pesos u,v
e w respectivamente. O ponto P passa a ser identificado por esses pesos e, neste caso, usaremos a
notagao
P=(u,v,w).

Como exemplo, podemos observar que A =1-A+0-B+0-C,B=0-A+1-B+0-CeC =
0-A+0-B+1-C. Assim, as coordenadas baricéntricas dos vértices de um triangulo AABC
sao A = (1,0,0),B = (0,1,0) e C = (0,0,1). Pode-se ver que essas coordenadas nao mudam,
independentemente do triangulo.

As coordenadas baricéntricas de um ponto sao independentes das coordenadas cartesianas porque
sao definidas em termos das proporgoes das distancias entre o ponto e os vértices do triangulo.
Elas sao invariantes a rotagoes, translagoes e escalas do triangulo, o que significa que, mesmo que
vocé mude as coordenadas cartesianas dos vértices do triangulo, as coordenadas baricéntricas do
ponto permanecerao as mesmas. O enfoque central deste trabalho concentrou-se na exploracao das
propriedades dessas coordenadas quando associadas a area do triangulo de referéncia, bem como
na apresentagao de demonstragoes de resultados classicos utilizando essa ferramenta.

Observagao 1. Vale salientar que a representacao de um ponto por meio de coordenadas ba-
ricéntricas nao é unica. Pois, se P = (u,v,w) forem as coordenadas baricéntricas do ponto P do
plano com relagao ao triangulo ndo degenerado AABC, entao, dado k € R* e pondo Q = (ku, kv, kw),
teremos

Q= ku-A+kv-B+kw-C k(u-A+v-B+w-C) u-A+v-B+w-C
- ku + kv + kw - k(u+v+w) —_—— u+v+w -
k+#0

p.

Dada essa variedade de possibilidade de representagao em que P = (u,v,w) = (ku, kv, kw) = Q,
destacaremos uma que é muito interessante, pois nela s6 hd uma representagdo. As coordenadas
baricéntricas homogéneas sdo as coordenadas baricéntricas de um ponto P = (u,v,w), em que
u+v+w = 1. Note que quando u+ v +w # 0, sempre serd possivel encontrar a coordenada
baricéntrica homogénea de um ponto dado, por P = (u, v, w), basta assumir k = 1/(u+ v +w), ou
seja,

( u v W )
T lutv+w utvew utvw/’

E possivel haver duvidas em relagao ao célculo das coordenadas baricéntricas dos pontos especiais
de um triangulo. Para ilustrar o problema, tomaremos como exemplo o célculo das coordenadas
baricéntricas do ponto médio de um dos lados de um triangulo.

Problema 1. Encontre as coordenadas baricéntricas do ponto médio de AB relacionada a um
triangulo AABC qualquer.

Solugao: Considere A = (xa,y,), B = (xp,y1,) € C = (X¢,y.) pontos do vértice de um triangulo. O
ponto médio de AB é determinado por
e (e, T
ran
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Considerando P = (u, v, w) a coordenada baricéntrica do ponto médio de AB. Logo

P=(u,v,w) = EhAZALLE (u.XaJrV'XbJrW'XC “'Ya+V'Yb+W~yc)=(Xa+Xb ya+yb)

u+v+w u+v+w ’ u+v+w 2 2

Dali, temos que

U-Xg+V-Xp+W:-Xc Xa + Xp U.'ya+V'yb+VV'yC ya+yb

u+v+w h 2 u+v+w 2

Da primeira parte, temos

20-Xa + 2V Xp+2W - X = (U+V+W) - Xy + (U+V+W) - Xp

u+v+w=2u V+w=1u

u=v
u+v+w=2v =Siju+w=v =

w=0
2w =0 w=0

Portanto, as coordenadas baricéntricas que determinam o ponto médio de AB é P = (u,u,0) ou
P =(1,1,0). De modo andlogo, encontra-se as coordenadas que determinam os pontos médios de
BC e CA, que sao Q=1(0,1,1) e R = (1,0, 1), respectivamente.

Observe que essas coordenadas foram encontradas sem se restringir a um triangulo AABC. Assim,
essas coordenadas servem pra determinar os pontos médios dos lados de qualquer triangulo.

Antes de tratarmos das principais propriedades das coordenadas baricéntricas, apresentaremos mais
uma definicdo que serd ttil para as propriedades apresentadas nesse trabalho e suas respectivas
demonstracoes. Tal definicdo trata do conceito de area determinada pela orientacido da ordem dos
vértices, gerando apenas uma diferenca no sinal com relagdo a area convencional da geometria
euclidiana plana.

i

Definicao 2 (Area com sinal). Sejam A,B e C pontos no plano. Se A,B e C forem colineares
(tridngulo degenerado), assumiremos que a drea com sinal [ABC] serd nula. Por outro lado, se
A, B e C néo forem colineares, entdo a drea com sinal [ABC], em funcdo da drea do AABC dada
por SABC, sera

[ABC] = SaBc, se os pontos estdo dispostos no sentido anti-horario;
RS ABC, S€ 0s pontos estdo dispostos no sentido horario.
Figura 3: Sinal de [ABC].
A
[ABC] >0
c b
[CBA] <0
B a ¢

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Essa maneira de representar a area de um triangulo tem a propriedade de que, dado qualquer
tridngulo nao degenerado e um ponto P do plano gerado pelo triangulo, vale

SaBc = Spac + Spac + SpaB

como pode ser visto na figura 4. Observe que, se P fosse externo ao tridngulo AABC, néo valeria
SaBc = Sppc + Spac + Spas-

Figura 4: Decomposicao de AABC
A

Fonte: Elaborada pelos autores.

3. Teoremas

Nesta secao, apresentaremos as principais propriedades relacionadas as coordenadas baricéntricas.
Sempre levando em conta uma definicao clara e aplicagoes palpaveis. Como, por exemplo, a
relagao entre a féormula para areas dada em geometria analitica, a férmula utilizando as coorde-
nadas baricéntricas e o Teorema da Bissetriz Internas demonstrada de uma maneira diferente da
convencional.

Teorema 1 (Férmula da Area Baricéntrica). Sejam Py, Ps e P3 pontos em coordenadas baricéntricas
de tal modo que P; = (uj, vi,w;) parai=1,2e 3, entdo a drea com sinal de AP1P>P3 é dado por

[ABC] v
| U Vg Wgo

3
Hi:l (ul + Vi + Wl) u3 V3 W3

[P1P2P3] =

Demonstracdo. Observe que, se as coordenadas baricéntricas de P1,P5 e P53, dados em fungao de
A= (Xaa Ya)a B= (beyb) eC= (Xca yc)a sdo (ula V17W1)7 (u27VQa W2) € (U3,V3, W3) respectivamente,
entao

P, =

ul'A+V1‘B+W1°C (ul'Xa+V1'Xb+W1'XC Up *y,+Vvy-yp+W1-y.

u; +vy +wy u; +vy +wyp ’ u; +vy+wy

De modo andlogo, pode-se obter as coordenadas cartesianas de Ps e P3. Com isso, temos

1 UI'Xa+V1'Xb+W1'XC UI'Xa+V1'Xb+W1'Xc 1
1 Xp, Yp, 1 u_&+vl+v¥1 u_&+v1+v¥1
— . — .| H2:XatVo XptWo Xe U2 XatVo Xp+tWo X
[P1PoP3] = 5 XpPy, Yp, L= B Up+vo+wo Up+vo+wo 1
X 1 U3'Xa-EV3'Xb+W3'XC u3'XaEV3'Xb+W3'XC 1
P3 yPS uz+va+ws uz+vg+wsg

an
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Multiplicando a linha i por u; + v; + wi, para i =1,2, 3, teremos

1 UW1Xg +ViXp + WiXe U1Xyg +ViXp +WiXe U +V]+Wqp

[P1P>P3] 577 UoX, + VoXp + WaXe UgXg + VoXp + WaXe Uz + Vo + Wo
[Tz (i + vi+ wi) U3Xa + V3Xp + W3Xe U3Xa + V3Xp + W3Xe U3+ V3 + W3
1 u vy wi Xa Vo 1
= ug ve wo |-| Xp yp 1
3
2 Hi:l (ul +Vvi+ Wl) us Vs W3 Xe Ve 1

[ABC] u vi wi

= U2 Vo W2
T8, (0 + vi + wy)

us V3 W3

Em particular, para uy + vi + w; = us + vo + Wo = uz + vz + w3 = 1. Conclui-se que

u; Vi Wi
[P1PoP3] = [ABC]-| u2 v2 w2
us V3 W3

O

No préximo problema, apresentaremos como determinar as coordenadas baricéntricas de um ponto
do plano com relagao as areas dos triangulos formado por esse ponto e os lados do tridngulo tomando
como referéncia.

Problema 2. As coordenadas baricéntricas homogéneas de um ponto P com relacdo ao tridngulo
AABC, podem ser dadas por

p_ ([PBCI [PCA] [PAB]
~“\[ABC]’ [ABC]’ [ABC]

Solugao: Consideraremos que o ponto P = (u,v,w), com u+v+w = 1, é interno ao AABC como
na figura 5.

Figura 5: Alturas do ponto P interno a AABC
A

P

ha

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Pelo Teorema 1, temos que,

PB u v w

[ABg] =10 1 0 |=u

[ ] 0 0 1
[PCA] [PAB]

De modo anélogo, temos v = o

[ABc] ¢V = [aBC]"

Ainda sobre a figura 5, se H, é altura do triangulo AABC relativa & base BC, entao (h, - BC) /2=
[PBC] e (H, - BC)/2 = [ABC]. Ou seja, u = h,/H,. De modo anédlogo, v = hy,/Hy, e w = h./He.
Portanto,
h, hyp h
P=|——, = P=(h, -Hy-Hc,hy,-H,-H, he-H,-H
(Ha’Hb’Hc) ou ( b b b)

sao as coordenadas baricéntricas de P dadas em funcao das alturas. Além disso, podemos traba-
lhar com P = ([PBC], [PCA], [PAB]) se nao for necessario utilizar as coordenadas baricéntricas
homogéneas.

Observagao 1. Atrelada a ideia das coordenadas baricéntricas, pode-se destacar as chamadas co-
ordenadas trilineares do ponto P relativamente ao triangulo AABC. Definidas como sendo a trinca
tri(P) = (h, : hy, : he), essas coordenadas sao ideais para representar qualquer situagao na qual a
soma de trés variaveis é constante, como ocorre no classico “Problema das trés jarras”descrita na

pégina 89 de [7].

Vale observar que se o ponto P néo for interno ao tridangulo AABC as coordenadas terdo sinais
diferentes (como na figura 6), embora o médulo é mantido.

Figura 6: Sinais das coordenadas baricéntricas de P

B c
(=+-) / (= +,+) \ ="

Fonte: Elaborada pelos autores.

A partir da férmula apresentada no Teorema 1, é possivel determinar se trés pontos estao, ou
nao, sobre uma mesma reta. Para isso, consideraremos que dados os pontos distintos P e Q no
plano, PQ denota o segmento ordindrio que une P e Q, orientado de P para Q. Em particular,
escrevemos QP = —P(Q como lembrete de que os segmentos orientados PQ e QP tem orientacdes
distintas, porém mesma medida.

Teorema 2 (Colinearidade). Seja P1,Ps e P3 pontos com representagbes em coordenadas ba-
ricéntricas P; = (u;, vi, wi), com u; +v; +w; # 0 parai=1,2,3. Esses trés pontos sdo colineares se,
e somente se, a area sinalizada do AP1P5P3 for igual a zero

R
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up vy Wi
Uy Vo Wo | = 0.
Uz Vvy W3

Demonstra¢do. Dado o tridangulo de referéncia AABC e coordenadas baricéntricas (uy, vy, wi),
(ug, va, wa) e (uz, v3, wz) temos definido o tridngulo de vértices P = (uy A+v1B+w1C)/(uy+vi+wy),
Py = (ugA+voB+woC)/(ug +va+wsa) e Py = (ugA+v3B+wsC)/(us+vs+ws). A drea do triangulo
AP{P5P3 calcula-se como afirmado no Teorema 1.

Temos que Py, Py e P3 sdo colineares se, e somente se [P;P2P3] = 0. Assumindo um triangulo nao
degenerado AABC e pela Férmula da Area Baricéntrica, isso equivale a dizer que esses pontos sao
colineares se, e somente se,

[ABC] U Vi Wi

| U Vo Wgq = 0
3
[T, (ui +vi + wi) U3 Vs ws

Além disso, como [ABC] #0 e uj+vi+w; #0, comi=1,2,3, Vale

up vi Wi
Uz Vg Wo | = 0.
us Vs W3

O

Esse resultado torna simples o trabalho de garantir que as representacées de um mesmo ponto em
coordenadas baricéntricas referentes a um mesmo tridngulo diferem apenas de uma multiplicagao
por uma contante nao nula em cada uma das coordenadas. Como pode ser visto no Problema 3.

Problema 3. Se o ponto P = (u, v, w) tem mais de uma representaciao em coordenadas baricéntricas,
entao elas sao do tipo P = (ku, kv, kw), com k # 0.

Solugao: Considerando que P tenha duas representagoes em coordenadas baricéntricas, sendo elas
P =(a,b,c) e P = (u,v,w), com relagdo ao triangulo nao degenerado AABC, e Q = (x,y,2) seja
um ponto qualquer do plano, com a+b+c# 0,u+v+w # 0 e x+y+z#0, note que

[ABC]

0=[QPP] = (x+y+z)-(a+b+c)- (u+v+w) .

X y z
a b ¢
u v w

Como [ABC] #0e (x+y+2z)-(a+b+c) - (u+v+w) #0, temos

=
< o<
s o N
Il
o

Por Q = (x,y,2) ser um ponto qualquer, podemos concluir que a segunda e a terceira linhas do
determinante sao uma muiltipla da outra. Portanto, temos que existe um k # 0, tal que a = ku,
b=kvec=kw.

ran

187 LAl



PROFESSOR DE
I I I ) MATEMATICA ,
SOUZA, SOUSA JUNIOR e BATISTA

<o

Além dessa propriedade, o resultado sobre colinearidade dé-nos a possibilidade de determinar a
equagao de uma reta que passa por dois pontos dados em coordenadas baricéntricas.

Teorema 3 (Equacao de uma reta). A equagdo de uma reta assume a forma u-x+v-y+w-z=0,
onde u,v e w sao nimeros reais.

Demonstragcao. Sabemos que trés pontos sao colineares se, e somente se, a area com sinal do
tridngulo formado por esses trés pontos for zero. Para determinar a equacao da reta que passa pelos
pontos P1 = (ug, vy, wi) e Py = (ug, va, wa), basta considerar um terceiro ponto como P = (x,y,z)
sobre a reta que passa por P; e Po. Uma vez que esses trés pontos sejam colineares, teremos que
[PP1P5] = 0. Ou seja,

X y z
O=]uw vi wi |=(vi-W2— W1 V2)X+ (W1 Uz —up-wa)y+ (U ve—vy-ug)z
Uz V2 W2

Parau=vy{ -wo—wi:Vy, V=Wi-Ug—1U;-Wg € W =1y - Vo — V7 - Uy Substituindo na equagao anterior,
obteremos u-x+v-y+w-z =0 que ficard conhecida como a equagdo geral da reta. O

Observacao: Supondo que (X, y, z) esteja em uma reta
u-x+v-y+w-z=0
entao, o mesmo acontece com os seus multiplos (2x, 2y, 2z), (3x, 3y, 32), ..., (k- x, k -y, k - z).

Propriedade 1. Em um triangulo qualquer, as trés medianas intersectam-se em um unico ponto.
Tal ponto é chamado de baricentro.

Demonstragdo. Considere um triangulo qualquer AABC, com D, E e F sendo os pontos médios
dos lados BC, AC e AB respectivamente. Como D, E e F sdo os pontos médios temos que suas
coordenadas baricéntricas sdo D = (0,1,1), E=(1,0,1) e F = (1,1,0) (como na figura 7).

Além disso, como a soma de dois angulos internos de um triangulo é menor do que uma angulo
raso (dois angulos retos), temos, assim, que duas medianas devem ser concorrentes. Inicialmente,
determinaremos as coordenadas baricéntricas do ponto de intersecao de duas medianas e, em
seguida, mostraremos que esse ponto estd na terceira mediana e, consequentemente, as medianas
possuem um ponto em comum.

N
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Figura 7: Medianas do AABC

A = (1,0,0)

B

Fonte: Elaborada pelos autores.

Determinando a equagao da reta r que passa pelos pontos A e D.

Dai, as coordenadas baricéntricas do ponto P sdo P = (x,x,x), com x # 0, ou P = (1,1, 1).

Para mostrar que P é colinear aos pontos C e F (ou seja, pertence & reta suporte da mediana CF),
usaremos o resultado encontrado no Teorema 2. Pois, com as coordenadas baricéntricas dos pontos
C, P e F é possivel determinar se os trés pontos sao colineares.

Aplicando o determinante dos pontos C, P e F,

0
1
1

=)
O = =
1l
()

Podemos concluir que as trés medianas de um tridangulo concorrem em um tnico ponto P e que as
coordenadas baricéntricas desse ponto é quando P = (x,x,x), com x # 0.

N
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Figura 8: Baricentro do AABC

A=(1,0,0)

D=(0,1,1)

Fonte: Elaborada pelos autores.

O

Sendo D o ponto médio do lado BC, temos que D = (0,x,x), com x € R*. Em particular, podemos
tomar x = 1/2 sem qualquer perda de generalidade. Assim,

11 0-A+3-B+31-C 1 1
D=[0,-,-|]eD= 2 2 _oD=--B+=-C.
22 0+%+% 2 2
Ao assumir que o ponto P é o baricentro do tridngulo AABC, temos que
A+B 1 2 (1 1 1 2
P=(1,1,1)®P=+—+C<:>P=—~A+— -—-B+--CleP==--A+--D.
3 3 312 2 3 3

Pelas propriedades de divisao de um segmento em partes proporcionais da geometria analitica,
temos que o ponto P divide o segmento AD em dois segmentos de tal forma que AP = AD/3 e
PD = 2AD/3. Resultados andlogos a esse também sao vélidos para os outros vértices.

Outra propriedade do baricentro de um triangulo AABC qualquer, que pode ser evidenciada por
suas coordenadas baricéntricas P = (1,1,1), é o fato de que P é um ponto interior ao tridngulo
dado, tal que [PBC] = [PAC] = [PAB]. Ou seja, P divide o AABC em trés triangulo APBC,
APAB e APCA de mesma area. Podemos constatar esse fato utilizando o Teorema 1.

Figura 9: Baricentro do AABC

A = (1,0,0)

B =(0,1,0)

D =(0,1,1) )
C = (0,0,1)

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Vejamos,
1 11
[PBC] = [ABC] 01 0 [ABC]
1+1+DO+1+0)(0+0+1) 00 1 3

De modo andlogo, para determinar que [PAC] = [ABC]/3 e [PAB] = [ABC]/3. Mais ainda, os
seis triangulos gerados pelas areas limitadas pelas medianas tém o mesmo valor para as suas areas.
Em particular, [PBD] = [PDC] = [ABC]/6.

Os resultados apresentados até o momento fundamentam a demonstragao do Teorema de Ceva, um
conhecido teorema da geometria plana que tem sido demonstrado de diversas maneiras, incluindo o
uso de teoremas como o de Tales e Semelhanca de Triangulos. Neste contexto, apresentaremos uma
demonstracao baseada nas propriedades das coordenadas baricéntricas, com o intuito de ilustrar a
aplicabilidade desse método.

Teorema 4 (Teorema de Ceva). Seja AABC um trlangulo qualquer e D, E e F pontos sobre os lados
BC, CA e AB, respectivamente. Os segmentos AD, BE e CF sdo concorrentes ou paralelos se, e
somente se,

AF BD CE _
FB DC EA

Demonstragao. Observe que a coordenada baricéntrica de D é determinada por:

[DBC] [DAC] [DAB]

D=\ {ABc] ABC] [ABC]

Considerando %Egg% =d e como a [ABC] > 0, temos

0 [DAC]  [ABC]
[ABC] ~ [ABC] ~ [ABC]

< [DAC] < [ABC] = =0<d<1.

. [DBC] | [DAC] | [DAB] _ 0+[DACJ+[DAB] _ [DAC]+[DAB] _ [ABC]

Veja que: 13pey + ape] + [ABoT = [ABC] [ABC] [ApC] = L e assim,

% + Eigg] = 1. Substituindo [ABC} por d, obtemos:

[DAB]  [DAB] _
[ABC] ~  [ABC] _

d+

Portanto,

D:([DBC] [DAC] [DAB]

[ABC]’ [ABC]’ [ABC] ) =0.d,1-d)

de modo andlogo, temos

E

( [EBC] [EAC] [EAB]

[ABC]  [ABC]’ [ABC] ) =(1-¢0.),

_([FBC] [FAC] [FAB]\_ ..
k= ([ABC]’ [ABC]’ [ABC]) = (f,1-1,0).
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Entéo as retas Rap - que passa por A e D -, Rpg - que passa por B e E - e Ror - que passa por

C e F - s@o dadas por:

RAD :
Rpc:
RCF :

d-z=(1-dy;
c-x=(1-0)z
f-y=(01-Hx

Para que haja intersecao das trés retas, o objeto procurado deve satisfazer o sistema de equagao
a seguir. Além disso, queremos que exista uma solucdo nao trivial para este sistema de equacgoes
(ou seja, uma diferente de (0,0, 0)).

Note que:
d-z=(1-d)y 0-x—(1-d)-y+d-z=0
c-x=(1-¢z ©qc-x+0-y—(1-¢)-z=0
f-y=(01-Hx -(1-f)-x+f-y+0-z2=0.

O sistema terd solucao diferente da trivial se, e somente se, o determinante dos coeficientes do
sistema de equagao for igual a zero. Ou seja, temos que:

0 —(1-4d) d
c 0 —(1-¢) |=0ed-e-f-(1-d)-(1-¢)-(1-1)=0
—(1-1) f 0
equivalentemente
d-e-f
=1
T a1 01D ®)
Como,
4o DACI %5 DC . BC DC_BC DC_BD
- [ABC] ~ EBS¢h © BC ~BC BC  BC  BC’
De modo analogo, temos:
_ [EAB] EA e l-e= CE
" [ABC] CA T CA
_[FBC] FB . _AF
t=mapo~ap = ! 7 as
Substituindo esses valores na equacao 3, obtemos
BC ' CA " AD _  DC-EA-FB __ BD.CE-AF
BD  CE , AF BD CE-AF DC EA -FB '
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Por fim,

AF BD CE_1
FB DC EA

Confiamos essa prova ao leitor(a), em que os segmentos AD, BE e CF forem paralelos.

Essa Propriedade 1 é possivel ser provada utilizando o Teorema de Ceva 4 — essa prova é de certo
modo imediata, confiamos essa prova ao leitor(a).

Teorema 5 (Teorema Menelaus). Seja AABC um tridngulo qualquer e D,E e F pontos sobre as
retas suportes dos lados BC, CA e AB, respectivamente, todos distintos dos vértices de ABC.
Entao:

BD CF AE_

DC FA EB

se, e s0 se, os pontos D, E e F forem colineares.

— — —
Demonstrac¢do. Inicialmente, suponha que D € BC\ BC, E € AB, F € AC e que os pontos D,Ee F
sao colineares (os demais casos sdo totalmente andlogos). Como mostra a figura 10.

Figura 10: Teorema de Menelaus
A

D B C

Fonte: Elaborada pelos autores.

A coordenada baricéntrica do ponto D é determinada por:

_(IDBC] [DAC] [DAB]
__“ABCT[ABCF[ABCJ'

Note que [DBC] = 0, e considerando [DAC]/[ABC] = d obteremos que [DAB]/[ABC] =d + 1.
Assim, D = (0,d,d +1). De modo analogo, obtemos as coordenadas baricéntricas dos pontos E e
F que sao

[EBC] [EAC] [EAB]
[ABC]’ [ABC]’ [ABC]

[FBC] [FAC] [FAB]

E= [ABC]’ [ABC]’ [ABC]

):(e,el,O)eF:( ):(1f,0,f).

Sabendo que os pontos D, E e F séo colineares se, e somente se, o seu determinante for igual a zero.
Logo,
0 d d+1
e e-1 0 =0 -d-e-f-(1-d)-(1-e)-(1-f) =0,
1-f 0 f
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que equivale

d-e-f

=-1 4
(d+1)-(e-1)-(1-f) (4)
Note que
_[pacy_-pc . _-DC BC_-DC+BC _-DB
" [ABC] = BC ‘BC BC  BC  BC’
_[EBC] _EB ~~ EB AB _ EB AB _AE
“1ABC] AB°° AB AB_ AB _ AB’
_[FAB] _FA . CA FA_CA-FA CF
" [ABC] ~ CA T CA CA  CA ~CA

Substituindo esses valores em 5, obtemos

BC AR Ch _ . DC-EB-FA _ BD-AE.CF _
DB _AE  CF DB - AE - CF DC-EB-FA

O
Portanto, fica demonstrado mais um teorema usando coordenadas baricéntricas de modo similar
como foi apresentado na demonstracao do Teorema de Ceva 4.

O Teorema da Bissetriz Interna de um Triangulo afirma que a bissetriz interna de um dos angulos

de um triangulo qualquer divide o lado oposto em segmentos cujas medidas sao proporcionais aos
outros dois lados do triangulo.

Esse teorema j4 foi provado de varias formas distintas, usaremos coordenadas baricéntricas para
provar esse Teorema 6, como veremos a seguir.

Teorema 6 (Teorema da Bissetriz Interna de um Triéngulo) Seja um triangulo AABC qualquer
e P um ponto pertencente ao segmento BC. Se AP for a bissetriz interna do dngulo BAC, entéo
P divide o segmento BC em dois segmentos PB e PC, de medidas m e n _respectivamente, de tal

modo que m/c = n/b, com ¢ e b sendo as medidas dos segmentos AB e AC do triangulo AABC
respectivamente.

Figura 11: AP ¢ bissetriz interna

Fonte: Elaborada pelos autores.

194 = SBM

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA



PROFESSOR DE
I I I ) MATEMATICA ,
Reita e s ottt s et SOUZA, SOUSA JUNIOR e BATISTA

Demonstra¢do. Considere h, hy, e h. as alturas dos triangulos AABC, APCA e AABP relativas aos
lados BC, CA e AB respectivamente (como na figura 11). Utilizaremos a férmula relativa a dreas
para determinar as coordenadas baricéntricas do ponto gerado pela intersegao da bissetriz de BAC
com o segmento BC. Ou seja,

Podemos simplificar a expressao de

P:([PBC] [PAC] [PAB]

ROl TABOT | ABC]) = ([PBC], [PAC], [PAB])

Veja que, tomando diferente bases para os mesmo triangulos, conseguiremos duas representagoes

para P sendo elas
-h m-h b-h - h,
P=(07n_ m_)ep:(o, b © )

27 2 2 72
Logo, pelo Problema 3 referente a diferentes representagoes, em coordenadas baricéntricas, de um
mesmo ponto, valem as igualdades a seguir

n-h b-hy m-h c-he
5 Tk e Tk

,comk #0

dai temos que,

I n~h_1rn-h=> n_m (5)
" b-hy c¢-he b-hy c-he

Por outro lado, utilizando uma das propriedade trigonométricas bastante conhecida na geometria
euclidiana que é:

hc _ hb -
AP AP

sen(a) = hy = he.

Substituindo esse resultado na equagao 5 e simplificando, obtemos o que querfamos demonstrar
que é
m

n
¢c b

Consideragoes finais

Apesar de que trabalhar com as coordenadas baricéntricas demande uma certa abstragao com
relacao a como abordar certos problemas, tal dificuldade é vencida pela grande aplicabilidade
desse método. Pois, ao trabalhar com geometria euclidiana plana, querendo ou nao, estamos
condicionados a buscar resolver tudo com semelhanca e congruéncia de triangulos e com as coor-
denadas baricéntricas nao temos essa limitagao. Salientamos que o esfor¢co pode ser compensado
sempre que conseguirmos ver um problema com uma 6tica diferente da que estamos acostumados.

Além disso, nem sempre o mais importante é o onde chegar, mas, sim, o como chegar. Uma vez
dominada essa possibilidade de abordagem de problemas geométricos (ou fisicos a depender da
situacd@o), podemos perceber “saidas” mais simples e possibilidades diversas. Tornando-se, assim,
uma ferramenta a mais para apresentar aos nossos alunos e esses poderao passar isso para frente,

N

195 LAl



PROFESSOR DE

I I I ’ MATEMATICA

SOUZA, SOUSA JUNIOR e BATISTA

fazendo com que uma abordagem analitica possa ser algo casual nas resolugbes de problemas
geométricos em um futuro préximo.

E importante salientar que as demonstracoes alternativas e as redemonstragoes sao técnicas validas
e relevantes para o ensino e a pesquisa matematica. De acordo com Batistela em [2], essas técnicas
nao apenas proporcionam a revisitacao e o reforco de resultados ja conhecidos, como também pos-
sibilitam a descoberta de novos resultados e relagoes matemaéticas, fomentando o desenvolvimento
de uma compreensdo mais profunda e ampla da disciplina. Os exemplos e as propriedades apre-
sentados aqui sao apenas uma amostra do que pode ser feito quando temos a geometria analitica
atrelada a problemas diversos. Esperamos que esses sejam suficientes para instigar a curiosidade
e o desejo do leitor a procurar por mais possibilidades.
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