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O jogo dos 15

Francisco Dutenhefner ®

Resumo

Neste artigo apresentamos a matematica que estd por tras do tradicional jogo dos 15. Utilizamos a dicotomia
dos niimeros inteiros entre pares e impares para caracterizar para quais configuracdes iniciais do tabuleiro
0 jogo tem solugdo. Provamos que dada uma configuracio inicial é possivel efetuar movimentos validos até
obter uma, e exatamente uma, das seguintes configura¢des: posi¢ao normal, em que os nimeros aparecem em
ordem crescente da esquerda para a direita e de cima para baixo, com o espago vazio no canto inferior direito,
ou a posi¢ao de Sam Loyd que difere da posi¢ao normal pela inversao das pecas 14 e 15. Na abordagem dos
teoremas nao foram escolhidas as demonstracdes mais enxutas e sofisticadas. Pelo contrério, escolhemos
uma abordagem mais natural do assunto, deixando o texto mais adequado para publicos nio especializados.

Palavras-chave: jogo dos 15; paridade; grupo de permutacdes.

Abstract

In this article, we present the mathematics behind the traditional 15 Puzzle. We utilize the dichotomy of
integers between even and odd to characterize which initial configurations of the board have solutions. We
prove that given an initial configuration, it is possible to make valid moves to obtain one, and exactly one, of
the following configurations: the normal position, where the numbers appear in ascending order from left
to right and top to bottom, with the empty space in the bottom right corner, or the Sam Loyd position, which
differs from the normal position by the inversion of the 14 and 15 tiles. In approaching the theorems, we did
not choose the most concise and sophisticated proofs. On the contrary, we chose a more natural approach
to the subject, making the text more suitable for non-specialized audiences.

Keywords: 15-puzzle; parity; permutation group.

1. O inventor e o jogo

O jogo dos 15 foi inventado por volta de 1874 por Noyes Chapman, gerente de uma agéncia dos correios
em Nova York [1]. O jogo é constituido de um tabuleiro quadrado 4x4 dividido em 16 casas quadradas
contendo 15 pegas numeradas de 1 a 15 e um espago vazio. Inicialmente as pecas numeradas e o espago
vazio podem ocupar quaisquer casas do tabuleiro. Um movimento vélido € movimentar na horizontal ou
na vertical uma peca adjacente ao espago vazio, invertendo de posi¢ao a peca e o espago vazio. O objetivo
do jogo € ordenar as pegas, de uma dada configuracio inicial, para a posi¢ao normal ilustrada a direita na
Figura 1, em que os nimeros aparecem em ordem crescente da esquerda para a direita e de cima para baixo,
com o espago vazio no canto inferior direito.
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1511219 |13 131415

Figura 1: Exemplo de uma configuracdo inicial do tabuleiro e a configuragdo do objetivo do jogo.

Observamos que se comegamos em uma dada configuragdo A do tabuleiro e efetuamos movimentos vélidos
até obter uma certa configuragdo B, entdo, executando na ordem inversa os movimentos em sentidos
contrarios, conseguimos partir da configuracio B e obter a configuragdo A. Desse modo, no jogo dos 15,
ndo importa tanto a ordem da posi¢ao inicial e da posicdo final do tabuleiro, uma vez que a ordem dessas
duas configuracdes pode ser invertida. O problema mais geral que pode ser formulado € o seguinte.

Pergunta. Dadas duas configuragdes do tabuleiro € possivel efetuar movimentos validos para obter uma
configuracdo a partir da outra? Por exemplo, dadas as duas configura¢des da Figura 2, é possivel sair de
uma e chegar na outra efetuando movimentos validos nas pegas? Tente responder essa pergunta. Se nao
conseguir, continue lendo pois uma resposta serd dada no final deste artigo.

512137 8 |13 4
1416 |10 8 2 116 | 7|12
9 15112 913 ([11]5
131111 4 151141 2 |10

Figura 2: Exemplo de duas configura¢des do tabuleiro.

Observamos que o jogo dos 15 esta disponivel em varios aplicativos para computadores e celulares. Para
a leitura do artigo sugerimos o que esta disponibilizado no seguinte link, que tem a notacdo utilizada neste
artigo.

https://www.geogebra.org/m/teechvaf

2. Popularidade

Embora Noyes Chapman tenha inventado o quebra-cabeca, foi Sam Loyd, um famoso criador de quebra-
cabecas e de charadas, quem popularizou o jogo, causando bastante agitagdo em todo o mundo. De fato,
Sam Loyd ofereceu um prémio de mil délares (uma fortuna nos anos de 1870) para a primeira pessoa que
apresentasse uma sequéncia correta de movimentos que apenas invertesse a posicao das pecas 14 e 15. [1]
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1]2|3]4 112|3|4
516|718 Quebra-cabega de 516 | 718
9 [10]11 |12 Sam Loyd 9 [10] 11 |12
13|14 15 13|15 | 14

Figura 3: O quebra-cabe¢a de Sam Loyd.

Esse desafio, conhecido como quebra-cabeca de Sam Loyd, rapidamente tomou conta da Europa e da
América e, nas palavras de Sam Loyd, “enlouqueceu o mundo” e que “o prémio de mil délares, oferecido
para a primeira solu¢do correta do problema, nunca foi reivindicado, embora haja milhares de pessoas
que dizem ter realizado a facanha exigida”. Em [6], os editores escreveram que “nas dltimas semanas o
quebra-cabeca de Loyd tem estado em evidéncia perante o ptiblico americano e pode-se dizer com seguranca
que tem chamado a aten¢@o de nove em cada dez pessoas de ambos os sexos e de todas as idades e condi¢des
da comunidade”.

Uma razao que pode explicar tamanha histeria estd no fato de que o quebra-cabeca de Loyd € impossivel.
Isso significa, como veremos nas préximas secoes, que € impossivel efetuar uma sequéncia de movimentos
véalidos que, ao final, apenas inverte as pecas 14 e 15. Essa inversdo s6 pode ser feita se o tabuleiro é
desmontado, se as pecas sdo retiradas do tabuleiro e depois encaixadas novamente na posicio desejada, o
que € uma clara violacdo das regras do jogo.

Para Sam Loyd ter oferecido prémio tdo fabuloso naquela época, podemos imaginar que ele sabia que o
quebra-cabega proposto era impossivel, embora isso nunca tenha sido constatado, e a partir dai s6 se pode
conjecturar o quanto ele se divertiu e quanto entretenimento ele proporcionou ao enlouquecer o mundo com
um desafio sabidamente impossivel.

3. Contando as possibilidades

O tabuleiro do jogo dos 15 contém 16 casas. Nessas casas sdo colocadas 15 pecas numeradas e uma das casas
fica vazia. Como as 15 pecas e o espaco vazio podem ocupar quaisquer uma das 16 casas do tabuleiro, pelo
principio multiplicativo, existe um total de 16! = 20.922.789.888.000 configuragdes iniciais do tabuleiro.
A titulo de comparagdo, no jogo da Mega-Sena, em que s@o sorteados 6 de 60 nimeros, existem “apenas”
50.063.860 de resultados possiveis, que ¢ uma pequena fragdo da quantidade de tabuleiros do jogo dos 15.

Sobre o jogo dos 15, vamos explicar detalhadamente e vamos demonstrar o teorema 3, que afirma que
em metade das configuracdes iniciais, ou seja, em aproximadamente 10 trilhdes de possibilidades, o jogo
tem solugdo e na outra metade das possibilidades, nas outras 10 trilhdes de possibilidades, o jogo ndo tem
solugdo. O quebra-cabe¢a de Sam Loyd é um exemplo entre as 10 trilhdes de possibilidades de um jogo que
nao tem solugdo.
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4. Permutacoes

Nosso objetivo € entender para quais configuracdes iniciais do tabuleiro o jogo dos 15 tem solugao, e para
quais configuracdes iniciais 0 jogo ndo tem solugdo. Para fazer isso vamos utilizar a notacao e propriedades
dos grupos de permutacdes, como explicado em [2, se¢ao V.10].

Inicialmente, enumere as casas do tabuleiro com os niimeros de 1 a 16 em ordem crescente da esquerda
para a direita e de cima para baixo, como indicado na figura 4. Observe que, durante o jogo, as casas do
tabuleiro ficam paradas enquanto apenas as pegas se movimentam de uma casa para outra.

112134
516|718
9 10|11 |12

1314|1516

Figura 4: Numeracio das casas do tabuleiro.

Consideremos que sobre as casas numeradas do tabuleiro sdo colocadas 15 pecas numeradasde 1 a 15 e o
espago vazio serd denotado como a pega de niimero 16.

916|110
4 |81 3|7
13 14 | 12
5 [2|11] 15

Figura 5: Exemplo de uma configuragdo do tabuleiro com o espago vazio na casa 10.

Dessa forma, vamos representar uma configuragao do tabuleiro do jogo dos 15 com uma permutacio dos
nimeros de 1 a 16. Por exemplo, a configuracdo da figura 5 € representada pela seguinte permutacaio:

1

23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
9 6 1

10 4 8 3 7 13 16 14 12 5 2 11 15 J°

Essa representacao indica que na casa 1 estd a peca de nimero 9; na casa 2 estd a peca de nimero 6; na casa
3 estd a peca de nimero 1; na casa 4 estd a peca de nimero 10 e assim por diante. Na casa 10 estd o espago
vazio, peca de nimero 16. Nesta notacdo, na primeira linha, os nimero de 1 a 16 sempre aparecem em
ordem crescente. Esses nimeros representam as casas do tabuleiro que nao mudam de lugar. Os ndmeros
da segunda linha representam as respectivas pecas que, como mudam de posi¢dao, podem aparecer em uma
ordem arbitraria.

Observe também que cada movimento valido no tabuleiro é uma inversdo de duas pecas adjacentes, sendo
que uma dessas pecas obrigatoriamente € o espago vazio, pe¢a de nimero 16. Dai, se a partir do tabuleiro
da figura 5 efetuamos o movimento de deslizar a peca 8 para baixo, obtemos a configuragao da figura 6.
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916 1|10
4 3|7
131814 |12
5 [2|11] 15

Figura 6: Tabuleiro obtido da figura 5 movimentando a pega 8 para baixo.

Essa nova configuracio da figura 6 é representada pela seguinte permutacio:

1

2 3 4 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
9 6 1

)
10 4 16 3 7 13 8 14 12 5 2 11 15 J°

Continuando da posicao da figura 6, se a pe¢a de nimero 4 € deslizada para a direita, obtemos a seguinte
configuracao ilustrada na figura 7.

916110

41 3|7
1318 (14|12
5 [2|11] 15

Figura 7: Tabuleiro obtido da figura 6 movimentando a pega 4 para a direita.

Agora, nesta nova configuragdo da figura 7, o tabuleiro € representado pela seguinte permutacio:

123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
96 1 10 16 4 3 7 13 8 14 12 5 2 11 15 )"

Para finalizar os exemplos, observe que a posicdo normal, tabuleiro da esquerda da figura 3, é representada
pela permutacdo identidade. Ja a configuracdo do quebra-cabeca de Sam Loyd, tabuleiro da direita da
figura 3, é representada pela seguinte permutacio:

12 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 15 14 16 |’

5. Transposicoes

Uma transposicao € um caso particular de uma permutacio que apenas inverte a posicao de dois nimeros
e atua como a identidade nos outros nimeros. Por exemplo, a transposi¢do 7 = (5 7) inverte as posi¢des
dos nimeros 5 e 7, e ndo mexe com a posi¢do dos outros nimeros.
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A composicao de duas permutacdes € executada da direita para a esquerda, do mesmo modo como compomos
duas fungdes. Por exemplo, se 71 = (5 7) e 72 = (6 7) entdo, efetuando a composicdo 1172, obtemos

7172(5) = 11(72(5)) = 11(5) = 7.

7172(6) = 71(72(6)) = 71(7) = 5.
7172(7) = 11 (72(7)) = 71(6) = 6.

Logo, essa composicao pode ser representada pela seguinte permutacdo, que atua como a identidade em
todos os nimeros diferentes de 5, 6 e 7.

5 6 7
T1T2=(57)(67)=(7 5 6)
Por outro lado, invertendo a ordem e efetuando a composicao 7,7 obtemos

7271(5) = 12(71(5)) = 72(7) = 6.

7271 (6) = 72(71(6)) = 72(6) = 7.
T211(7) = 12(71(7)) = 12(5) = 5.

Logo, essa composicdo pode ser representada pela permutacio

7211=(67)(57)=(2 ? g)

6. Permutacoes como composicoes de transposicoes

Definicio. Uma permutacio € par se ela pode ser escrita como uma composi¢iao de uma quantidade par de
transposi¢oes. Por outro lado, uma permutacdo é impar se ela pode ser escrita como uma composi¢io de
uma quantidade impar de transposicdes.

Na teoria dos grupos de permutagdes, veja a se¢do V.10 de [2], estd demonstrado um teorema que afirma que
toda permutacgao € par ou impar. Isso significa que toda permutag@o pode ser escrita como uma composicao
de transposicdes e que, nessa composicdo, a paridade da quantidade de transposi¢cdes € um invariante
da permutagdo. Logo, se uma permutacdo estd escrita como uma composi¢do de uma quantidade par de
transposigdes entio, de qualquer modo que essa permutagao for escrita desse modo, sempre vai aparecer uma
quantidade par de transposi¢des. Por outro lado, se uma permutacio é uma composicao de uma quantidade
impar de transposicdes entao de qualquer outro modo como essa permutacao for escrita desse modo, ela serd
a composicdo de uma quantidade impar de transposi¢cdes. Como veremos nas proximas secoes, a existéncia
desse invariante serd utilizada no estudo do jogo dos 15 e na classificagdo das configura¢des iniciais dos
tabuleiros para os quais o jogo tem solucio.

Agora vamos ver dois exemplos que ilustram um algoritmo que permite escrever uma permutagdo como
uma composi¢ao de transposicoes.

Exemplo. Vamos escrever a permutacdo o como uma composi¢do de transposi¢cdes em que

- 2 3 4 5 6
5

6 41 2)
_
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A ideia do algoritmo é ir compondo o com transposi¢des até obter a permutagdo identidade. Para fazer
isso, a cada passo, vamos arrumando os nimeros da esquerda para a direita para o resultado da composicao
ficar cada vez mais parecido com a identidade. Vejamos como isso pode ser feito. Olhando para a primeira
coluna de o, consideramos a permutagdo 71 = (1 3) e efetuamos a composi¢ao

. o-:( 1 2 3 4 5 6)
! 156 43 2)
Agora, olhando para a segunda coluna dessa permutagio consideramos a transposi¢do 7o = (2 5) e efetuamos
a composi¢ao
1 2 3 45 6
7271‘”(1 2 6 4 3 5)'

Olhando agora para a terceira coluna dessa permutagio consideramos a transposi¢do 73 = (3 6) e efetuamos
a composi¢ao

Como a quarta coluna ja estd arrumada, olhamos para a quinta coluna dessa permuta¢do, consideramos a
transposicdo 74 = (5 6) e efetuamos a composicdo
T O = 1 2 3 4 5 6
1RaT Tl 2 3 4 5 6 )
Como obtivemos a permutacdo identidade e como a inversa de uma transposicao € a propria transposi¢ao
segue que o = Ty TaT3Ty, iSto &,

1 2 3 4 5 6
(3 56 4 1 2)=(13)(25)(36)(56).

Dai também podemos concluir que o é uma permutagio par pois ela estd escrita como uma composi¢do de
4 transposigoes.

Exemplo. Vamos escrever a permutaciao

(12 3 456
TT\l5 1 4 6 3 2]

como uma composi¢ao de transposi¢des. Olhando para a primeira coluna de o, consideramos a transposi¢ao
71 = (1 5) e efetuamos a composigdo

(1 2 3 456
9715 46 3 2/
Olhando para a segunda coluna, consideramos a transposi¢do 7 = (2 5) e efetuamos a composi¢ao
(1 2 3 4 5 6
U=l 2 4.6 3 5 )
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Olhando para a terceira coluna, consideramos a transposicdo 13 = (3 4) e efetuamos a composi¢ao
(1 2 3 4 5 6
BRNT=l 2 3 6 4 5 )
Olhando para a quarta coluna, consideramos a transposicdo 74 = (4 6) e efetuamos a composi¢cao

(1 2 3 45 6
TyT3TT10 = 1 2 3 4 6 5 .

Olhando para a quinta coluna, consideramos a transposi¢o 75 = (5 6) e efetuamos a composicédo
(1 2 3 4 5 6
T5T4T3ToT10 = 1 2 3 45 6 .

Como obtivemos a permutacao identidade e como a permutagdo inversa de uma transposi¢ao € a prépria

transposi¢ao, segue que o = T1ToT3T4T5, isto &,

1 2
1

5 6
5 3 2):(15)(25)(34)(46)(56).

Dai também podemos concluir que o € uma permutacdo impar pois ela esta escrita como uma composicao
de 5 transposigdes.

7. Jogo dos 15: movimentos validos e transposicoes

Nas secdes anteriores vimos que qualquer configuracao do tabuleiro do jogo dos 15 pode ser identificada
com uma permutacao dos nimeros de 1 a 16. Agora vamos ver como os movimentos vélidos das pecas
afetam as paridades das respectivas permutagdes que representam o tabuleiro.

Dada uma configuracdo A do tabuleiro, representada com sua respectiva permutacéo o, ao ser efetuado
um movimento vélido que inverte a posicdo das pecas n e 16, obtemos nova configuracdo B do tabuleiro,
representada com a permutagdo T oa, em que 7 = (n 16) é a transposi¢do dos nimeros n e 16. Isso
significa que a cada movimento valido, acrescentamos uma transposi¢cdo na permutacdo o invertendo a
sua paridade de par para impar ou de impar para par. De fato, por exemplo, vamos considerar a configuragao
A do tabuleiro dada na figura 8.

131115 |1
6| 8 10
71121 3 | 4
2151419

Figura 8: Configura¢do A do tabuleiro com o espaco vazio na casa 7.

N
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Esta configuragdo € representada pela permutagao
(1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
A%\ 13 115 1 6 8 [16] 10 7 12 [3] 4 2 15 14 9

Deslizando a peca de ntimero 3 para cima, ou seja, invertendo as pegas 3 e 16, obtemos a configuracdo B
da figura 9.

13115 |1
6|83 |10
7|12 4
2 115611419

Figura 9: Configuracdo B obtida da figura 8 pela inversdo das pecas 3 e 16.

Esta configuragdo € representada pela permutagao

2 3 4 5 6 8§ 9 10 11 12 13 14 15 16

7B = 13115168107124215149

Comparando as permutagdes oa € o, vemos que a Unica diferenga estd na inversao dos nimeros 3 e 16,
destacados dentro dos quadradinhos. Dai, se T = (3 16) € a transposi¢@o que inverte esses niimeros, temos
que

OB =TOA.

Generalizando, suponhamos que a partir da configuracdo inicial A seja efetuada uma sequéncia ordenada
de k movimentos: primeiro invertemos as pecas 1n; e 16; depois invertemos as pegas ny e 16; e assim por
diante, até o movimento k que inverte as pecas ny e 16. Para cada um desses movimentos, consideramos a
respectiva transposicao

71 =(n1 16) , 79 = (n3 16) , ... , 7 = (ng 16).

Ao final desses k movimentos, obtemos uma outra configuragio B do tabuleiro que estd representada pela
permutacdo o em que
OB =Tk " T2 T1 OA.

Observe que se k € par entdo as permutacdes o4 € op t€ém a mesma paridade e que se k é impar entdo essas
permutacdes t€ém paridades diferentes. Como veremos na proxima se¢ao, essa observacao tem um papel
crucial nos teoremas que serdo demonstrados.

8. Jogo dos 15: tabuleiros equivalentes

Nesta secdo apresentamos uma resposta para a pergunta formulada nas primeiras paginas deste artigo: dadas
duas configura¢des do tabuleiro do jogo dos 15, quanto € possivel efetuar uma sequéncia de movimentos
validos para obter uma configuracdo a partir da outra por meio de uma sequéncia de movimentos validos?
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Definicao. Duas configuracdes do tabuleiro do jogo dos 15 sao equivalentes se uma configuragio pode ser
obtida da outra por meio de uma sequéncia de movimentos validos.

Esta no¢do de “configura¢des equivalentes de tabuleiros do jogo dos 157 € uma relacdo de equivaléncia
[3, secdo 1.3]. Isso significa que essa relacdo € reflexiva, simétrica e transitiva e que o conjunto de todas as
configuracdes de tabuleiros pode ser dividido em classes de equivaléncia.

Por exemplo, o quebra-cabeca de Sam Loyd, figura 3, questiona sobre a equivaléncia da posi¢cdo normal do
tabuleiro com aquela que sé inverte a posicao das pegas 14 e 15. A pergunta que queremos responder &,
entdo, caracterizar configuragcdes equivalentes do tabuleiro do jogo dos 15. Para responder esta pergunta,
formulada com tal generalidade, veremos que € importante levar em considerac¢ao a posi¢do do espaco vazio
sobre o tabuleiro. Isso sera feito colorindo alternadamente de preto e branco as casas do tabuleiro, como
estd ilustrado na figura 10.

2 |3

3
; [ -

10 ‘ 11 W

Figura 10: Colorag@o e numeracdo das casas do tabuleiro do jogo dos 15.

Agora seja dada uma configuracdo inicial A das pecas do jogo do 15 sobre esse tabuleiro. Como vimos
anteriormente, essa configuracao € representada por uma permutacdo oa dos niimeros de 1 a 16. A cada
movimento vélido executado nas pegas desse tabuleiro, o espaco vazio muda de uma casa preta para uma
casa branca ou vice-versa, e a paridade da permutacao do respectivo tabuleiro muda de par para impar ou de
fmpar para par. Generalizando, suponhamos que a partir dessa configuragdo inicial A obtemos uma outra
configuracdo B pela execucao de k movimentos vélidos. Se op é a permutagcdo dos nimeros de 1 a 16 que
representa essa configuracdo B, entdo podemos concluir o seguinte:

* se k € par entdo as permutacdes oa ¢ o t€m a mesma paridade e os espacos vazios em A e em B estdo
em casas de mesma cor;

* se k é impar entdo as permutagdes oa e o t€m paridades diferentes e os espagos vazios em A e em B
estdo em casas de cores diferentes.

Desse modo, deduzimos condi¢des necessdrias para duas configuracdes do tabuleiro do jogo dos 15 serem
equivalentes. De fato, demonstramos que se A e B sdo configuragdes equivalentes do tabuleiro do jogo dos
15 entdo uma das duas condi¢des listadas acima deve ser verdadeira. Assim, se para duas configura¢des do
tabuleiro as condi¢des acima sdo ambas falsas, entdo essas configuracdes ndo siao equivalentes e, portanto,
€ impossivel obter uma configuragio da outra via movimentos validos.

Diante disso, conseguimos justificar porque o quebra-cabeca de Sam Loyd, figura 3, ndo tem solucdo. De
fato, a posicao normal do tabuleiro pode ser representada pela permutacdo identidade dos nimeros de 1 a
16, que é uma permutacio par. Ja a configura¢do do quebra-cabeca de Sam Loyd, pecas 14 e 15 invertidas,
pode ser representada por uma transposi¢ao desses niimeros, que é uma permutagao impar.

_
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Como essas permutagdes t€m paridades diferentes e em ambas o espaco vazio estd em uma casa branca, dada
a coloracdo da figura 10, as duas afirmacdes enunciadas anteriormente sio falsas e, portanto, os tabuleiros
ndo sdo equivalentes, e isso significa que é impossivel obter uma configuracao da outra por meio de uma
sequéncia de movimentos validos.

O teorema enunciado a seguir, e que serd demonstrado na secdo 10, afirma que as condi¢des necessarias
dadas anteriormente também sdo condicdes suficientes para garantir quando duas configuracdes do tabuleiro
do jogo dos 15 sdo equivalentes.

Teorema 1. Sejam dadas duas configuracdoes A e B do tabuleiro do jogo dos 15 representadas por
permutagoes oa e op dos niimeros de 1 a 16. Essas configuracoes sdo equivalentes se, e somente se, uma
das duas afirmagoes a seguir é verdadeira:

* as permutacdes o e op tém a mesma paridade e os espacos vazios em A e em B estdo em casas da
mesma cor;

* as permutacdes oa e o tém paridades diferentes e os espagos vazios em A e em B estdo em casas de
cores diferentes.

Antes de apresentar a demonstracio desse teorema vamos ver alguns exemplos.

Exemplo. Vamos verificar se as configuracdes A, B e C da figura 11 sdo equivalentes.

1211137 41281 912 |11 4

1416]15| 8 5 |11 ] 7 311316 |7
A= B = C =

9 11| 4 1513 ]6 |13 10| 8 |12

5 21310 9 |14]12 |10 511 |15]14

Figura 11: Configuragdo A, B e C do tabuleiro.

Comparando com a figura 10, na configura¢io A o espago vazio estd em uma casa preta e ela é representada
pela permutacao

)
14

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

(1 2 3 4 6
ATV 12 1 3 7 6 15 8 9 16 11 4 5 2 13 10 J°
Escrevendo esta permutagdo como uma composi¢c@o de transposi¢des obtemos

oa =(112)(212)(4 7)(514)(7 15)(10 16)(12 15)(13 14)(14 15).

Como contamos 9 transposi¢des nesta composi¢do, segue que 0p ¢ uma permutagdo impar.

Na configuragdo B o espacgo vazio estd em uma casa branca e ela € representada pela permutacao

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 7 16 15 3 6 13 9 14 12 10 |’
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Escrevendo esta permutagcdo como uma composi¢ao de transposi¢des obtemos
op=(14)(38)(611)(816)(915)(10 16)(12 13)(13 15).

Como esta ¢ uma composi¢do de 8 transposicdes, segue que o ¢ uma permutagio par.

Como as permutagdes o5 € op tem paridades diferentes e os espagos vazios dos dois tabuleiros estdo em
casas de cores diferentes, pelo teorema 1, esses dois tabuleiros s@o equivalentes. Ou seja, é possivel efetuar
uma sequéncia de movimentos validos que transforma um desses tabuleiros no outro.

Agora vamos analisar a configuragdo C. Comparando com a figura 10, o espago vazio dessa configuragio
estd em uma casa branca e ela é representada pela permutacio

1 2 3
9 2 11

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

5
gc= 313 6 7 16 10 8 12 5 1 15 14 )

4
4
Escrevendo esta permutacdo como uma composi¢ao de transposi¢des obtemos

oc = (19)(311)(5 11)(6 13)(7 13)(8 13)(9 16)(11 13)(14 16).

Como o é uma composicdo de 9 transposicdes, segue que ela € uma permutacdo impar.

Pelo teorema 1, os tabuleiros A e C ndo sdo equivalentes pois as permutacdes op € o possuem a mesma
paridade, mas os espacos vazios desses tabuleiros estdo em casas de cores diferentes. Do mesmo modo os
tabuleiros B e C também nao sdo equivalentes pois as permutagdes op € oc possuem paridades diferentes
mas os espacos vazios desses tabuleiros estio em casas de mesma cor.

Como consequéncia do teorema 1, podemos caracterizar as configuragdes iniciais do tabuleiro para as quais
o0 jogo dos 15 tem solug@o. De fato, na posi¢cdo normal do tabuleiro a respectiva permutagado € a identidade,
que € par, e a casa vazia estd em uma casa branca, dada a coloragao da figura 10. Dai, pelo teorema 1, segue
o seguinte resultado.

Teorema 2. Seja dada uma configuracdo inicial do tabuleiro do jogo dos 15 representada por uma
permutagdo o dos niimeros de 1 a 16. Para essa configuracdo o jogo tem solucdo se, e somente se, uma
das afirmagoes é verdadeira:

* 0 espago vazio estd em uma casa branca e o é uma permutagdo par;

* 0 espago vazio estd em uma casa preta e o é uma permutacdo impar.

Vamos concluir esta se¢do observando que podemos simplificar a andlise de tabuleiros equivalentes do jogo
dos 15. De fato, dada uma configuracdo de um tabuleiro do jogo dos 15, sempre podemos efetuar alguns
movimentos e colocar o espago vazio na casa de nimero 16. Desse modo, em vez de analisar a situagio
geral, podemos caracterizar quando duas configuracdes do tabuleiro, ambas com o espaco vazio na casa 16,
sdo equivalentes. Aplicando o teorema | para este caso, essas configuracdes sao equivalentes se, e somente
se, as respectivas permutacdes dos nimeros de 1 a 16 possuem a mesma paridade. Dai segue que existem
apenas duas classes de equivaléncia de configuragdes de tabuleiros do jogo dos 15. Como num grupo
de permutagdes a metade das permutacdes sdo pares e a outra metade das permutagdes sdo impares, veja
[2, secao V.10], concluimos, em particular, que em metade das configuragdes iniciais do tabuleiro o jogo
dos 15 tem solug@o e na outra metade das configuragdes iniciais do tabuleiro o jogo nio tem solucao.
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9. Numero de cruzamentos

Na se¢@o anterior caracterizamos tabuleiros equivalentes do jogo dos 15 comparando as paridades de duas
permutacdes dos nimeros de 1 a 16. Agora vamos mostrar que isto pode ser substituido pela comparagao
das paridades dos niimeros de cruzamos das permutacoes. Como veremos, a vantagem de utilizar o niimero
de cruzamentos é que este pode ser calculado diretamente no tabuleiro, sem a necessidade de escrever uma
permutacdo como uma composi¢ao de transposigoes.

Para exemplificar o significado do niimero de cruzamentos de uma permutagdo, vamos considerar as
permutagdes o7, 0 € 03 em que

(1 2 3 4 5 (1 2 3 45 (1 2

1701 2 3 4 5 272 1 4 5 3 T35 4
Podemos visualizar essas permutacdes pelos respectivos diagramas da figura 12.

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Figura 12: Diagramas dos respectivos cruzamentos nas permutagdes o, 0, € 03.

w w
—
DN Ot
—_—

Esses diagramas ilustram o fato que a permutacdo o ndo embaralha os nimeros de 1 a 5; a permutacdo
o9 embaralha um pouco os nimeros de 1 a 5; e a permutacdo o3 embaralha mais os nimeros de 1 a 5.
Essa ideia intuitiva de embaralhar os nimeros esta relacionada com as quantidades de intersecdes das linhas
que ligam os pontos da parte superior aos pontos da parte inferior de cada diagrama. A quantidade dessas
intersecOes, de acordo com a seguinte defini¢ao, é o nimero de cruzamentos da permutagao.

Definicdo. Seja dada uma permutagdo o dos inteiros de 1 a n. O mimero de cruzamentos (o) da
permutacgio o € a quantidade de pares (i,j) com 1 < i < j < n que sdo tais que o (i) > o (j).

i J

o(j) o (i)

Figura 13: Ilustracdo de um cruzamento.

O teorema que vamos utilizar afirma que a paridade do nimero de cruzamentos de uma permutacio é
igual a paridade da permutagdo [2]. Isto é, uma permutacdo o é par (composicdo de uma quantidade
par de transposi¢cdes) se, e somente se, 0 nimero de cruzamentos £(o) € par. Utilizando este resultado,
os teoremas | e 2 da secdo anterior podem ser reformulados em termos do nimero de cruzamentos da
permutacdo o. Observamos que a abordagem via nimero de cruzamentos € utilizada em [4, paginas
177-180] para caracterizar quando o jogo dos 15 tem solucio.
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O préximo exemplo ilustra como o nimero de cruzamentos pode ser utilizado na caracterizacgio de tabuleiros
equivalentes do jogo dos 15, além de apresentar uma estratégia que simplifica o cdlculo desse nimero.

Exemplo. Vamos responder o problema formulado na figura 2, ou seja, vamos verificar se aquelas duas
configuracdes do tabuleiro do jogo dos 15 sdo equivalentes ou ndo.

Vamos comecar analisando a primeira configuracio da figura 2, reproduzida na figura 14.

51213 |7

1416 |10 8
A=

9 15| 12

13111 4

Figura 14: Primeiro tabuleiro da figura 2.

Comparando com a figura 10, no tabuleiro da figura 14 o espago vazio estd em uma casa preta e este pode
ser representado pela permutacao

123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

9415 2 3 7 14 6 10 8 9 16 15 12 13 1 11 4

Escrevendo esta permutacdo como uma composi¢ao de transposi¢des obtemos
oa = (15)(47)(514)(710)(10 16)(11 15).

Como contamos 6 transposi¢des nesta composicao, segue que oa € uma permutacao par.

Agora vamos contar o nimero de cruzamentos da permutacdo 0. Para fazer isso, vamos introduzir o
nimero de inversdes de cada uma das pegas do tabuleiro. Esse nimero € calculado do seguinte modo.
Escolhemos uma peca, por exemplo a de nimero 10. Comecando desta peca e percorrendo o tabuleiro
seguindo a ordem crescente das casas, o nimero de inversoes da peca 10 é a quantidade de pecas com
ndmero menor que 10 que aparecem neste percurso, ou seja, € o nimero de pecas com nimero menor que
10 que aparecem depois dessa peca. No exemplo, as pecas de nimero 8, 9, 1 e 4 aparecem depois da peca
10. Como encontramos 4 tais pegas, dizemos que a peca 10 tem nimero de inversio 4. De outro modo, esse
nimero também pode ser obtido através da permutacdo o5 . Na segunda linha da permutag@o, identificamos
o nimero 10 e contamos quantos nimeros menores que 10 aparecem a direita desse nimero. Podemos
organizar os nimeros de inversdes das pecas da configuracdo A dentro de uma tabela 4 X 4, onde cada célula
informa o nimero de inversdes da respectiva peca do tabuleiro.

Tabuleiro A Numeros de inversoes
512|137 411|113
1416 |10 8 2142
9 |16 |15 |12 216|513
131 (11| 4 310110

Figura 15: Tabuleiro A e os respectivos niimeros de inversdes de cada pega.
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O niimero de cruzamentos desse tabuleiro, ou seja, o niimero de cruzamentos da permutacio o, € a soma
dos niimeros de inversdes de todas as pegas, ou seja, € a soma dos nimeros da tabela da direita na figura 15.
Calculando essa soma, vemos que o nimero de cruzamentos desse tabuleiro € 46, que € um nimero par.

Agora vamos considerar a segunda configuracdo dada na figura 2, reproduzida na figura 16.

8 |13 4

116 | 7|12
B=

913 |11]5

15114 2 |10

Figura 16: Segundo tabuleiro da Figura 2.

Comparando com a figura 10, no tabuleiro da figura 16 o espaco vazio estd em uma casa branca e este pode
ser representado pela permutagao

1 2 3

4 10 11 12 13 14 15 16
8 13 16 4

_ 5 7 9
7B = 1 7T 12 9 3 11 5 15 14 2 10 /°
Escrevendo esta permutagcdo como uma composi¢ao de transposi¢des obtemos

op =(18)(213)(316)(58)(812)(10 16)(13 15).

Como contamos 7 transposi¢des nesta composi¢do, segue que op € uma permutacio impar.

Para calcular o nimero de cruzamentos da configuracio B, podemos proceder como no caso anterior,
escrevendo dentro das células de uma tabela 4 X 4 os niimeros de inversdes das respectivas pegas.

Tabuleiro B Niuimeros de inversoes
8 1316 | 4 71 11| 13| 3
116|712 0| 3] 3]|6
913|115 311|131
15|14 2 |10 3121010

Figura 17: Tabuleiro B e os respectivos nimeros de inversdes de cada peca.

O nimero de cruzamentos do tabuleiro B é a soma dos nimeros da tabela da direita, na figura 17. Calculando
essa soma obtemos 59, que € um nimero impar.

Como os tabuleiros A e B possuem ndmeros de cruzamentos com paridades diferentes e os respectivos
espagos vazios estdo em casas de cores diferentes, de acordo com o teorema 1, esses tabuleiros sdo
equivalentes, ou seja, é possivel efetuar uma sequéncia de movimentos validos para obter um tabuleiro a
partir do outro.
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Para concluir essa se¢ao, observamos que para caracterizar configuracdes equivalentes de tabuleiros do jogo
dos 15, ndo precisamos calcular os nimeros de cruzamentos das duas configuracdes. De fato, precisamos
apenas comparar as paridades desses nimeros. Para identificar essas paridades, € suficiente identificar
quantas pecas de cada configuragdo tem nimero de inversao impar. Por exemplo, na tabela da direita da
figura 15 contamos oito nimeros fmpares. Como oito é par, o nimero de cruzamentos de A é par. Ja
na tabela da direita da figura 17 contamos onze nimeros impares. Como onze é impar, o nimero de
cruzamentos de B é impar.

10. Demonstracao construtiva

Sejam dadas duas configuragdes A e B do tabuleiro do jogo dos 15 representadas por respectivas permutagdes
oa e op dos ndmeros de 1 a 16. Na secdo 8 demonstramos que se essas configuracdes sao equivalentes
entdo uma das seguintes afirmacdes € verdadeira:

* as permutagdes o p e o tém a mesma paridade e os espagos vazios em A e em B estdo em casas de mesma
cor;

* as permutacdes oa e o tém paridades diferentes e os espagos vazios em A e em B estdo em casas de
cores diferentes.

Agora vamos apresentar uma demonstragdo para a reciproca deste resultado concluindo a demonstragao
do teorema 1. Portanto, vamos demonstrar que se uma dessas duas afirmacdes é verdadeira, entdo as
configuracdes A e B so equivalentes. A demonstracdo apresentada a seguir € construtiva pois, na verdade,
exibiremos um procedimento para sair do tabuleiro A e chegar no tabuleiro B pela aplicacdo de uma
sequéncia de movimentos vélidos. Na demonstracdo vamos mostrar que uma tal sequéncia de movimentos
existe, sem a preocupacdo de encontrar um procedimento com a quantidade minima de movimentos. A
determinag@o desse niimero minimo € assunto para, quem sabe, outro artigo futuro.

Na secdo 8 observamos que a noc¢do de “configuragdes equivalentes de tabuleiros do jogo dos 157 é uma
relacdo de equivaléncia e mostramos que os tabuleiros na posi¢cdo normal e na posi¢cdo do quebra-cabeca de
Sam Loyd néo estdo em uma mesma classe de equivaléncia. A ideia da demonstracdo do resultado desejado
¢ utilizar a propriedade transitiva para sair de uma dada configuracdo A e chegar numa outra configura¢do
B, passando por uma configuracdo intermedidria que serd a da posi¢ao normal ou a do quebra-cabega de
Sam Loyd.

Entdo seja dada uma configuragio inicial A do tabuleiro do jogo dos 15 representada pela permutagio o
dos nimeros de 1 a 16. Vamos mostrar que existe uma sequéncia de movimentos validos que transforma essa
configuracio na da posicdo normal ou na do quebra-cabeca de Sam Loyd. De fato, comecamos arrumando
a primeira linha, colocando as pecas 1, 2, 3 e 4 nas suas respectivas casas. Em seguida, sem mexer com as
pecas da primeira linha do tabuleiro, arrumamos a segunda linha, colocando as pecas 5, 6, 7 e 8 nas suas
respectivas casas. Em seguida, sem mexer com as pegas das duas primeiras linhas do tabuleiro, colocamos
as pecas 9 e 13 nas suas respectivas casas e, em seguida, sem mexer no que ja foi arrumado, colocamos as
pecas 10 e 14 nas suas respectivas casas. Finalmente, fazendo movimentos apenas dentro do quadrado 2 x 2
do canto inferior direito do tabuleiro, colocamos o espaco vazio, peca de nimero 16, na respectiva casa do
tabuleiro. Desse modo, executando esses passos, praticamente todas as pecas estdo nas suas respectivas
casas, com exce¢ao das pecas 11, 12 e 15 que estdo nas casas 11, 12 e 15 em alguma ordem aleatéria
que depende da configuracdo A e dos movimentos que foram executados para transformar A em uma nova

configuracdo representada por B.
-
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Como as pegas 11, 12 e 15 podem aparecer nas casas 11, 12 e 15 de 3! = 6 maneiras diferentes, con-
cluimos que qualquer configuracdo inicial A do tabuleiro sempre € equivalente a uma dessas seis possiveis
configuracdes B. Vamos dividir essas configuragdes nos dois tipos indicados nas figuras 18 e 19. Como
todo o restante do tabuleiro estd arrumado, para identificar essas seis configuragdes, as figuras exibem
apenas como as pecas 11, 12 e 15 podem aparecer no quadrado 2 X 2 do canto inferior direito do tabuleiro,
lembrando que o espaco vazio esta na casa 16 na configurag¢ao B.

11 | 12 12 | 15 15 ] 11

15 11 12

Figura 18: Posi¢oes do tipo I das pecas 11, 12 e 15 no canto inferior direito do tabuleiro.

11| 15 12 | 11 15 | 12

12 15 11

Figura 19: Posig¢oes do tipo II das pegas 11, 12 e 15 no canto inferior direito do tabuleiro.

Agora vamos mostrar que todas as configuracdes do tipo I sao equivalentes a da posi¢do normal e que todas
as configuragdes do tipo II sdo equivalentes a da posi¢ao do quebra-cabeca de Sam Loyd.

De fato, todas as configuracdes do tipo I sdo equivalentes entre si e para sair de uma e chegar na outra
basta efetuar 4 transposi¢des, girando o espago vazio dentro do quadrado 2 X 2 do canto inferior direito do
tabuleiro. Observe também que na primeira posi¢do da figura 18 o tabuleiro esta na posi¢do normal.

De modo andlogo, todas as configuragdes do tipo II sdo equivalentes entre si e para sair de uma e chegar na
outra basta efetuar 4 transposi¢des, girando o espaco vazio dentro do quadrado 2 X 2 do canto inferior direito
do tabuleiro. Agora vamos mostrar que com 16 movimentos podemos transformar a primeira posicao da
figura 19 no tabuleiro do quebra-cabe¢a de Sam Loyd. Como todo o restante do tabuleiro jé estd arrumado e
como esses 16 movimentos ocorrem dentro do retdngulo 2 X 3 do canto inferior direito do tabuleiro, vamos
destacar apenas esse retdngulo e quais sio as pecas que devem ser movimentadas.

10 | 11 | 15 10 | 11 | 12

14 112 15| 14

Figura 20: Canto inferior direito do tabuleiro na primeira posi¢do da figura 19 e na configuracdo de Sam
Loyd.

Para efetuar a mudanga indicada na figura 20, movimentamos ordenadamente para o espaco vazio as
seguintes pecas:

12, 14, 10, 11, 14, 12, 15, 14, 12, 15, 14, 12, 11, 10, 15 14.

Isso demonstra que todas as configuragdes do tipo II sdo equivalentes aquela do quebra-cabeca de Sam
Loyd, que tem todas as pecas na posi¢@o correta com excecao das pecas 14 e 15 que estdo invertidas.
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Com isso, consolidamos o que foi feito no enunciado do teorema 3.

Teorema 3. Para qualquer configuracdo inicial do tabuleiro do jogo dos 15, existe uma sequéncia de
movimentos validos que transforma a dada configuracdo na posigcdo normal ou na posi¢do do quebra-
cabeca de Sam Loyd.

Para concluir, dada uma configuragdo inicial A, no teorema 3, vamos caracterizar quando aparece a
posicao normal ou quando aparece a posi¢cdo do quebra-cabeca de Sam Loyd. Como veremos a seguir, essa
caracterizagdo serd dada pela paridade da permutacdo o5 e pela cor da casa do espaco vazio na configuracao
A. Lembramos que as casas do tabuleiro do jogo dos 15 estdo coloridas de acordo com a figura 10.

De fato, lembramos que o tabuleiro na posi¢cao normal pode ser representado pela permutacdo identidade
oN = id, que é par, e que o tabuleiro na configuragao do quebra-cabeca de Sam Loyd pode ser representado
pela transposi¢do oy, = (14 15), que é impar. Dada uma configuragdo inicial A do tabuleiro, representada
por uma permutagdo oa dos niimeros de 1 a 16, o teorema 3 mostra que existem transposi¢oes

T1=(Il1 16)a TQ:(n216)7 "'7Tk:(nk16)

tais que
OA =Tk *** T2 T1 ON ou OA =Tk *+* T2 T1 OSL,-

Na primeira igualdade, o tabuleiro A é equivalente ao da posicdo normal. Nesse caso, se k € par, entdo o
espaco vazio em A estd numa casa branca e a permutagio o5 € par. Por outro lado, se k € impar, entdo o
espaco vazio em A estd numa casa preta e a permutacio oa € impar. Na segunda igualdade, o tabuleiro A
¢ equivalente ao do quebra-cabeca de Sam Loyd. Nesse caso, se k é par, entdo o espago vazio em A estd
numa casa branca e a permutacgéo o é impar. Por outro lado, se k é impar, entéo o espaco vazio em A estd
numa casa preta e a permutagdo oa € par. Essas conclusdes estdo resumidas na tabela 1.

Paridade de oa | Casa do espago vazio em A | Tabuleiro equivalente

par branca Normal
impar preta Normal

par preta Sam Loyd
impar branca Sam Loyd

Tabela 1: Classe de equivaléncia de um tabuleiro, dada a paridade da respectiva permuta¢do dos nimeros
de 1 a 16 e a cor da casa do espaco vazio.

2

Lembrando que a nogdo de “configuragdes equivalentes de tabuleiros do jogo dos 15” é uma relagdo de
equivaléncia, a tabela | caracteriza as duas classes de equivaléncia existentes: a classe da posicao normal e
a classe do quebra-cabeca de Sam Loyd. Como uma relagdo de equivaléncia € transitiva, a tabela 1 conclui
a demonstracdo do teorema 1, pois para dois tabuleiros do jogo dos 15 serem equivalentes, ambos devem
pertencer a uma mesma classe de equivaléncia. Como s6 existem duas classes de equivaléncia, concluimos
que para dois tabuleiros serem equivalentes ambos devem pertencer a classe do tabuleiro na posi¢ao normal,
ou ambos devem estar na classe do tabuleiro do quebra-cabeca de Sam Loyd.
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11. Consideracoes finais

No artigo, utilizamos conceitos e resultados da teoria de grupos de permutacdes para fazer um estudo
detalhado do jogo dos 15 e, a partir do estudo realizado, conseguimos:

* mostrar que o quebra-cabeca de Sam Loyd ndo tem solugao;

* mostrar que dada uma configuragao inicial do tabuleiro, podemos aplicar uma sequéncia de movimentos
vélidos para obter ou o tabuleiro na posi¢do normal ou o tabuleiro na posi¢ao do quebra-cabeca de Sam
Loyd;

* caracterizar quando uma configuracio inicial do tabuleiro é equivalente ao tabuleiro na posi¢io normal ou
quando ela € equivalente a da posi¢ao do quebra-cabega de Sam Loyd;

* apresentar condi¢des necessdrias e suficientes para duas configuracdes do tabuleiro serem equivalentes.

Para estimular estudos adicionais, os leitores interessados podem pesquisar e refletir sobre os seguinte
problemas:

* estabelecer um algoritmo que, dada uma configurag¢do inicial do tabuleiro do jogo dos 15, otimize a
quantidade de movimentos que transformam essa configuracdo na posi¢do normal ou na posi¢do do
quebra-cabeca de Sam Loyd;

 ampliar o estudo realizado para jogos similares no formato de um retdngulo com n linhas e m colunas
sobre o qual sdo colocadas nm — 1 pecas numeradas e um espago vazio.

* ampliar o estudo para tabuleiros com formatos diferentes, por exemplo, tabuleiros com um ou mais buracos,
como o que estd exemplificado na figura 21. [1, paginas 797-799]

112131415

6 | 7|8 9|10

11 | 12 . 13 ] 14

15116 | 17 | 18 | 19

20121 (22|23

Figura 21: Exemplo de um tabuleiro generalizado em que a casa central nao pode ser utilizada.
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