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Resumo

Neste artigo, vamos explorar conceitos da Teoria dos Nimeros e, em paralelo, desenvolver tecnologias
computacionais no intuito de tornar mais acessivel e dindmico os estudos e pesquisas neste tema. Por meio
do software SageMath, uma ferramenta matematica de c6digo aberto integrada ao Python, o objetivo € criar
tecnologias para o ensino dos conceitos fundamentais da Teoria dos Nimeros que possibilitem um melhor
entendimento global no tema, por meio da visualizacdo geométrica, conferéncia de cdlculos intermedidrios
ou totais e determinagd@o dos casos de solu¢do. Exploramos temas como o Algoritmo da Divisao Euclidiana,
o Maximo Divisor Comum (MDC), Equagoes Diofantinas e o Nimero de Frobenius, e oferecemos uma
gama de abordagens didaticas, com disponibilidade de cédigo fonte e widgets acessiveis online, visando
auxiliar professores e estudantes nas questdes de ensino e aprendizagem no tema.

Palavras-chave: Maximo Divisor Comum; Equacdes Diofantinas Lineares; Nimero de Frobenius; Algo-
ritmo; SageMath.

Abstract

In this article, we will explore concepts from Number Theory and, in parallel, develop computational tech-
nologies in order to make studies and research on this topic more accessible and dynamic. Through software
SageMath, an open source mathematical tool integrated with Python, the objective is to create technologies
for teaching the fundamental concepts of Number Theory that enable a better global understanding of the
topic, through geometric visualization, checking intermediate or total calculations and determining solution
cases. We explore topics such as the Euclidean Division Algorithm, the Greatest Common Divisor (GCD),
Diophantine Equations and the Frobenius Number, and offer a range of teaching approaches, with source
code availability and accessible widgets online , aiming to assist teachers and students in teaching and
learning issues on the topic.

Keywords: Greatest Common Divisor; Linear Diophantine Equations; Frobenius Number; Algorithm;
SageMath.

1. Introducio

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) ressalta a necessidade de preparar as criangas e adolescentes
para acompanhar os avancos da computacdo e das tecnologias digitais. Este trabalho estabelece uma
conexao entre a elementos da Teoria dos Numeros, Computagao e as tecnologias digitais. Essa interligacao
¢ fundamentada e incentivada pela BNCC por meio dos seguintes trechos:

383 ass

‘SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA


https://doi.org/10.21711/2319023x2024/pmo1225
https://orcid.org/0000-0002-3324-8366
https://orcid.org/0000-0002-6586-127X
https://orcid.org/0000-0002-0367-0339

PROFESSOR DE

MATEMATICA
ONUNE

Machado Junior, Tanaka e Gidel

A BNCC propée que os estudantes utilizem tecnologias, como calculadoras e planilhas
eletronicas, desde os anos iniciais do Ensino Fundamental. Essa valorizagcdo possibilita
que, ao chegarem aos anos finais, eles possam ser estimulados a desenvolver o pensamento
computacional, por meio da interpretacdo e da elaboracdo de algoritmos, incluindo aqueles
que podem ser representados por fluxogramas. (BNCC p. 528, [8])

...destaca-se ainda a importancia do recurso a tecnologias digitais e aplicativos tanto para
a investigacdo matemdtica como para dar continuidade ao desenvolvimento do pensamento
computacional. (BNCC p. 528, [8])

O SageMath surge como uma ferramenta matemdatica nesse contexto, caracterizando-se por ser de c6digo
aberto (open source) e integrar o Python. Isso possibilita a execugdo de qualquer c6digo ou biblioteca para
Python diretamente no SageMath, tornando-o uma escolha ideal para estudantes, professores e pesquisadores
de matematica (conforme detalhado em [6]). Além disso, o SageMath oferece flexibilidade ao ser instalado
em computadores ou utilizado gratuitamente na nuvem, por meio da plataforma CoCalc (https://cocalc.com/)
ou diretamente no site https://sagecell.sagemath.org/. Essa acessibilidade é estendida a smartphones,
tablets ou computadores conectados a internet, ampliando ainda mais seu alcance educacional (para mais
informacoes sobre o SageMath, consulte [4] ou [7]).

O Sagelnteract, por sua vez, emerge como uma ferramenta complementar poderosa e versatil dentro do
ecossistema SageMath. Desenvolvido para tornar a matemadtica interativa e acessivel em todos os niveis de
habilidade, o SageInteract permite a criacio de documentos interativos que incluem graficos, widgets' e
simulacoes. Sua capacidade de incorporar widgets interativos diretamente nos cdlculos matematicos oferece
uma abordagem intuitiva e pratica, enriquecendo significativamente o processo de aprendizado ou de ensino
(para mais informacdes sobre o Sagelnteract, consulte [5]).

Este trabalho tem como objetivo central o desenvolvimento, implementagdo e disponibilizacdo de funcdes
e widgets no SageMath, direcionados ao ensino dos conceitos fundamentais da Teoria dos Niimeros. Apre-
sentamos recursos que proporcionam uma variedade de abordagens didaticas, favorecendo a adaptabilidade
nas aulas e promovendo metodologias ativas. Ao abordar temas como o Algoritmo da Divisdo Euclidiana,
Maiximo Divisor Comum, Equa¢des Diofantinas Lineares e o Nimero de Frobenius, buscamos oferecer uma
contribui¢ao significativa ao ensino e aprendizagem no tema. Por exemplo, hd possibilidade de utilizagdo por
docentes do Ensino Superior nas disciplinas Aritmética dos Inteiros ou Teoria dos Niimeros, possibilitando
a criacdo de problemas de exames, conferéncia rdpida dos cdlculos, além de servir como suporte dentro da
sala de aula. Isso se estende também no Ensino Basico uma vez que alguns dos temas listados fazem parte
do curriculo, além de serem centrais em treinamentos de Olimpiadas Matemdticas. Além disso, como os
cédigos estdo disponibilizados neste artigo, eles podem ser copiados e modificados, permitindo a criacao
de outros contextos. Assim o artigo oferece possibilidades ilimitadas de abordagens didaticas direcionadas
para a necessidade de cada usudrio.

Os widgets desenvolvidos foram disponibilizados online, facilitando o acesso para qualquer leitor(a) inte-
ressado(a). Além disso, pode-se utiliza-los em dispositivos como computadores, tablets e smartphones. O
material pode ser acessado através do QR code abaixo ou pelo seguinte enderego eletronico:

1Um widget é um elemento de interface grifica de usudrio (GUI) que permite aos usudrios interagir com um programa de
computador. Em um contexto de programacio, os widgets sdo utilizados para criar interfaces interativas, permitindo aos usudrios
manipular e visualizar dados de forma dindmica.
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https://prof-ricardomachado.github.io/artigo-frobenius/artigo-frobenius.html

Por fim, é vdlido mencionar que outras contribui¢des nessa linha, porém abordando diferentes tdpicos,
podem ser encontradas em referéncias como [10], [11] e [12].

2. Conceitos da Aritmética dos Inteiros

Nesta se¢do, vamos estabelecer alguns critérios sobre divisibilidade de nimeros inteiros. Além disso, o
nosso intuito é construir ferramentas para determinar o Maximo Divisor Comum entre dois niimeros inteiros.

Definicao 1. Sejam a e b nimeros inteiros. Dizemos que a divide b no conjunto Z quando existe algum
ndmero inteiro ¢ tal que b = ca, e denotamos por a|b. Quando a|b, b é um miiltiplo de a.

Teorema 1 (Divisdo Euclidiana). Sejam a e b nitmeros inteiros com b # 0. Entdo existem uinicos inteiros
q e r tais que
a=bg+r, com 0<r<]|bl

O niimero a é chamado de dividendo, o niimero b é chamado de divisor, o niimero q é chamado de quociente
e o niimero r é chamado de resto.

Demonstragdo. Veja pagina 16 de [3] ou pagina 46 de [2]. O

Alternando com a parte computacional, disponibilizamos uma func¢ao para SageMath no Bloco de Cédigos
1. A funcdo definida com o nome divisao recebe duas entradas a e b e retorna o resultado da Divisdao
Euclideana, conforme o Teorema 1. Na linha 5, a fun¢@o é chamada com as entradas a=-7 e b=-3 e na Saida
do Bloco de Cédigos 1 estd o resultado, apds executar o Bloco de Cédigos 1. No SageMath, o caractere “#”
serve para deixar comentarios no c6digo, usamos isto nas linhas 2, 3, e 4 para indicar o que foi implementado
em cada uma dessas linhas.

Bloco de Codigos 1.

1 def divisao(a, b):

2 r=Z2Z(mod(a,b)) # calculo do resto da divisao de a por b

3 g=(a-r)/b # calculo do quociente da divisdo de a por b
4 print('sd = %d*%d + %d' %(a,b,q,r)) # imprime na tela os valores de a=b*q+r

s divisao(-7, -3)

Saida do Bloco de Cédigos 1.
-7 = -3*%3 + 2

Observacio 1. E extremamente importante que ao utilizar os cédigos deste artigo, toda a estrutura de
indentagdo seja preservada, um aspecto intrinseco da programagdo em SageMath/Python. Por exemplo,
apenas copiar e colar os c6digos acima sem as indentacdes nas linhas 2, 3 e 4, o programa retornard uma
mensagem de erro.

a

385 b e


https://prof-ricardomachado.github.io/artigo-frobenius/artigo-frobenius.html
https://prof-ricardomachado.github.io/artigo-frobenius/artigo-frobenius.html

PROFESSOR DE
MATEMATICA

Machado Junior, Tanaka e Gidel

def divisao(a, b): @
r=7Z(mod(a,b)) # cdlculo do resto da divi! de
q=(a-1)/b # calculo do quociente da divisao

print('%d = %d*%d + %d' %(a,b,q,r)) # imprime na tela os valores de g
divisao(-7, -3)

| Evaluate (Sage) |

In [1], line 2
r=zZ(mod(a,b)) # calculo do resto da divisdo dg

IndentationError: expected an indented block after function definition on|

Help | Powered by SageMath

Figura 1: Cédigo com identacao incorreta retornard uma mensagem de erro.

A Figura 2 contém o c6digo com a indentag@o correta.

Além disso, a copia do texto do artigo por meio de selecdo dos caracteres, “control + c¢’e a colagem no
bloco de cédigos usando “control + v, pode modificar caracteres especiais como o simbolo do circunflexo
(). Verificamos este erro copiando os textos do artigo e colando-os diretamente no bloco de cddigos para
o exemplo desenvolvido no Bloco de Cédigos 10.

No cédigo anterior, o comando ZZ(mod(a, b)) foi utilizado para que o software realize o calculo correto da
Divisao Euclidiana, independente dos valores inteiros serem positivos ou negativos. O comando a%b € mais
utilizado para este calculo, mas no SageMath/Python, se os valores de a ou b forem negativos, o “resto”
encontrado nem sempre € positivo.

Nas figuras abaixo, temos os prints das duas versdes da fungdo definida no Bloco de Cdédigos 1, uma
transformada em widget, pelo Sagelnteract, e a outra idéntica a que estd no artigo. Ambas as versoes estao
disponiveis no complemento deste artigo citado na introdu¢ao. Além disso, todas as outras fungdes também
estdo disponiveis nos dois formatos.

def divisao(a, b): @
r=77Z(mod(a,b)) # cdlculo do resto da isao
gq=(a-1)/b # cdlculo do quociente da di

print('%d = %d*%d + %d' %(a,b,q,r)) # imprime na tela os valores
divisao(-7, -3)

| Evaluate (Sage) |

|—7=—3*3+2

Help | Powered by SageMath

Figura 2: Cédigo executdvel.

N
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Tecnologia 1.2. Escolha valores para a e b para obter os valores do
quociente e resto na divisdo de a por b.

Help | Powered by SageMath
Figura 3: Funcdo transformada em widget pelo Sagelnteract.

Definicao 2 (Maximo Divisor Comum (MDC)). Sejam a e b dois inteiros, diz-se que o inteiro positivo d é
0 Maximo Divisor Comum de a e b, e denotamos por d = mdc(a, b), se d satisfaz as seguintes condigdes:

(i) d € um divisor comum de a e b, ou seja, d|a e d|b;
(i) d é divisivel por todo divisor comum de a e b, isto €, se ¢ é divisor comum de a e b, entdo c|d.

Lema 1 (Euclides). Sejam a, b, n inteiros, entdo existe mdc(a, b) e

mdc(a, b) = mdc(a, b— an).
Demonstragcdo. Veja pagina 75 de [2]. m|
No SageMath, o método gcd calcula o MDC. (gcd € a abreviagao para Greatest Common Divisor). No

cédigo abaixo, calculamos o MDC entre 25 e 88.

Bloco de Codigos 2.
1 gcd(25,88) #calcula o MDC entre 25 e 88

Saida do Bloco de Cédigos 2.
1

O Lema 1 também € util para calcular o MDC entre dois valores que dependem de uma varidvel inteira,
como pode ser visto no exemplo a seguir.

Exemplo 1 (IMO 1959, 1? Edicao, Problema 1). Prove que

2In+4
14n + 3

¢ irredutivel para todo nimero natural n.

21n+d £ : P
i € irredutivel, basta mostrar que

Solugdo. Para mostrar que

mdc(21n +4,14n+3) =1, paratodo n inteiro.

" sBm
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Usando que mdc(a, b) = mdc(b, a) e aplicando o Lema 1, temos

mdc(21n +4,14n + 3) mdc(7n +1,14n + 3)
= mde(7Tn+1,7n+2)
= mdc(7n+1,1)

= 1

O SageMath também é capaz de calcular o MDC envolvendo varidveis como no Exemplo 1.

Bloco de Codigos 3.

1 n = polygen(ZZ,'n') #indeterminada n no anel dos polinomios com coeficientes inteiros
> gcd(21*n+4, 14*n+3) #calcula o MDC entre 21n+4 e 14n+3

Saida do Bloco de Cédigos 3.
1

Perceba que ao utilizar o Bloco de Cédigo 3, fizemos uma conferéncia do resultado. Porém, ao modificar
as entradas do método gcd, € possivel criar uma série de problemas semelhantes, com o mesmo perfil e
dificuldade ao problema que foi proposto na IMO. Isso abre margem para problemas que tenham MDC
diferente de 1, por exemplo, permitindo uma abordagem didatica diferenciada na criacdo de problemas.

Teorema 2 (Algoritmo de Euclides para calcular o MDC). Sejam a e b inteiros positivos. O mdc(a, b)
pode ser calculado com os seguintes passos.

Passo 1: Faca i =1, 1y = max{a, b} e 1 = min{a, b},

Passo 2: Defina r;i.1 como o resto da divisao de r;1 por T, isto é Ti1 = q;T; + Tis1 com
0 <y <y,

Passo 3: Se ;11 # 0 incremente i de 1 e volte para o passo Passo 2, caso contrario mdc(a, b) = r;.

Demonstragcdo. Veja pagina 17 de [3]. O
Exemplo 2. Vamos utilizar o Algoritmo de Euclides (Teorema 2) para calcular
mdc(88, 25).

Solugdo. Defina 19 = 88 e r; = 25. Efetuando a Divisdo Euclidiana de 7y por r; e seguindo os passos do
algoritmo:
88 =25x3+13: (rp =88,1 =25, =13).

Como 75 = 13 # 0, definimos ¢ = 2 e voltamos para o Passo 2:
25 =13x1+12:(rp =25, =13,r3 =12).
Como r3 = 12 # 0, definimos ¢ = 3 e voltamos para o Passo 2:

13=12x1+1:(ry=13,753 =12, 74 = 1).
-
388 " sBm
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Como 74 = 1 # 0, definimos ¢ = 4 e voltamos para o Passo 2:

12=1%x12+0:(r3 =12, 14 = 1,75 = 0).
Como 75 = 0, 0 mdc(88,25) = ry = 1. O
Abaixo, criamos uma fung¢do chamada mdc_euclides, que consiste em uma implementacdo do algoritmo
descrito no Teorema 2. Na linha 18 do bloco de c6digos, a fungdo é chamada com os argumentos 25 e 88.

Bloco de Cédigos 4.

1 def mdc euclides(a,b):
if a<l or b<1:
print('a e b precisam ser maiores que zero')

else:
5 r@ = max([a,b]) # define ro
6 rl = min([a,b]) # define rl
gq=[r0, ro//rl] # lista para guardar os q's
8 r=[rl, ro%rl] # lista para guardar os r's

10 while r[-1] !'= 0:
i g.append(r[-21//r[-1]1) # Calculo de todos os
12 r.append(r[-2]%r[-1]) # valores dos q's e r's
13 gq=q[1:]
14 print('%sd = %d*%d+%
15 for 1 in range(len(
= *
)

HH

" %(ro, rl, qlO], r[1]))
)
16 print('%d %d*%d+%d "' S(r[i], r[i+1], q[i+1], r[i+2]))
17 print('\nmdc(%d,%d)=%d' %(a,b,r[-2]))
s mdc_euclides(25,88)

Saida do Bloco de Cédigos 4.

88 = 25*3+13
25 = 13*1+12
13 = 12*1+1
4+ 12 = 1*12+0

5

¢ mdc(25,88)=1

Uma abordagem didatica para o c6digo acima ocorre na criagdo de problemas relacionados com MDC, nos
quais sdo necessarios as exibicdes dos célculos intermedidrios. Tais problemas sio comuns em primeiros
cursos que trabalhem com Aritmética dos Inteiros ou Teoria dos Numeros, especialmente nos cursos de
Graduacido em Matemdtica. A ferramenta cria inimeros problemas, com a solugdo descrita, € em tempo
demasiadamente menor do que a criacdo manual por tentativa e calculo.

Observagado 2. Existe um método para o cdlculo do MDC de n inteiros, reduzindo-o ao célculo do MDC
de n — 1 pares de inteiros. Dados nimeros inteiros ay, as, . . ., a,, ndo todos nulos, existe seu MDC e

mdc(aq, asg, ..., a,) =mdc(ay, ag,...,mde(a, 1, ap)).

" sBm
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O SageMath nao possui um método que calcule diretamente o MDC para mais de duas entradas, entretanto
usando a observagao anterior, podemos fazer uma adaptagdo para que o algoritmo do software seja usado
recursivamente e assim obtermos o MDC de uma quantidade arbitraria de entradas, como pode ser visto no
Bloco de Codigos 5.

A seguir, apresentamos uma fun¢do que calcula o MDC para mais de dois nimeros inteiros, utilizando a
Observagdo 2 e o método gcd do SageMath. Na linha 2, o c6digo verifica se a lista possui menos de duas
entradas; caso verdadeiro, uma mensagem de erro serd apresentada. Na linha 4, o cédigo verifica se a lista
possui exatamente duas entradas; se sim, o algoritmo executard o método gcd. Na linha 6, caso a lista tenha
mais de dois elementos, o algoritmo passard para a linha 7, onde a lista2 € criada com a primeira entrada
sendo o MDC das duas primeiras entradas da lista original e as outras entradas sendo todas as entradas da
lista original, a partir da terceira entrada. Na linha 8, a fun¢do chama a si mesma usando a lista2 como
entrada.

Bloco de Cédigos 5.

1 def mdc_recursivo(lista):
if len(lista) < 2:
return 'ERRO, a entrada precisa de pelo menos 2 argumentos'

4 elif len(lista) ==
s return gcd(lista)
6 else:
lista2 = [gcd(lista[@], lista[l])] + list(lista[2:])
8 return mdc_recursivo(lista2)

o mdc_recursivo([56, 84, 154, 210])

Saida do Bloco de Cédigos 5.
14

No Bloco de Cédigos a seguir, executamos a func¢io definida no Bloco de Cédigos 5 com polindmios nas
entradas.

Bloco de Codigos 6.

1 n = polygen(ZZ,'n")
> mdc_recursivo([n®3-n, n"2-n, 3*n-3])

Saida do Bloco de Cédigos 6.
1 n-1

Teorema 3 (Bachet-Bézout). Se a e b sdo inteiros, um dos quais ndo é nulo, entdo existem inteiros e y
tais que ax + by = mdc(a, b).

Demonstracdao. Veja pagina 80 de [2] ou pagina 20 de [3]. O
Exemplo 3. Encontre valores para z ¢ y de modo que

88z + 25y = mdc(88, 25) = 1.
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Solugdo. Vamos utilizar os passos da solu¢do do Exemplo 2 na ordem inversa. Assim, para ¢ = 3 podemos
escrever
1=13-12x 1.

Substituindo o valor de 12 obtido no passo quando 7 = 2, obtemos:
1=13-(25-13x1) x 1.
Organizando a expressdo anterior ficamos com
1=13x2-25.
Substituindo o valor de 13 obtido no passo quando 7 = 1, obtemos:
1=(88-25x%x3)x2-25.
Organizando, ficamos com

1=88%2+25x (-7).

Assim,z=2ey=—7. m]

Os valores do MDC, z e y, tais que az + by = mdc(a, b) (conforme o Teorema 3), também podem ser facil-
mente calculados no SageMath, basta usar o comando xgcd(a,b), este retornard a tripla (mdc(a, b), x, y).
Veja o codigo a seguir:

Bloco de Cédigos 7.
1 xgcd (88, 25)

Saida do Bloco de Cédigos 7.
(1, 2, -7)

A seguir, apresentamos uma nova fun¢do que nomeamos de mdc_bachet bezout. Diferente do método
xgdc do SageMath, a nossa fung@o nos retorna todos os passos intermedidrios no célculo de z e y, de forma
que satisfacam a equagfo az + by = mdc(a, b), semelhante ao que foi feito no Exemplo 3. Para simplificar
a funcao, aplicamos o algoritmo derivado do Teorema 2 (uma modifica¢ao do cédigo apresentado no Bloco
de Codigos 4) para utilizar a lista dos restos obtidos. Com essa lista, utilizamos o método xgcd do SageMath
para exibir cada etapa do processo.

Bloco de Cédigos 8.

1 def mdc_bachet bezout(a,b):
if 1>a or 1>b:
print('a e b precisam ser maiores que zero')

4 else:
5 ro = max([a,b]) # define r0@
6 rl = min([a,b]) # define ril

g=[r0, ro//rl] # lista para guardar os q's
8 r=[rl, r0%rl] # lista para guardar os r's
10 while F[-l] 1= 0: #

@t s
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I g.append(r[-21//r[-1]1) # calculo de todos os
12 r.append(r[-2]%r[-1]) # valores dos q's e r's

14 r.reverse() # lista dos r's na ordem invertida
15 r=r[1:]+[max([a,b])] # lista dos r's da entrada 1 em diante
16 # adicionada do maximo entre a e b

I8 for i in range(len(r)-2): # processo de impressao na tela usando
19 x=xgcd(r[i+1],r[i+2]) # o0 método xgcd

2 print('%sd = %d*(%d) + %d*(%d)' %(r[0],r[i+1],x[1],r[i+2],x[2]))
o1 mdc_bachet bezout(25,88)

Saida do Bloco de Caédigos 8.

1 = 12*%(-1) + 13*(1)
1 = 13*%(2) + 25*%(-1)
1 = 25%(-7) + 88*(2)

3. Sobre Equacoes Diofantinas Lineares

Nesta secdo formalizaremos os conceitos ji citados na introdu¢do sobre as Equagdes
Diofantinas Lineares, com o intuito de apresentar, em seguida, o tema principal deste trabalho: O Nimero
de Frobenius.

Seja f : Z™ — Z uma funcio polinomial multilinear” a coeficientes inteiros, onde n > 2. Uma Equacio
Diofantina Linear € uma equagdo da forma

f($1,$2, 73777,) = ¢, (1)

para algum ¢. Uma solugido da Equacdo (1) € um conjunto de n-uplas (a1, as,...,a,) € Z" tal que
f(ay, @z, ...,ay,) = c,istoé, paracada ¢ € Z, o conjunto solugio de (1)édado por f*(c). Equivalentemente,
a Equacdo (1) pode ser reescrita como uma combinagao linear dos ndmeros inteiros i, o, ..., Zn, ¢ de tal
forma que

0T+ a2 + ...+ @z, —c =0, 2)

onde aq, ag,...,a, SA0 nimeros inteiros.

Interpretando geometricamente, encontrar uma solugdo da equagdo acima € equivalente a encontrar os
pontos do hiperplano® que contém coordenadas inteiras cuja equagio é dada pela Equacio (2), para cada c.
Em particular, se n = 2 e usando a Equacgdo (2), temos a defini¢do abaixo:

Definicao 3. Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros. As equagdes do tipo
ar+by=c

para as quais sé se estd interessado em solugdes inteiras, sdo chamadas de Equagoes Diofantinas Lineares
de duas variaveis ou dimensdo 2.

2 Aquela em que é linear para cada uma das varidveis.
3Um plano em dimensdo n > 2.
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O préximo resultado mostra uma condi¢io necessdria e suficiente para garantir que uma Equagao Diofantina
Linear admita solugao.

Proposicao 1. A Equacdo Diofantina Linear dada por ax + by = ¢ admite solugdo em niimeros inteiros se,
e somente se, mdc(a, b)|c.

Demonstragdo. Veja pagina 100 de [2]. O

Sabemos como obter uma solugao particular da Equacgdo Diofantina az + by = ¢, basta usar o procedimento
exibido nos Exemplos 2 e 3.

A proposi¢do a seguir mostra como obter a solugao geral a partir de uma solugdo particular.

Proposicao 2. Seja (xg, yo) uma solugdo particular da Equagdo Diofantina Linear azx + by = ¢, na qual,
mdc(a, b) = 1. Entéo, o seu conjunto solugdo, é composto pelos pares (x,y) em Z? tais que

r=x9+1th, y=1yo—ta; teZ.

Demonstragdo. Veja pagina 101 de [2]. O

Observagao 3. Perceba que a solucdo estd parametrizada em func¢éo do parametro ¢. Isolando este parametro,
descobrimos que z e y satisfazem a seguinte equacgio
Y—Y Z— %o

=t=
a b’

ou organizando
a . byo— azm
=—z+——-.
Y70 b
Isso significa que as solugdes pertencem a reta da Equacao (3).

3

No exemplo a seguir, temos uma aplicagdo da Proposicdo 2, onde estamos interessados em detectar o
conjunto solug¢do que possui coordenadas inteiras e positivas da Equacdo Diofantina.

Exemplo 4. Em uma situacio hipotética, as cédulas de dinheiro de um caixa eletrdnico disponiveis para
saque sdo de $3 e de $8 apenas. Supondo que o caixa eletronico possua cédulas suficientes:

(a) E possivel sacar $13?

(b) A partir de que valor, sempre é possivel sacar uma determinada quantidade de dinheiro nessa maquina?
Solucdo. (a) Vamos usar as Proposicdes 1 e 2 para mostrar que o item (a) admite solucdo nos inteiros, mas
ndo admite solu¢do nos naturais.

Observe que mdc(3, 8) = 1, pela Proposi¢ao 1, como mdc(3, 8)|13, a equacdo 3z + 8y = 13 admite solugédo
nos inteiros. Aplicando o algoritmo descrito no Teorema 2, obtemos o valor do mdc(3, 8) = 1:

3:2+2
2-1+1
1-2+0
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Agora, usando o Teorema 3, na qual a ideia para obter os valores para z e y € apresentada no Exemplo 3,
podemos escrever o valor do mde(3, 8) como

1 = 3-2
1 = 3-(8-3-2)
1 = 3-8+3-2
1 = 3-3+8-(-1).

Para obter uma solug@o para a Equagio Diofantina 3z+8y = 13, basta multiplicar aigualdade 3-3+8-(-1) = 1,
por 13. Assim, obtemos
3x39+8x (-13) =13.

Aplicando a Proposi¢do 2, a solucao geral é dada por
(z,y) = (39+8t,-13-3t), teZ
Usando a solu¢do geral, para que exista solucao em N é necessdrio que
39+8t>0 e —-13-3t=0.
Resolvendo as inequagdes obtemos
t>-4,875 e t<-4,3.

Portanto, ndo existe solu¢do em N.

Para o item (b), note que néo € possivel obter o valor 13, mas serd que € possivel obter o valor 14? E os
seguintes? De fato:

3X(2+t)+8x1 14 + 3¢
3X(b+t)+8x0 = 15+3t
3x(0+t)+8%x2 = 16+3t

Fazendo ¢ € Z,, construimos uma parametrizac¢do para obter qualquer valor maior ou igual a 14 a partir da
expressao 3z + 8y, com z,y > 0. O

Note que a solugdo apresentada para o item (b) ndo envolve um método geral, foi apenas uma solucgio
particular para o problema especifico da expressao 3z + 8y. O caso geral serd tratado na préxima secao.

O SageMath possui o método solve diophantine, especifico para resolver equagdes diofantinas. Abaixo,
utilizando este método, calculamos a solu¢do da Equagdo Diofantina 3z + 8y = 13.

Bloco de Cédigos 9.

1 X, y=var('x, y')
> solve diophantine(3*x+8*y==13)

Saida do Bloco de Cédigos 9.

(8%t 0 + 39, -3*t 0 - 13)
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O método solve_diophantine no SageMath também funciona para algumas equagdes diofantinas ndo
lineares, como pode ser visto no Bloco de Cédigos a seguir o qual resolve o problema das Ternas Pitagoéricas:

Bloco de Codigos 10.

I X,y,z = var('x,y,z")
> solve diophantine(x"2+y"2==z"2)

Saida do Bloco de Cédigos 10.
' (2%p*q, p°2 - 972, p"2 + q72)

Perceba que a solucdo coincide com a famosa solu¢ao parametrizada das Ternas Pitagodricas.

Figura 4: Representacdo grafica do conjunto solugdo de ternas pitagdricas (z, y, z) de inteiros positivos (na

cor vermelha) satisfazendo z = y/z2 + y2 (na cor azul), vista de dois dngulos. A parte em azul é o conjunto
solugdo com z, y, z € R e os pontos em vermelho sdo as solu¢des com z, y, z € Z.

Abaixo, desenvolvemos uma funcdo para calcular algumas solu¢des e gerar um grafico para qualquer
Equagao Diofantina Linear em dimensao 2.

Na linha 25, a funcdo € chamada para resolver e esbocar o grafico da Equacao Diofantina 3z + 8y = 13.

Bloco de Cédigos 11.

i def graf diof lin(a,b,c,n sols=6):
x,y,t O=var('x,y,t 0")

5

if c%gcd(a, b)!=0: #verifica se o mdc(a,b) nao divide c
4 print('0 mcd(%d, %d) nao divide %d' %(a, b, c)) #caso divida, mens. de erro
5 else: #caso mdc(a,b)|c, o cédigo continua na linha 6
6 1=[1] #cria a lista vazia 1, onde guardaremos as solucdes inteiras
7 sd = solve diophantine(a*x+b*y==c) #obtendo a solucdo geral da eq. diof.
8 t0 = solve(sd[0]==0, t 0) #obtendo o valor de t 0 que a reta cruza o eixo y
9 t0 = ceil(t0O[0].rhs()) #arredondando tO para um valor inteiro

10 for i in range(t0, tO+ceil(n sols/2)):
1" #guarda solucdes inteiras depois de t0O
12 1.append((sd[0].subs(t 0=(i)), sd[1l].subs(t 0=(i))))

_
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13 for i in range(t06-1, t0-ceil(n sols/2)-1, -1):

14 #guarda solucdes inteiras antes de t0O

5 1.append((sd[0].subs(t 0=(1)), sd[1l].subs(t 0=(i))))
16 l.sort() #ordena 1

17 ps = L[0] #guarda em ps a primeira solugao da lista 1

I8 us = 1[-1] #guarda em us a Gltima solucdo da lista 1

19 p2=line((ps, us)) #grafico da reta que liga ps até us

20 pl=list plot(l, size=30, color='red') #grafico com as solugdes inteiras

21 (p2+pl) .show(figsize=4) #exibe os graficos guardados em p2 e pl sobrepostos
2 print('As solucdes destacadas de %dx + %dy = %d sdo:' %(a, b, c))

3 for i in 1:

2 print(i) #exibe as solucdes inteiras

»» graf diof lin(3, 8, 13)

Saida do Bloco de Cédigos 11.

As solucoes destacadas de 3x + 8y = 13 sao:
(-17, 8)
(-9, 5)
(-1, 2)
(7, -1
(15, -4)
(23, -7

Figura 5: Sem solug¢do com z e y inteiros e maiores ou iguais a zero.

No bloco de cédigos a seguir, executamos a fungao definida no Bloco de Cédigos 11, trocando o tltimo
argumento da fungdo, de 13 para 14.

Bloco de Codigos 12.
1 graf diof lin(3, 8, 14)

Saida do Bloco de Cédigos 12.

_
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-2

—4

As solucdes destacadas de 3x + 8y = 14 séo:
(-22, 10)

(-14, 7)

(-6, 4)

(2, 1)

(1e, -2)

18, -5)

Figura 6: Uma solu¢docom x =2e y = 1.

No grafico acima, podemos ver explicitamente que o item (a) do Exemplo 4 ndo possui solucdo, pois as
solugdes precisam estar presentes no primeiro quadrante do plano cartesiano.

Problemas como o Exemplo 4 sdo relativamente comuns no estudo das Equagdes Diofantinas Lineares. Eles
fazem parte do famoso Problema das Moedas de Frobenius, cuja temética serd desenvolvida na préxima
secao.

4. O Numero de Frobenius

O problema do troco de Frobenius ou o problema de Frobenius € interpretado algebricamente da seguinte
maneira:

Suponha que existem moedas denominadas por my, ms, ..., m,. Qual o menor valor que pode ser pago
utilizando tais moedas? Traduzindo de forma algébrica, temos:

Sejam  my, mg,..., m, numeros inteiros positivos. Determinar o menor inteiro positivo
T = T(my,mg,...,my,) tal que todo inteiro positivo a > T pode ser rescrito como combinacéo in-
teira positiva de my, . .., m,, isto é, a equacdo

mixry+moo+ ...+ My, = a
possui solu¢@o nao negativa, isto é, z; > Opara¢ =1,2,...,n.

O teorema abaixo que trata do Nimero de Frobenius, também é conhecido pelo Teorema das Moedas ou do
Troco de Frobenius.

Teorema 4 (Numero de Frobenius). Sejam a e b inteiros positivos com mdc(a, b) = 1. Considere a
expressao ax + by, com z,y € Z,. O maior inteiro g = g(a, b), tal que ax + by = g ndo admite solugao,
mas ax + by = d admite solugcdo sempre que d € Z e d > g, é dado por

g=ab—a—b.

Demonstragdo. Veja pagina 341 de [9]. O

N
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A seguir, desenvolvemos uma fungo que calcula o nimero de Frobenius (de acordo com o Teorema 4) e
exibe uma parametrizacdo das solu¢des das equagdes diofantinas em Z,, com o valor constante maior que
o nimero de Frobenius, da mesma maneira que o item (b) do Exemplo 4. Na linha 2 a funcio verifica se
mdc(a, b) # 1, caso isto verdadeiro, a fungdo pede para trocar as entradas de forma que o MDC seja igual
a 1. No caso em que mdc(a, b) = 1 o nimero de Frobenius é calculado na linha 5 e guardado na varidvel
g. Dalinha 6 até a linha 17 o c6digo organiza as informagdes para imprimir o texto na tela sobre a Equagao
Diofantina e o nimero de Frobenius. Da linha 19 até a linha 23 o algoritmo procura pela solu¢do de cada
Equacdo Diofantina az + by = g + ¢ com ¢ variando de zero até o min{a, b}. Na linha 29, a funcdo é
chamada com os argumentos 3 e 8.

Bloco de Codigos 13.

1 def num frob(a,b):
if gcd(a, b)!=1:
print('Insira valores tais que o mdc seja igual a 1.')
4 else:
5 g = a*b-a-b
6 print('g = %d*%d-%d-%d=%d' %(a, b, a, b, g))
m = min([a,b])

8 M = max([a,bl)

9 =[]

10 dic={}

1 temp=0

13 print('Abaixo, sendo t inteiro ndo negativo, temos uma')

14 print('parametrizacdo para obter qualquer valor inteiro,')

15 print('maior ou igual a %d que pode ser obtido pela' %(g+1))
16 print('expressao: S%dx+%dy.\n' %(m, M))

.

18 for j in range(m):

19 for i in range(m):
20 temp = solve(m*x + M*j==g+i+l, x)[0].rhs()
21 if temp in ZZ:

dic.update({(g+i+l):[temp, j1})
24 for j in range(g+l, g+m+l):
25 print('%d*(%sd+t) + %d*%d = %d + %d*t' %(m,dic[j]1[0],M,dic[j]1[1],]j,m))
» num_frob(3,8)

Saida do Bloco de Cédigos 13.

1 g = 3*8-3-8=13

» Abaixo, sendo t inteiro ndo negativo, temos uma

; parametrizacdo para obter qualquer valor inteiro,
4+ maior ou igual a 14 que pode ser obtido pela

s expressao: 3x+8y.

» 3¥(2+t) + 8*1 = 14 + 3*t
s 3*(5+t) + 8%0 = 15 + 3*t
o 3*(0+t) + 8*2 = 16 + 3*t
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Abordagens didaticas relacionadas ao Bloco de Cédigo 14 permitem tanto a conferéncia de solucdes de
problemas semelhantes, quanto a criagdo de uma infinidade de novos, uma vez que a saida do cddigo
determina tanto o menor valor a qual ha solucdo em inteiros positivos quanto exibe as solugdes.

4.1. Uma proposta de extensao do Nimero de Frobenius para “trés moedas”

Como vimos, o nimero de Frobenius para “duas moedas” € ficil de ser calculado, e possui uma expressao
explicita. No entanto, uma férmula (simples) para o nimero de Frobenius com “trés moedas” ¢ muito mais
dificil, e tem sido o assunto de vdrios trabalhos. Frank Curtis provou que a busca por tal férmula estd, em
certo sentido, fadada ao fracasso. Dessa forma, apresentaremos uma proposta de extensdo do que fizemos
na secdo anterior, considerando agora o problema do nimero de Frobenius com trés “moedas”.

O que foi provado € que para alguns casos € possivel fazer este cilculo de maneira simples, obtendo até uma
expressdo explicita, como pode ser visto no teorema a seguir:

Teorema 5 (Teorema 2.3.2 de [1]). Sejam aq, as, ag inteiros commdc(aq, az, az) = 1. Semdc(aq, ag) = d,
a1 = ajd, ap = ayd e existem inteiros x1, 13 > 0 com ag = x1a] + 23a;. Entdo,

ay a2
d

g(a1, az, a3) = —a;—ag+(d—1)as.

O livro [1] possui diversos algoritmos e teoremas sobre o nimero de Frobenius para mais de duas “moedas”.
Considerando o caso para trés “moedas”, utilizamos o Algoritmo de Rgdseth (pagina 3) e o Teorema 2.3.2
para formular um widget que esta disponivel no site complementar, cujo link estd disponivel na introducao
deste artigo. Apresentaremos os cddigos envolvidos na criagao deste widget que € uma proposta nossa, e que
inclui os resultados citados. Nosso algoritmo identifica as situagdes listadas e transita entre os resultados
para obter o nimero de Frobenius para trés “moedas”. Dada a complexidade deste caso, o algoritmo é mais
extenso, e as explicagdes serdo deixadas nas linhas de comando.

Bloco de Codigos 14.

1 def teste teo 2 3 1(a,b):
2 al = min([a,bl]) calcula os valores
que nao podem ser
obtidos por

al'*x1+a2'*x2 com

X, y>=0

3 bl = max([a,b])

| 1=[]

5 for y in range(1l,al):

6 for i in range(l,int(y*bl/al)+1):
1.append(bl*y-al*i)

8 return 1

o def frobenius 3(al, a2, a3):

HOH OB OH R OB R R

1 d = gcd(al, gcd(a2,a3))
if d>1:
return 'Escolha 3 nlUmeros relativamente primos'

15 d=gcd(al, a2) # caso mdc(al,a2)>1

16 if d>1: # precisamos aplicar
al=al/d # Theorem 2.3.1, pag. 36

I8 a2=a2/d # da referéncia
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lista n sol = teste teo 2 3 1(al, a2)

if a3 not in lista n sol:
g = d*(al*a2-al-a2)+(d-1)*a3
print(f'Pelo Teorema 2.3.2, g = al*a2/d - al - a2 + (d-1)*a3')
return print(f'g({al*d}, {a2*d},{a3}) = {g}")

### Algoritmo de Rodseth ###
sO = ZZ(solve mod([a2*x==a3], al)[0]1[0]) #calculo do sO

s={0:s0} # cria o dicionario dos si's

g={} # cria o diciondrio dos qgi's
g.update({1:((int(al/s[0]))+1)}) # adiciona ql no dic q
s.update({1l:(q[1]1*s[0]-al)}) # adiciona sl no dic q
i=1 #
while s[i]!=0: #
if (int(s[i-11/s[i]))'= (s[i-11/s[i]): # calcula e guarda
g.update({(i+1):(int((s[i-1]1/s[i]))+1)}) # nos respectivos
s.update({(i+1):(q[i+1]*s[i]l-s[i-11)}) # diciondarios
i=i+l # os valores de gi e si
else: # para i >= 2
g.update({(i+1):(int(s[i-11/s[i]))}) #
s.update({(i+1):(0)}) #
i=i+l #

p={-1:0, 0:1, 1:(ql[1]*1 - 0)} # cria o diciondrio dos pi's com i=-1, 0, 1

r={0:(s[0]*a2-p[0]*a3)/al} # cria o dicionario dos ri's
if 0>=r[0]: #
v=0 # calcula e guarda
else: # nos respectivos
i=1 # dicionarios
while r[i-1]>0: # os valores de pi e ri
p.update({i+1: (q[i+1]1*p[i] - pl[i-11)}) # i>=2 para pi e
r.update({i:((s[i]*a2-p[i]*a3)/al)}) # i>=1 para ri
i+=1 #
v=i-2 #

g = -al+a2*(s[v]-1) +a3*(p[v+1l]-1) - min([a2*s[v+1], a3*p[v]]) # calcula g
if d==1: # caso mdc(al, a2) = 1 o valor de g ja esta pronto
print('Pelo algoritmo de Rodseth')
return print(f'g({al}, {a2},{a3}) = {g}")
else: # caso mdc(al, a2) > 1 aplicamos Theorem 2.3.1, pag. 36
print('Pelo algoritmo de Rodseth')
g = d*g +(d-1)*a3
return print(f'g({al*d},{a2*d}, {a3}) = {g}"')

; frobenius 3(45,96,74)

_
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Saida do Bloco de Cédigos 14.

1 Pelo algoritmo de Rodseth
g(45,96,74) = 901

5. Conclusao

Neste artigo, fundamentados na BNCC, investigamos alguns dos temas da Teoria dos Nimeros, na pers-
pectiva de criar algumas tecnologias sob a forma de ferramentas computacionais que permitissem a
automatizacao de processos. As tecnologias permeiam os contetidos de Divisdo Euclidiana, Maximo
Divisor Comum, Equagdes Diofantinas Lineares e o Nimero de Frobenius. Através da andlise desses
conceitos, foi possivel aprofundar a compreensao dos temas e explorar algumas abordagens didaticas em
contextos educacionais. Os cdédigos desenvolvidos ao longo deste trabalho demonstraram ser ferramen-
tas valiosas tanto para a validag¢do de solu¢des quanto para a criacdo de novos desafios mateméticos, por
exemplo, o Bloco de Cédigo 3 nos permite a criagdo de infinitos problemas semelhantes ao do Exemplo 1,
extraido da Olimpiada Internacional de Matemética (IMO). A automatiza¢do desses processos ndo apenas
agiliza a verifica¢do de resultados, mas também permite a geracao de problemas com diferentes niveis de
dificuldade de maneira eficiente e sistematica. Assim, este trabalho contribui tanto para o entendimento glo-
bal nos conteddos estabelecidos quanto no desenvolvimento de tecnologias computacionais para a criagao e
verifica¢do da solucgdo de problemas da Teoria dos Niumeros. Além disso, por meio das abordagens didéticas
estabelecidas, acreditamos que o trabalho permite um relacionamento direto entre o Ensino e Aprendizagem
no tema proposto. Por fim, disponibilizamos também um material online que contém todas as tecnologias
desenvolvidas por nds nessa pesquisa, e que ji estd pronto para ser utilizado, ndo necessitando de uma
compreensdo grande de programacao para a sua utilizacdo. Esperamos que o trabalho inspire novos desen-
volvimentos andlogos entre matematica e tecnologia, promovendo um aprendizado mais dinamico de modo
que a utilizagdo das ferramentas computacionais auxiliem como recursos incentivadores do aprendizado, do
ensino, da resolucdo e desenvolvimento de problemas matematicos.
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