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Curvas de Cassini
no plano de Minkowski
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Resumo

Este artigo € baseado na dissertacdo de mestrado [1], que tem como principal referéncia [2] e trata das
curvas de Cassini no Plano de Minkowski. Inicialmente tratamos da geometria do Plano de Minkowski e,
em seguida usamos a definicdo dada por [2] para curvas de Cassini no referido plano, que serdo denominadas
M-curvas de Cassini. Apds isso deduzimos suas equagdes particulares e gerais e também estudamos alguns
casos particulares. Incentivados pela definicao da Lemniscata de Bernoulli, um caso particular da Curva de
Cassini, definimos a ” M-Lemniscata de Bernoulli” e fazemos alguns exemplos simples. Por fim, baseados
em [2] encontramos as parametrizagdes via coordenadas hiperbélicas para estas M-curvas de Cassini. Para
obter as representacdes geométricas dessas curvas utilizamos como suporte o software Geogebra.

Palavras-chave: Plano de Minkowski; curvas de Cassini no Plano de Minkowski; Lemniscata de Bernoulli
no Plano de Minkowski; M-curvas de Cassini; M-Lemniscata de Bernoulli.

Abstract

This article is based on the master’s thesis [1], which primarily references [2] and deals with Cassini curves
in the Minkowski plane. Initially we deal with the geometry of the Minkowski Plane and then we use the
definition given by [2] for Cassini curves in that plane, which will be called M-Cassini curves. After that
we deduced its particular and general equations and also studied some particular cases. Encouraged by the
definition of the Bernoulli Lemniscate, a particular case of the Cassini Curve, we define the ” M-Bernoulli
Lemniscate” and make some simple examples. Finally, based on [2] we find the parameterizations via
hyperbolic coordinates for these M-Cassini curves. To obtain the geometric representations of these curves,
we used Geogebra software as support.

Keywords: Minkowski Plane; Cassini curves in the Minkowski Plane; Bernoulli Lemniscata in the Min-
kowski Plane; M-Cassini curves; M-Lemniscata of Bernoulli.

1. Introducao

Este trabalho trata das curvas de Cassini no Plano de Minkowski. E um trabalho que se vale, direta ou
indiretamente, de trés assuntos que normalmente nao sdo vistos na Educacido Baisica, a saber: as curvas
de Cassini, as geometrias ndo Euclidianas e a teoria da relatividade especial. Destacamos que o fato de
tais assuntos ainda ndo serem tdo prestigiados ndo diminui a importancia dos mesmos, pelo contrario, sdo
assuntos atuais e bastante relevantes dentro do contexto cientifico e educacional.
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As curvas (ou ovais) de Cassini foram descobertas em 1680 por Giovanni Domenico Cassini (1625-1712),
astrdbnomo muito conceituado em sua época, e por isso levam seu nome. [2] relata o seguinte:

Em 1680, como parte do estudo dos movimentos da Terra e do Sol, ele (Giovanni Cas-
sini) estudou um determinado tipo de curva, hoje denominada curva de Cassini. Cassini
acreditava que o movimento dos planetas do sistema solar ocorre em uma dessas curvas.
Existem muitas aplicacées das curvas de Cassini na BioGeometria, por exemplo, setores
de camadas de cebola, colonias bacterianas e formas de células. Além disso, a simulagdo
de dispersao de luz por pequenas particulas concavas é necessaria para encontrar uma
descricao matematica adequada da forma da particula. Isso pode ser feito facilmente
usando as curvas de Cassini. Por exemplo, essa abordagem é usada para ajustar a forma
dos globulos vermelhos do sangue humano. (Shonoda, 2015, p.271)

As curvas de Cassini sdo definidas de maneira muito similar as elipses. Enquanto estas sdo o lugar geométrico
dos pontos do plano euclidiano cuja soma das distancias a dois pontos fixos, chamados de focos, € constante,
aquelas sdo o lugar geométrico dos pontos do plano euclidiano cujo produto das distdncias a dois pontos
fixos, também chamados de focos, é constante. A equag@o que descreve uma curva de Cassini no plano
euclidiano com centro na origem e focos sobre o eixo OX é dada por (x%+y2)%—2c2(x%~y?) = b* ¢, Um
caso especial ocorre quando fazemos b = c. Neste caso, a equacio (x? +y?)? - 2c?(x? — y?) = 0 descreve
uma curva chamada Lemniscata de Bernoulli. [4] relata o seguinte:

A Lemniscata foi descrita pela primeira vez em 1964, pelo matematico suico Jacob Bernoulli
(1654-1705), que por sua vez ndo tinha o conhecimento que 14 (quatorze) anos antes esta
curva havia sido estudada por Giovanni Cassini, enquanto buscava respostas sobre o curso
relativo da terra em torno do sol, sendo entdo a Lemniscata um caso especial das ovais de
Cassini. (Morais e Rodrigues, 2018, p.2)

Segundo [5], as geometrias ndo Euclidianas surgiram oficialmente a partir do ano de 1829, apds quase dois
mil anos de muito trabalho por parte dos mateméaticos em tentar demonstrar o quinto postulado de Euclides,
conhecido como “postulado das paralelas”. Os grandes nomes para a descoberta destas novas geometrias
sdo o hungaro Janos Bolyai (1802-1860), o russo Nicolai Lobachevsky (1793-1856) e os alemdes Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) e Georg Friedrich Riemann (1826-1866).

Durante séculos, a Matematica ficou presa nessa concep¢ao (que ela era uma Ciéncia da
Natureza) fazendo com que a maior parte das suas teorias tivesse como moldura o espaco
euclidiano e fosse direcionada para o estudo de um universo euclidiano.

Com os trabalhos de Bolyai e Lobachevsky esse paradigma foi rompido e vieram as
indagacoes naturais. E se o universo ndo for euclidiano? E hiperbélico? Tudo o que
foi feito é valido? Para sair desse dilema, aos poucos, foi se consolidando uma nova
concep¢ao da Matematica, ndo mais como uma Ciéncia da Natureza, mas como pura
criagdo intelectual, a Matematica pura. (Andrade, 2013, p.10)

Também podemos citar [7], que destaca:

A Geometria Euclidiana, transmitida de geracdo a geracdo por mais de dois mil anos, ndo
era a unica. As mentes criativas dos matematicos Bolyai, Lobachevsky, Gauss e Riemann
lancaram as bases de outras geometrias tdo logicamente aceitas quanto a Euclidiana.
(Coutinho, 2018, p.4)
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A teoria da relatividade especial de Albert Einstein (1879-1955) € considerada por muitos cientistas uma
das mais belas cria¢des humanas. Mas nao foi assim em seu nascimento. De fato, [8] relata que o primeiro
artigo publicado por Einstein, em 1905, despertou, de inicio, pouco interesse por parte dos fisicos. A
Relatividade s6 comecgou a ser conhecida num dmbito mais vasto em 1908, quando Hermann Minkowski
(1864-1909) proferiu a sua famosa palestra "Espaco e Tempo”. [9] escreve:

Vale a pena ressaltar que foi Minkowski quem traduziu a Teoria da Relatividade Especial
para a linguagem do espago-tempo (em 1907), isto é, foi ele quem reconheceu que a
consequéncia principal da teoria foi a unificacdo do espaco e do tempo em uma sé unidade.
Em suas palavras: ”De agora em diante, espago por si s6 e tempo por si estdo condenados
a desaparecer em meras sombras, e somente uma unido dos dois preservaria uma realidade
independente”. (Biezuner, 2017, p.29)

E bom destacar que, segundo [9], inicialmente Einstein ndo aceitou bem a ideia de Minkowski. Em sua
opinido, estender o espago para a quarta dimensdo mais mistificava do que esclarecia a teoria. Pouco tempo
depois, no entanto, Einstein mudou radicalmente de opinido e reconheceu a importincia do conceito de
espago-tempo, que foi fundamental para a elaboracdo da Teoria da Relatividade Geral.

O espacgo-tempo de Minkowski é uma geometria ndo euclidiana constituida do seguinte: € o espago vetorial
R* munido de um produto escalar especial, conhecido como métrica de Lorentz.

Neste artigo, nossa “moldura” serd o Plano de Minkowski ou, fisicamente falando, o espago-tempo bidi-
mensional. A importancia de se trabalhar neste plano vem do fato de que o mesmo serve como protétipo
para dimensOes maiores. Ademais, acreditamos que antes de se introduzir os conceitos de relatividade
especial no ensino bésico, ¢ importante que os alunos ja tenham alguma experi€ncia exatamente com o que
chamamos de “’protétipo” do espaco-tempo, que € o Plano de Minkowski.

2. A Geometria do Plano de Minkowski

Esta sec¢ao tém [2] e [3] como principais referéncias.

Definicao 1. O plano espago-tempo de Lorentz-Minkowski, ou simplesmente Plano de Minkowski, € o
par M? = (R2%, (-,-)p), formado pelo espago vetorial real R? e pelo seguinte produto escalar: dados
u=(x1,y;) ev=(xa,yy) € R?,

(U, V)M = X1X2 ~ y1Ya2, )]

conhecido na literatura como produto escalar de Lorentz.

O produto escalar de Lorentz (-, -) p1 nos permite dar a seguinte defini¢do:

Definiciio 2. Dois vetores u e v em M? sdo chamados de M-ortogonais se (u, v) 5 = 0.

Os vetores e; = (1,0) e e = (0,1), que formam uma base ortonormal para o espaco R?, sdo vetores M-
ortogonais. Isto nos permite, assim como no caso euclidiano, estabelecer uma correspondéncia biunivoca
entre os elementos de M? e os pontos de um plano 7 munido da escolha de um sistema de eixos ortogonais
OXY. Voltando a Definigdo 1, o produto escalar de Lorentz satisfaz as seguintes propriedades: para todo
k € R e para todos u, v, w € M2, tém-se:

1. Bilinearidade: (ku+ v, w)r = k{u, w) p + (v, W) m
-
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2. Comutatividade: {(u, v) s = (v, u) pm

3. Nao-degenerescéncia: Para cada vetor nio nulo u € M? existe v € M? tal que (u, v)p( # 0.

Diferentemente da geometria Euclidiana, na geometria de Minkowski o produto escalar ndo € positivo-
definido, e isto nos permite classificar seus vetores em trés tipos:

(a) u € M2 é dito ser tipo-espagco quando (u,u)r > 0 ouu = 0.

(b) u € M? é dito ser tipo-tempo quando {u, u)p( < 0.

(c) u € M? é dito ser tipo-luz quando (u,u)p( = 0, com u # 0.
Todos os vetores u = (x,y) € M? tais que |x| > |y| sfo tipo-espaco; todos os vetores u = (x,y) € M?
tais que |y| > |x| sd@o tipo-tempo e todos os vetores ndo nulos das retas y = x e y = —x sdo tipo-luz. Mais
ainda, a partir da tricotomia da relagdo de ordem em R, cada vetor em M? possui um e somente um dos trés

tipos apresentados acima e isto nos permite escrever o Plano de Minkowski como uma determinada unido
disjunta, a qual veremos na subse¢ao abaixo.

2.1. O cone de luz

Definicao 3. O conjunto de todos os vetores tipo-luz do Plano de Minkowski, denotado por C, é chamado
cone de luz (centrado em (0,0)).

Observe que o cone de luz C é exatamente a unido das retas y = x e y = —x. Ademais, como mostra a
Figura 1, C separa o Plano de Minkowski em exatamente duas partes: A parte interna é formada apenas por
vetores tipo-tempo e sua parte externa é formada apenas por vetores tipo-espaco.

Figura 1: Cone de luz

%, TIPO TEMPO | TIPO TEMPO

TIPO ESPACO TIPO ESPACO

TIPO ESPACO TIPO ESPACO

/# TIPO TEMPO | TIPO TEMPO %,

A Definicdo 3 sugere a seguinte:

Defini¢fio 4. O cone de luz centrado em P € M? é o conjunto

CL(P) = {Q € M?; Q- P étipo-luz}.
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2.2. A M-norma, a M-distancia e o M-circulo

Definicdo 5. A M-norma em M?2, a qual denotamos por || - || p, é definida por

[l pe = VIC, uyml, Ve M2 2)

Um vetor u € M? é M-unitério se |[u|| p¢ = 1.

Os vetores e; = (1,0) e e; = (0,1) sdo ambos M-unitirios. Um par de vetores M-unitdrios que sdo
M-ortogonais sao denominados vetores M-ortonormais.

Observe, a partir da Definicdo 5, que a M-norma de um vetor u pode ser igual a zero, mesmo que u ndo
seja o vetor nulo. Além disso, em geral, as desigualdades de Cauchy nio sio verdadeiras na M-norma. Por
este motivo, a M-norma no é uma norma no sentido estrito da palavra, mas uma pseudo-norma.

Definiciio 6. A M-distancia entre dois pontos A = (x1,y;) e B = (x2,y,) em M? é denotada e definida
por

dpm(A, B) = ||AB| i 3)

ﬂ
emque AB=B-A =(x2 —X1,¥2 —¥1)-

Veja que, por depender diretamente da M-norma, a funcdo M—distincia ndo é uma funcdo distancia no
contexto de espacos métricos. Por exemplo, a M-distancia de um ponto A para um ponto B em M? pode
ser nula sem que tenhamos A = B.

Usando a defini¢do de M-distancia podemos revisitar a Defini¢do 4 e redefinir o cone de luz centrado em
um ponto P € M? da seguinte maneira:

Definiciio 7. O cone de luz centrado em P € M?, denotado por Cr,(P), é o conjunto de todos os pontos
Q € M2, tais que d p((P, Q) = 0.

[2] define o circulo no Plano de Minkowski da seguinte maneira

Defini¢do 8. O circulo no Plano de Minkowski (ou simplesmente M-—circulo) de centro em P € M? e raio
k > 0, denotado por S (P, k), é o subconjunto dos pontos de M? situados a M-distincia k do ponto P.
Algebricamente, escrevemos:

Sm(P,K) :={Q € M*; dm(P,Q) =k}

Com o calculo da M-distancia em coordenadas podemos obter uma caracterizagao algébrica do M-—circulo:
Se (x0,¥,) sdo as coordenadas do centro P num sistema de eixos ortogonais OXY de M2, entdo

Q=(x,y) € SmM(P,k) = dm(P,Q) =k
= dp(P,Q)?* =k
= |(x-x0)* (y -yl =k

= (x—x0)>~ (yyo)® = k>, )

A Equacdo (4) € vista em [2] e € denominada equacfo geral do M-circulo centrado no ponto P(xg, y)
de M2, Observe que o M-circulo S (P, k) é precisamente um par de hipérboles conjugadas com eixos
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paralelos aos eixos coordenados no sentido euclidiano. As folhas verticais vém de (x—x¢)?—(y—yo)? = ~k?
e as folhas horizontais vém de (x—x0)?— (y —y,)? = k?. A Figura 2 mostra o caso particular do M-circulo
unitario centrado na origem, denotado simplesmente por S o((1).

Figura 2: M-circulo centrado na origem

Y

77N

3. Curvas de Cassini no Plano de Minkowski

Esta sec@o tem como principal referéncia [2], que define as M-Curvas de Cassini da seguinte maneira:

Definicao 9. Uma M-Curva de Cassini de focos F1 = (z1,2z2) e Fo = (w1, ws), que denotamos por
Cm(F1,F2), € o lugar geométrico dos pontos P do Plano de Minkowski cujo produto das M-distancias a
F; e a Fy é uma constante b>.

Algebricamente, escrevemos:

Cm(F1,F2) = {P € M* dp(P, F1).dp(P,Fa) = b%}. ®)

Em coordenadas, um ponto P(x,y) pertence a Cyp((F1, F2) se, e somente se,

[(x—21)% — (y — 22)?[](x — w1)? — (y — w2)?| = b (6)

A reta que contém os focos de uma M-curva de Cassini é denominada reta focal; os pontos de interse¢do
das M-curvas de Cassini com a reta focal sio denominados vértices. Geometricamente, as formas das
M-curvas de Cassini dependem dos focos e da constante b, como veremos adiante.

E oportuno observar que ao considerar a defini¢ao das curvas de Cassini no plano euclidiano, € natural exigir
que se tenha b # 0, pois para b = 0 essas curvas se degeneram em dois pontos. No Plano de Minkowski,
segue de (5) que para b = 0 estas curvas se degeneram nos cones de luz centrados nos focos.

A Figura 3 mostra o trago de uma M-curva de Cassini degenerada, com centro na origem e com os focos
sobre o eixo OX.

N
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Figura 3: M-curva de Cassini degenerada

Visto isto, para o que se segue também consideraremos apenas os casos em que b? > 0.

3.1. Forma canonica das M-curvas de Cassini

A partir da Defini¢do 9 obteremos a equagdo das M-curvas de Cassini em relacdo a um sistema de eixos
ortogonais OXY para os casos especiais em que o centro dessas M-curvas é a origem e os focos estdo sobre
os eixos coordenados. Consideremos inicialmente as M-curvas de Cassini com centro na origem e reta
focal coincidente com o eixo OX. Entdo os focos de Cy((F1, F2) sdo F; = (—¢,0) e Fo = (¢, 0). Portanto,

P(x,y) € Cpm(F1,Fa) & dm(P,F1).dm(P,F) = b?

=Vl (0)? -yl 0) -y = b?
— |(x+c)27y2i.i(xfc)27y2i =b*

= (*+2xc+c?—y?) . (x* - 2xc+c? — y?) = +b*

2

= x* - 2x3c+x%c? - xPy? 4+ 2x3c — 4x%e? + 2xed - 2xcyP+

x2c? - 2xc® + ¢t - c2y2 - y2x2 + 2xcy2 - ygc2 + y4 = +b?
= x* - 2x%y? 4yt 2c2x% - 2c%y? + ¢t = #b?
= (x?-yH)? -2 (x* +y?) = +b* - ¢, @)

que € a forma canonica das M-curvas de Cassini com centro na origem e reta focal coincidente com o
eixo OX. De maneira andloga encontramos a forma canénica das M-curvas de Cassini com centro na
origem e reta focal coincidente com o eixo OY, que ¢ dada por

(y2 - x3)? - 23 (x? +y?) = +b* - . (8)

Como as Equagdes (7) e (8) sdo iguais, uma vez que os termos (x2 —y?) e (y2 — x2) estdo ambos elevados
ao quadrado nas respectivas equacdes, aqui estudaremos apenas a Equagao (7), ja que os resultados para a
Equacao (8) serdo analogos. Usando o software Geogebra € possivel esbogar o trago das curvas descritas
pela Equagdo (7). Na Figura 4, por exemplo, construimos os tragos de trés M-curvas de Cassini colocando
valores b < ¢, b =ceb > ¢, respectivamente.

Observe na Figura 4 que em todos os casos as M-curvas de Cassini intersetam os eixos coordenados.
Ademais, como se vé, todas elas tém como assintotas exatamente os cones de luz centrados em seus
respectivos focos.

D
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Figura 4: M-curvas de Cassini

R ALK

3.2. Intersecio com os eixos coordenados

No estudo das M-curvas de Cassini, usando a Equagdo (7), encontraremos as expressdes das coordenadas
de seus pontos de interse¢do com os eixos coordenados. Para tanto, se P(x,y) é um ponto que pertence a
M-curva de Cassini com centro na origem e de focos F; = (—c,0) e F5 = (¢, 0) e também pertence ao eixo
OX, entdo P tem segunda coordenada nula y = 0, e a Equagdo (7) se reduz a:

x* - 2¢%x% = bt - ¢t
Isto é, P(x, 0) satisfaz
(i) x*-2c2x2=Db*c* ou (i) x*-2c2x% = -b* -t

2

Fazendo m = x* em ambos os casos (i) e (ii), encontramos que P(x, 0) satisfaz

(i) m?2-2c?m-b*+ct=0 ou (i) m?2-2c2m+b*-ct=0

Para encontrar a coordenada x do ponto P, se existir, devemos encontrar primeiramente as raizes mj; e mo
das equacdes acima e depois substituir na expressdo m = x2, como segue:

(i) De m? — 2¢?m — b* + ¢* = 0, obtemos

2¢2 + act — 4(-b* + ct) 224t - 4(-b' + cb)
2 2

2¢? + V4b? 2c? — V4b?

1022 2 b%.

ce —

= 2+

Substituindo na expressio m = x2, obtemos x; = +/m; = +Vc2 + b? e xp = /My = £Vc2 — b2, Perceba
que x5 s6 terd solucdo se ¢? > b2,

(ii) De m? — 2¢?m + b* + ¢* = 0, obtemos
2¢2 + Vet — 4(b* + ¢4) 2¢2 — V4ct — 4(b* +¢t)
2 2
2¢? + V-4b* 22— V-4p?

5 5
_
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Portanto, para o caso (ii) ndo ha intersecdio da curva com os eixos coordenados. Analogamente, se P(x,y)
€ um ponto que pertence a M-curva de Cassini com centro na origem e focos F1 = (—¢,0) e F2 = (c,0) e
também ao eixo OY, entdo P tem primeira coordenada x = 0, e a Equagéo (7) se reduz a:

y* - 2c2y? = #bt - ¢t

Procedendo como no caso anterior, encontramos as rafizes reais y = +Ve?2 + b2.

Portanto, os pontos de intersecdo das M-curvas de Cassini de focos F; = (—c,0) e F3 = (¢, 0) com os eixos
coordenados sdo os seguintes:

Py = (Ve2 +b%,0), Py = (-Ve2 +b°,0),
P3 = (0, V2 + b?), Py = (0, Ve +b?),

E, estritamente para os casos ¢2 > b?, encontramos, além dos anteriores, os seguintes pontos:

P5:('C27b270)7 P6:(7 C27b2a0)’
P7 = (0, Ve2 - b?) Ps = (0,—Ve2 - b?).
O exemplo abaixo trata da Equag@o (7) para o caso em que b # c¢. O caso b = c serd feito na préxima

subsecao.

Exemplo 1. Determine as equagdes e os pontos de interse¢do com os eixos coordenados, da M-curva de
Cassini de focos F1 = (-V2,0) e Fy = (V2,0) e parimetros (a) b=1 e (b) b=2. Em seguida, fazer um
esboco utilizando o software Geogebra.

Solucdo (a): Observemos inicialmente que a M-distincia dos focos F; e Fy ao centro da M-curva de
Cassini é ¢ = V2 > 1. Obtemos entio:

-y 4P +yh) =-3
(X -y AP +y*) =-5

Como para este caso ¢> > b?, esta M-curva de Cassini possui 8 pontos de intersecio com os eixos
coordenados, que sdo:

Py = (V3,0), Py = (-V3,0),
P3 = (0,V3), Py = (0,-V3),
Ps = (LO)’ Pg = (7170)5
P7 = (O, 1), Pg = (07*1)

Seu trago pode ser visto na Figura 5(a).
Solucao (b): A M-distancia dos focos F e F5 ao centro da M-curva de Cassini é ¢ = V2. Obtemos entio:

(X2 — y2)2 — 4(X2 + y2) =12

(X2 - y2)2 - 4(X2 + y2) =-20

Como para este caso b? > c¢2, esta M-curva de Cassini possui 4 pontos de intersegio com os eixos
coordenados, que sdo:
D
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P1 = (\/6, O)’ P2 = (7\/67 0)»
P3 = (05 \/6)’ P4 = (077\/6)

Seu traco pode ser visto na Figura 5(b).

Figura 5: M-curva de Cassini centradas na origem

y
\ N
F Py

P\ B Ps Ps 5 [P . P F
PN
Py
Py

(@) ¢2 > b? (b) b? > ¢2

Para efeito de comparagao, o link https://www.geogebra.org/m/k7a6cwvk mostrard as diferengas entre as
curvas de Cassini na sua forma canénica no plano euclidiano e no Plano de Minkowski, de acordo com a
variac@o dos parametros b e c.

3.3. A M-Lemniscata de Bernoulli

De acordo com [4], a Lemniscata foi descrita pela primeira vez em 1964, pelo matemético suico Jacob
Bernoulli, que por sua vez nio tinha o conhecimento que quatorze anos antes esta curva havia sido estudada
por Giovanni Cassini. A Figura 6 mostra o tragco de uma Lemniscata de Bernoulli centrada na origem do
plano euclidiano com os focos sobre o eixo OX, cuja equacdo é dada por (x? + y2)2 — 2c2(x? —y2) = 0.

Figura 6: Lemniscata centrada na origem com focos sobre o eixo OX

Inspirados pela defini¢ao de Lemniscata de Bernoulli, nés definimos a M-Lemniscata de Bernoulli como
sendo o conjunto dos pontos P(x, y) que satisfazem a Equacio (7) para o caso especial b = c. Portanto, um
ponto P(x,y) pertence a M-Lemniscata de Bernoulli se, e somente se, satisfaz a equagéo

(x> —y)? -2 +y*) =0 )
N
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ou a equagao
(x2 - yH? 23 (x2 +y?) = 2ct. (10)

Exemplo 2. A M-Lemniscata de Bernoulli de focos F; = (—V2,0) e F5 = (V2, 0) tem equacdes
(*—y)? 4" +yH) =0

(x? - yH)? - 4(x%+y?) =-8.
Ademais, como a M-Lemniscata pertence ao caso em que b > c?, ela tem quatro pontos de interse¢iio com

os eixos coordenados, cujas coordenadas nao nulas sao as solugdes de + Vb2 +¢2. Fazendo b = ¢ = V2,
obtemos Py = (2,0), P = (-2,0), P35 = (0,2) e P4 = (0,—2). Usando o software Geogebra, obtemos na
Figura 7 os tragos das curvas das duas equagdes dadas acima.

Figura 7: Ramos da M — Leminiscata centrada na origem de focos F; = (-V2,0) e F5 = (V2,0)

NS NN
VNN

@ (x2-y?)?2-4(x2+y?) =0 (b) (x2-y?)?2-4(x?+y?) =-8

Por fim, unindo os tragos obtemos na Figura 8 o esbogo da M-Lemniscata. Em adi¢do, destacamos seus
pontos de intersecdo com os eixos coordenados.

Figura 8: M-Lemniscata de Bernoulli centrada na origem de parimetro b = ¢ = V2

P B ) ) 13 P

/P

4. Translacao dos eixos coordenados

O estudo da translagdo no plano é fundamental, pois busca compreender comportamentos ndo triviais dos
entes geométricos. Tomando como referéncia [3], faremos um breve estudo da translagdo das M-curvas de
Cassini no Plano de Minkowski.
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Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais, O = (xg,y,) um ponto do plano e OXY o sistema cujos
eixos OX e QY sdo paralelos aos eixos OX e OY e t€m o mesmo sentido desses eixos, respectivamente.

Designamos por (X, ¥) as coordenadas do ponto P no sistema de eixos OXY e por (x,y) as coordenadas de
P no sistema de eixos OXY.

Figura 9: Ponto P(x,y) nos planos OXY e OXY
! Y
P=(z.y)

Yo O = (20, %0) z

=

10) g2

&
s
El

Se €1 = (1,0) e é3 = (0, 1) sdo os vetores M-unitdrios na mesma dire¢do e no mesmo sentido, respectiva-
mente, dos eixos OX e OY (portanto dos eixos OX e OY), entdo:

Como
—>

— =
OP =00 +OP,

g

obtemos que:

X€1 +y€2 = (X0€1 + y€2) + (X€1 + §€3)

= (x0 +X)€1 + (yo + ¥)éa.

Portanto, as coordenadas do ponto P nos sistemas OXY e OXY sio relacionadas pelas férmulas (veja a
Figura 9):

{ X =X+Xq
y=¥+Yo-

4.1. Forma canonica da M-curva de Cassini transladada

Por uma translago dos eixos coordenados, vamos obter a equagio das M-curvas de Cassini Cp(F1, F2) cuja

reta focal € paralela aos eixos coordenados. Seja OXY o sistema de eixos ortogonais obtido transladando
N\

493 @% sem



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Monteiro e Branddo

o sistema OXY para a nova origem O = (xg,y,). Como O é o centro, { : y = y, é a reta focal e
Fi = (x0—¢,yp) e Fa = (x0+¢,y) sdo os focos da M-curva, um ponto P(x,y) = (X+xo, ¥ +y,) pertence
a M-curva de Cassini se, e somente se,

dM (Pa Fl)dM (Pa F?) = b2

ou seja,

%2527 4267 (82— §°) — 4% =

22— §2)% -2 (22 +§%) = +b* - ¢*

Portanto, a forma candnica da M-curva de Cassini Cy((F1, F2) com centro no ponto (xg,y,) e reta focal
paralela ao eixo OX é:

(xx0)% (v y0)?)" 262 ((xx0)%+ (y ~yo)%) = #b* & (11)

Analogamente, encontramos a equacdo da M-curva de Cassini transladada com reta focal paralela ao eixo
oy,

(v vo)® (x x0)2)° 262 ((y ~ yo)? + (xx0)%) = #b* ¢t (12)

Veja que, assim como as equagdes das M-curvas de Cassini centradas na origem e com retas focais sobre
os eixos coordenados, as equacdes (11) e (12) das M-curvas de Cassini transladadas e retas focais paralelas
aos eixos coordenados também sdo iguais e, consequentemente, seus tragos também coincidem.

Exemplo 3. Determinar os focos, as equagdes e, utilizando o software Geogebra, esbocar o traco das

M-curvas de Cassini:
(a) M-curva de Cassini com parAmetros b = 4 e ¢ = 5 e com reta focal paralelaa OX, com centro O = (-1, 1).
(b) M-Lemniscata de Bernoulli com pardmetros b = ¢ = 4, reta focal paralelaa OX e com centro O = (0, -2).
(c) M-curva de Cassini com pardmetros b = 3 e ¢ = 2, reta focal paralela a OX e com centro O = (3, -5).

Solucao.
(a) A M-curva de Cassini com pardmetros b = 3 e ¢ = 2 tem como focos os pontos F; = (6, 1), Fo = (4, 1)

€ equagao:
2
((x +1)2 (v 1)2) - 50((x +1)%+(y - 1)2) = +256  625.
-
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(b) A M-Lemniscata de Bernoulli com parimetros b = ¢ = 4 tem como focos os pontos F; = (—4,-2),
Fy = (4,-2) e equacio:

2
(x2 ~(y+ 2)2) - 32(x2 +(y+ 2)2) = +256 — 256.
(c) A M-curva de Cassini com pardmetros b = 3 € ¢ = 2 como focos os pontos F; = (1,-5) e Fy = (5,-5)

€ equagao:

((xf 32 (v + 5)2)2 - 8(()(7 3)2+ (v + 5)2) - +81 - 16.

Figura 10: M-curvas de Cassini transladadas

S/ TN

IO O -~ y=—2 £ B[ y=-5 A o m [
& /) U <\ /
(a) M-curva de Cassini transladada (b) M-Lemniscata de Bernoulli com (¢) M-curva de Cassini transladada
com pardmetro b =4, ¢ = 5. pardmetros b = ¢ = 4. com pardmetro b = 3,¢ = 2.

5. Equacio geral das M-curvas de Cassini

Nesta se¢do, utilizando [2] como principal referéncia, determinaremos a equagdo geral das M-curvas de
Cassini onde os focos F; = (z1,22) e Fo = (w1, ws) serdo pontos arbitrarios do Plano de Minkowski.
Isto €, as retas focais nfo serdo necessariamente paralelas aos eixos coordenados. Se P = (x,y), entdo
P € Cp(Fq, F2) se, e somente se:

_
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dm (P, F1).dp(P,Fa) =b? &= V|(x-21)% -~ (y - 22))[VI(x -~ w1)?— (v~ w2)?)| = b?
= |(x~21)" ~ (y ~22)*)ll(x~ w1)* — (y —wg)?| = b*
= (x® - 2xz1 + Z% —y2 +2yz0 — Z%)

(x? — 2xwy + Wi — y2 + 2ywy — w3) = +b?
= x* - 23wy + X2W§ —x2y? +2x%ywy — X2W§
— 25371 + 4x%z Wy — 2XZ1W% + 2xy221 — 4AXy71Wo
+ 2XZ1W§ + xzz% — 2XZ%W1 + Z%W% — z?y2 + 2yz%w2
- wag —x%y? 4 2xyPwy yzwf +yt - 2y3wy
+ y2wg +2x%yz9 — AXyzZoW; + 2y22wf — 2329
2 2 22 2 22
+ 4y zowg — 2yzZows — X“z5 + 2X25W1 — Z2°W]
+y223 — 2yzawsy + z°wa = +b?
= (x> —yH)? - 2% (21 + wi) — 2y° (22 + o)
+ X2(Z% - Z% + W? - W% +4z1w1)
—y2(22 — 72k +wi - w2~ 4dzywo)
- 2X(Z1(W% —w2) +wi(z] Z%))

+ 2y(zz(wf - W%) + Wy (zf - z%))
+ 2X2y(22 +ws) + 2xy2 (z1 +w1)

—4xy(z1Wa + Zow1) + (Z% - z%)(w% - Wg) = +b? (13)

Para as M-curvas de Cassini com focos arbitrarios no Plano de Minkowski, o centro pode ser determinado
pelo ponto médio do segmento de reta com extremidade nos focos. Tomando o ponto C = (x¢,y.) centro
da M-curvae F = (z1,292) e Fo = (w1, wo) seus focos, temos:

Z1+W1 Zo+Wo
c= (525
2 2

Exemplo 4. Determinar o centro, a equacdo geral e esbogar o trago das M-curvas de Cassini:
(a) Com focos F1 = (2,3) e F3 = (3,2) e parAmetro b = 2.
(b) Com focos F; = (-1,-4) e F5 = (1,4) e parAmetro b = 3.
(c) Com focos F; = (1,1) e F3 = (3, 3) e parAmetro b = 1.

Solucao.

(a) Se os focos sdo Fy = (2, 3) e Fy = (3,2), temos como centro da M-curva de Cassini o ponto C = (%, %),
e equacgao geral:
(x2 —y%)? —10x3 — 10y> + 24x? + 2452 + 10x + 10y + 10x?y + 10xy? — 52xy — 25 = +16.
N\
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(b) Se os focos sdo F; = (-1,—4) e Fo = (1,4), temos a origem como centro da M-curva de Cassini e
equagao geral:
(x2 — y2)2 - 34x2 — 34y? + 32xy + 225 = +81.

(c) Se os focos sdo F; = (1,1) e F3 = (3, 3), temos como centro da M-curva de Cassini o ponto C = (2, 2)
e equacdo geral:

(x2 —y2)? - 8x% - 8y? + 12x% + 12y? + 8x%y + 8xy? — 24xy = +1.

Figura 11: M-curvas de Cassini via equagdes gerais

(a) M-curva de Cassini de parametro (b) M-curva de Cassini de pardmetro (¢) M-curva de Cassini de pardmetro
b=2eF;=(2,3)eFs=(3,2) b=3eF;=(1,4)eFa=(-1,-4) b=1eF;=(1,1)eFa=(3,3)

Se houver interesse, o link: https://www.geogebra.org/m/btparsj4 pode ser acessado para que se vizualize o
comportamento das M-curvas de Cassini na medida em que seus focos sdo mudados de maneira arbitraria.

6. Parametrizaciao das M-curvas de Cassini via Coordenadas Hiperbélicas

Dedicamos esta tltima se¢do para fazer uma breve abordagem das M-curvas de Cassini usando funcdes
hiperbélicas. Mais precisamente, gostariamos de deduzir suas parametrizagcdes usando coordenadas hi-
perbdlicas. A motivacdo para isto vem do fato de que, como observado anteriormente, o M-Circulo é
precisamente um par de hipérboles conjugadas. Para tanto, lembremo-nos das expressdes que definem as
fun¢des senh e cosh. Tomando como referéncia [11], temos, para @ € R, que:

e —e ¢ e’ +e @
senha = —— cosho = ———
2 2

A partir das definicdes de senha e cosha, obtemos as seguintes identidades:

cosh?a — senh’a = 1
senh (a + B) = senha coshf + cosha senhf
cosh (@ + B) = cosha coshf + senha senhf
Note que, para qualquer @ € R, o ponto P = (cosha, senha) esté sobre a hipérbole de equagio x?~y2 = 1. E
de acordo com [11], de maneira analoga ao que ocorre com um setor circular na geometria Euclidiana, onde

o angulo 8 € o dobro da area do setor circular, @ é o dobro da drea do que € denominado setor hiperbélico
(ver Figura 12).
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Figura 12: Setor Hiperbdlico

Revisitando a Equagao (13), e procedendo de maneira andloga a [2] temos o seguinte: alterando os pardmetros

da Equacgdo (13), usando as fungdes hiperbdlicas (x,y) — (r,a), onde x = #rcosha, y = +rsenha e

r? = x2 — y2, temos que (13) se torna:

e ' 2r8cosh®a(z1 + w1) — 2r3senha (2 + w»)
+12cosh?a(z? — 72 + W2 — w3 + 4z1w)
- r2senh2a(zf - zg + w% - w% —4zowW2)
- 2rcosha(zl(wf - W%) + w1 (Z% - Z%))
+ 2rsenha (zz (W3~ w2) + wa(z? — zg))
+ 2ricosh?asenh®a (2o + wo) + 2r’coshasenh?a/(z1 + w1)

— 4r®coshasenha(z;wy + zowy) + (27 — z3) (W] — w3) = +b™. (14)

Para o caso particular em que a M-curva de Cassini estd centrada na origem do sistema de eixos ortogonais
OXY, com reta focal coincidindo com o eixo OX e focos Fi(—¢,0) e Fo = (¢,0), a Equagio (14) se
transforma em:

r* - 2¢r?cosh?a — 2¢r’senh®a + ¢* = +b?.

Simplificando essa expressao, obtemos:

r* — 2¢%r?cosh2a = £b* — ¢t (15)

Para encontrarmos o valor de r em funcio de «, precisamos resolver a Equacao biquadrada (15).

Tomando 12 = m, temos:
m? — 2¢?meosh2a + b* —¢* = 0,

que t€m como solugdes:

e 2c2cosh2ae + Vactcosh?2a — 4(xb* + cb)
B 2

b
= ¢*(cosh2a £ ysenh?2a £ (2)%).
B
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Dai, temos que:

4

b
r = +c\|cosh2e + {[senh?2a + (—) . (16)
¢
Consequentemente,
b4
x = +c|cosh2a + +/senh?2a + (—) cosha (17)
C
e
b4
y = +c/cosh2a + /senh?2 + (—) senha, (18)
c

que sdo as parametrizacdes das M-curvas de Cassini centradas na origem via coordenadas hiperbdlicas.

Para o caso em que b = ¢, onde temos uma M-Lemniscata de Bernoulli, vale as seguintes parametrizagdes:

X = ic\/cosh?a/ + Vsenh?2a + lcosha (19)

y = ic\/coshQa + Vsenh?2a + 1senha. (20)

7. Consideracoes Finais

No decorrer deste trabalho, buscamos uma compreensdo do comportamento das curvas de Cassini no
Plano de Minkowski, denominadas M-curvas de Cassini. Com base na geometria do Plano de Minkowski,
apresentamos defini¢des essenciais que permitiram encontrar suas equagdes e visualizd-las por meio do
software Geogebra. Além de deduzirmos as equagdes algébricas destas M-curvas, também deixamos uma
singela contribui¢@o definindo a M-Lemniscata de Bernoulli.

Para concluir, usando a trigonometria hiperbélica deduzimos a parametrizagdo da M-curva de Cassini em
relac@o ao angulo hiperbdlico. Esta foi precisamente a forma como [2] utilizou em seu trabalho para abordar
este assunto.

Deixamos a sugestdo para estudos futuros envolvendo outras M-curvas, na esperanca de que este trabalho
contribua de alguma maneira. Também incentivamos aqueles que se interessarem, que fagam trabalhos que
contribuam no sentido de procurar estratégias de inser¢@o no ensino basico dos assuntos aqui abordados.
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