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Existéncia de solucoes do jogo Circulo Zero para pecas
restritas a subconjuntos dos inteiros com e sem o zero
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Resumo

Este artigo tem como objetivo investigar a existéncia de solugdes para o jogo educativo “Circulo Zero”
quando as pecas sdo restritas a subconjuntos especificos de niimeros inteiros. Além de propor a integraciao
do aspecto lddico e as investigacdes matematicas ao ambiente pedagdgico, o trabalho visa, também, destacar
a pesquisa experimental em matematica como uma ferramenta enriquecedora para ensino de matemética.
Através de uma abordagem quantitativa, mostra-se, pela implementacdo de algoritmos: de exaustdo e
combinado, que a existéncia de solucdes €, diretamente, impactada pela retirada do elemento neutro da
adicdo e pela hipdtese de bije¢do entre o nimero de pecas e o nimero de regides do jogo. O processo
investigativo e o uso do computador sdo fundamentais para o desenvolvimento desse trabalho, permitindo
criar e refutar conjecturas, além de realizar provas assistidas por computador.

Palavras-chave: Circulo Zero; Ludicidade; Investigacdo Matematica; Demonstragdo Assistida por Com-
putador; Matematica Experimental.

Abstract

This article aims to investigate the existence of solutions for the educational game “Circulo Zero” when
the pieces are restricted to specific subsets of integers. In addition to proposing the integration of playful
aspects and mathematical investigations into the educational environment, the work also seeks to highlight
experimental research in mathematics as a valuable tool for teaching the subject. Through a quantitative
approach, it is demonstrated, via the implementation of exhaustion and combined algorithms, that the
existence of solutions is directly impacted by the removal of the additive identity element and the assumption
of a bijection between the number of pieces and the number of regions in the game. The investigative process
and the use of computers are fundamental to the development of this work, allowing for the creation and
refutation of conjectures, as well as the execution of computer-assisted proofs.

Keywords: Circle Zero. Mathematical Investigation. Computer Aided Demonstration. Experimental
Mathematics.

1. Introducio

O objetivo desse artigo é estudar a existéncia de solugdes para uma adaptagdo do jogo educativo “Circulo
Zero” por meio de recursos computacionais e demonstrar a validade de nossos resultados a partir de
elementos de Algebra. O computador é parte essencial para a realizacdo desta pesquisa, permitindo criar
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cendrios de investigacdes, conjecturas e até mesmo demonstra¢des assistidas por computador para algumas
proposicdes. Destacamos que o jogo, ou adaptacdes dele, pode ser aplicado em diferentes niveis de ensino,
desde o ensino fundamental I até o nivel superior. A possibilidade de utilizagcdo no nivel superior € destacada
neste trabalho ao utilizarmos a Teoria dos Grupos para definirmos formalmente solucdes equivalentes do
jogo Circulo Zero.

A motivag@o para esta pesquisa ocorre a partir de um evento no qual os autores conduziram a aplicacdo
do jogo Circulo Zero com seus estudantes. Durante esse evento, um dos autores desafiou os demais
a encontrar uma solug@o para configuragdes de circulos especificas, acompanhadas de um conjunto de
nimeros determinado por ele, tendo ji a intuicdo de que tal solucdo seria inalcangcdvel. Em consonancia
com a assertiva de [6]', que postula que “a matemitica niio se restringe a um mero jogo mecinico de
férmulas isoladas, reconhecendo que a intuicio domina na génese das descobertas”, ([6], p. 227), nenhum
dos autores logrou €xito na execucgdo da tarefa proposta, o que corroborou a suspeita inicial de que, de fato,
a solugdo buscada nao era factivel.

Posteriormente, impelidos pelo instinto inerente a pratica matematica, nos langamos ao desafio de demonstrar
a inexisténcia de solug¢@o para o referido problema. O jogo em questdo, constituido por 5 circulos e 10
regides a serem preenchidas com um conjunto de 10 nimeros, possui um total de 10! = 3.628.800 possiveis
configuracdes a serem investigadas. Diante da magnitude desse universo de possibilidades, recorremos a
programacao para realizar diferentes demonstracoes.

De maneira informal, o Circulo Zero pode ser concebido como um jogo de tabuleiro circular do tipo quebra-
cabeca, composto por n circulos que se intersectam dois a dois. O objetivo é posicionar, em cada circulo,
trés pecas identificadas por nimeros inteiros, provenientes de um conjunto previamente definido, de modo
que a soma desses trés nimeros resulte em zero. Um exemplo com soluc¢do para Circulo Zero com 5 circulos
estd descrito na Figura 1.

Figura 1: Uma solucdo do Circulo Zero com 5 circulos

Em nossas pesquisas, encontramos trabalhos escritos que mencionam o jogo Circulo Zero (ver [9, 16, 15]),
além de té-lo encontrado também em video, no canal do Rioeduca na TV, e de ser possivel joga-lo on-line’.
Jogos como o Circulo Zero possibilitam o desenvolvimento da habilidade de adigao e subtracio de inteiros
de forma lddica, apresentando ao aluno um novo caminho a aprendizagem destes conceitos. Além disso,
exploram a ideia de nimero negativo e positivo podendo ser relevantes para consolidagdo de significados
dos inteiros (ver [15]).

Uma atividade lddica de natureza similar ao Circulo Zero, porém mais conhecida e frequentemente en-
contrada nos livros didaticos, é o quadrado magico, que esta entre as formas mais antigas e populares de

INicolas Bourbaki é um pseudénimo utilizado por um grupo de matematicos franceses, que escreveram uma série de livros de
matemadtica de forma sistematizada e rigorosa. O grupo foi fundado na década de 1930, ainda hoje outros membros dao continuidade
ao trabalho.
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recreacdes matematicas ([7]). Um quadrado mégico puro de ordem n pode ser definido como uma matriz
n X n construida com os nimeros 1,2, 3, - - - , n? de tal forma que a soma dos niimeros em cada linha, coluna
e em cada uma das duas diagonais ¢ 0 mesmo nimero S, chamado de soma magica do quadrado magico
(ver [7, 10]). A Figura 2 € um exemplo de solu¢do para quadrado mégico de ordem 3 com soma mégica 15.

Figura 2: Quadrado Mégico 3 X 3
8 1 5

3 7] 15

Note que, no quadrado magico puro, a quantidade de nlimeros a serem dispostos na matriz de ordem n esta
restrita a um subconjunto de niimeros positivos, que estabelece uma bije¢cdo com o niimero de entradas da
matriz.

Diferentemente do quadrado magico puro, em que existe uma relacao de bijecao entre nimeros (pegas) e
entradas da matriz, nos exemplos encontrados na literatura para o Circulo Zero, habitualmente, é fornecida
uma quantidade de pecas maior que a de regides, onde devem ser dispostas as pegas associadas a nimeros,
além de outras variagdes.

Dessarte, no presente artigo, propomos uma adapta¢do do jogo Circulo Zero, tornando-as andlogas as
restrigdes propostas para o quadrado magico puro e levantamos alguns questionamentos: i) “Fornecendo ao
jogador do Circulo Zero um conjunto de pegas com cardinalidade igual ao niimero de regides do tabuleiro,
ele sempre encontrard solu¢ao?” e ii) “Se excluirmos a pega associada ao 0, que € elemento neutro da
adicdo, ele sempre obtera solu¢ao?”.

Ao estabelecermos uma bije¢ao entre as pecas numeradas e as regides do tabuleiro no jogo Circulo Zero,
podemos ver um impacto significativo no jogo. A bijetividade influencia, diretamente, na distribuicao das
pecas, na busca e verificacao da existéncia por solugdes validas. Outrossim, a retirada da pega associada ao
elemento neutro da adi¢do restringe uma jogada bastante utilizada pelos alunos, que € a combinagio do 0
com dois elementros simétricos entre si.

Organizamos o texto nas seguintes seg¢oes: i) Fundamentacdo tedrica onde serdo articuladas as ideias
acerca de ludicidade, investigacdes matemadticas e tecnologias digitais em sala de aula, refletindo sobre
a importancia da utilizacdo dos recursos computacionais para os processos de investigacdo de solugdes
e provas matematicas. ii) Aspectos metodoldgicos. iii) Resultados onde apresentamos os algoritmos e
justificativas matematicas para os métodos implementados juntamente com os pseudocddigos utilizados
para obter os resultados. iv) Segunda parte dos resultados com a apresentacio de provas que validam os
resultados obtidos computacionalmente.

2. Fundamentacio tedrica

A ludicidade desempenha um papel significativo no processo educacional, especialmente no ensino da
matematica por meio de jogos, os quais podem oferecer oportunidades para os alunos aplicarem habilidades
matemdticas em situacdes contextualizadas, incentivando o raciocinio 16gico, a resolu¢do de problemas e
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a tomada de decisdes. A partir de um jogo, € possivel realizar diversos questionamentos e consequentes
investigagdes. Segundo [14],

Numa investigacao matematica, parte-se de uma questao muito geral ou de um conjunto
de informagoes pouco estruturadas a partir das quais se procura formular uma questdo
mais precisa e sobre ela produzir diversas conjecturas. [...] Neste processo, por vezes
formulam-se novas questoes e abandonam-se, em parte ou no todo, as questoes iniciais.
As conjecturas que resistirem a varios testes vao ganhando credibilidade, estimulando a
realizagdo de uma prova que, se for conseguida, lhes conferira validade matematica ([14],

p. 2).

De acordo com [13], durante uma atividade investigativa, espera-se que o aluno trabalhe de maneira
produtiva, “formulando questdes, representando a informacgdo dada, ensaiando e testando conjecturas e
procurando justificad-las”. Essa abordagem enfatiza nao apenas a resolugdo de problemas, mas também
o processo de investigagdo em si, promovendo uma melhor compreensdo dos conceitos matematicos e
desenvolvendo habilidades de raciocinio critico entre os alunos.

Pesquisas como as de [4] destacam a importancia de abordagens de ensino que enfatizam a resolucdo
de problemas e a investigacdo como estratégias eficazes para promover a proficiéncia matematica dos
alunos. Ao fornecer oportunidades para se explorar questdes abertas e construir argumentos matematicos,
as investigacdes matemdticas nao apenas enriquecem a experiéncia de aprendizagem, mas também ajudam
os alunos a pensar criticamente e resolver problemas.

Por vezes, tais investigagdes podem envolver problemas matematicos que desafiam a demonstragdo direta, le-
vando a utilizagdo de recursos computacionais como uma forma de auxilio na demonstragio. Demonstra¢des
assistidas por computador representam uma abordagem recente se pensarmos na histéria da matematica,
permitindo aos mateméticos explorar e verificar passagens em demonstragdes de maneira mais eficiente e
detalhada. Como destacado por [3],

O computador pode servir ao matemdtico na verificacdo de passagens em demonstragoes
matematicas. Ele é capaz de oferecer ferramentas de cadlculos, resolucoes, simulagoes,
exploracoes e esbogos, por exemplo. Ele, o computador, é importante para o traba-
lho do matemdatico se tomado como ferramenta que pode ser utilizada nesse processo de
demonstragado, no entanto, para ser utilizado precisa ser programado pelo proprio homem
para fazer operagoes localizadas nas partes da argumentagcdo da demonstracdo ([3], p.
207).

O computador auxilia na realizacdo das demonstragdes, executando uma sequéncia de instrugdes pré-
definidas que escolhem, em cada momento, as alternativas que satisfazem os resultados dos passos anteriores
(ver [12]). Portanto, se faz necessaria a colaboragao entre o pesquisador e o computador. Essa interacao
reflete a complexidade do processo de demonstragdo matematica, onde o computador atua como um verifi-
cador de exaustivos cédlculos mateméticos e 16gicos, contribuindo para a produ¢ao de verdades matematicas
([3], p- 208). Embora o computador possa realizar algumas partes da resolu¢ao de um problema de forma
mais eficiente do que o ser humano, “a intuicao de um matematico é essencial e ndo substituivel por nenhum
programa de computador” ([2]). Portanto, o que o computador pode fazer pelo matemaético no processo de
demonstracgdo € determinado pelo préprio matematico, que programa o computador para realizar operagoes
especificas de acordo com seu conhecimento cientifico, intui¢@o e criatividade (ver [3]).

A combinag¢ao da ludicidade, investigagdes matematicas e demonstragdo assistida por computador proporci-

onam um ambiente de aprendizagem dinamico, promovendo o desenvolvimento de habilidades matemadticas
N
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e competéncias cognitivas. Ao integrar esses aspectos, € possivel enriquecer a experiéncia educacional dos
alunos e dos docentes.

3. Aspectos Metodologicos

Os resultados do presente estudo foram obtidos por meio de uma pesquisa experimental em matemdatica. A
matemdtica experimental representa uma abordagem que utiliza a tecnologia computacional em investigacdes
matematicas a fim de identificar estruturas e padroes fundamentais.

Segundo [5], a matematica experimental € uma metodologia de pesquisa em matemadtica que inclui o uso
de computagado para: ,

1. Adquirir conhecimento e intuigdo. 2. Descobrir novos padroes e relacionamentos. 3.
Utilizar apresentacoes graficas para sugerir principios matemadaticos subjacentes. 4. Testar
e especialmente falsificar conjecturas. 5. Explorar um possivel resultado para ver se vale a
pena uma prova formal. 6. Sugestdo de abordagens para uma prova formal. 7. Substituir
derivacoes manuais longas por derivagcoes baseadas em computador. 8. Confirmagdo de
resultados derivados analiticamente ([5], p. 2-3).

Note que as atividades mencionadas t&€m uma semelhanca notavel com o papel da experimentagio labo-
ratorial nas ciéncias da natureza. Especificamente, elas refletem o conceito de experimentacdo por meio
de computadores. Vale ressaltar que um dos principais beneficios dessa abordagem ¢é sua capacidade de
refutar conjecturas. Um tnico exemplo computacional pode economizar um tempo considerdvel que de
outra forma seria gasto na tentativa de provar nogdes incorretas.

Esta pesquisa estd concentrada na verificacdo de existéncia de solucdes do jogo educativo Circulo Zero,
considerando dois cendrios possiveis de valores para as pegas do jogo. Para nossas investigacdes utilizamos
Python e MATLAB como linguagens de program¢dao e MAPLE para produzir uma prova assistida por
computador.

3.1. Modelando o Circulo Zero por meio de equacoes diofantinas lineares com restricoes

3, e geometricamente definem 2n regides conexas. O jogo Circulo Zero, consiste em colocar 2n pecas,
associadas a um dado conjunto A, = {-n,—(n—1),--- ;n—1,n} C Z, de tal forma que cada regifio receba
uma unica pega distinta das demais e que a soma dos valores das trés pecas em cada circulo resulte em zero.

Definicao 1. Considere n > 3 circulos indistinguiveis, que se intersectam dois a dois, conforme Figura

z

A sequéncia a = (a;,89,83, . ..,82, 1,82n) € Z2" é uma solugdo do Circulo Zero se satisfaz o sistema de
equacdes diofantinas:

a; +ag +ag =

ag +aq +ap
ey

agp-3 +agp—2 +agn-1 =

aon-1 +agn + a1

com as restricdes de: a; € A, e a; # aj, parai,j € {1,---,2n} comi < j.
-
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Figura 3: Circulo Zero com n circulos

A defini¢@o apresentada acima de solucdo do jogo Circulo Zero por meio da sequéncia a, ndo considera
a natureza ciclica do jogo, isto €, o fato dos n circulos serem indistinguiveis, além de nao considerar
orientacdo: sentido hordrio e anti-hordrio. Assim, destacamos que ao considerarmos as rotagdes do
tabuleiro, sequéncias distintas podem representar a mesma solugdo para o problema. Chamamos esses
casos de “solugdes equivalentes”, definidas a seguir.

Da Teoria de Grupos [8], temos que,

Definicdo 2. Dado um conjunto X ndo-vazio, uma bije¢do o : X — X é denominada uma permutacio do
conjunto X.

S, denota o conjunto, de cardinalidade n, de todas as permutacdes do conjunto X.

Se o € S, el <j<n,anotagdo o (a;) denota o valor da fungdo bijetiva o no ponto a; € X. Desta forma,
podemos denotar a permutagdo o pelo seguinte diagrama:

A ag - agn
o =
o(a1) o(az) -+ o(azn)
exibindo visualmente o dominio e o contradominio da bije¢do o~ considerada.

Dadas as permutagdes:

_ (&1 a2 a3z -+ aA2pn-2 a2n-1 a2n _ (a1 a2 ag ttt A2p-2  aA2n-1 a2n
g1 = € 09 = .
ag a4 a5 - azn al az ap azp ad2p-1 " aq az a2
podemos definir que, uma solucéo a = (ag,ag, -+ ,as,) € equivalente a uma solugio ¢ = (cq,Co, -+ ,Cap)

se, ¢ € obtida a partir de a através da(s) permutagao(des):

of(@) =00 (oyo(---o(oi(a))--+)) =c, paraalgum 0 <m < n-—1,

m vezes
seguida ou ndo da permutagdo: o»(0j"(a)) = c.

Por exemplo, considere a solugdo a = (-5,0,5,-4,-1,4,-3,1,2,3) do Circulo Zero com 5 circulos.
Geramos outras cinco solugdes iguais ilustradas na Figura 4, fazendo as seguintes permutagdes:

N
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GIW=ls 4 1 4 3 1 2 3 5 0

2P 0 5 4 1431203
W=7 4 3 1 2 3 5 0 5 4
@7 05 4 143123
2=15 3 2 1 3 4 1 4 50

5 4 -1 4 3 1 2 3
5 3 2 1 3 4 -1 4

|
Ot

—— =(

a a,(a) ai (a) o (a) gz 0 g1(a)

Diversas solugdes do jogo Circulo Zero sdo representantes de uma tnica classe de equivaléncia de solucdes,
conforme Figura 4. Duas solucdes que ndo pertencem a mesma classe de equivaléncia sdo ditas distintas.

3.2. Existéncia de solucoes

Habitualmente, um processo de matematiza¢ao analogo ao da subse¢ao 3.1 ¢é utilizado para a modelagem do
quadrado magico de ordem n, em que se obtém um sistema com (2n+2) equacdes diofantinas. Comumente,
no quadrado magico puro, investigam-se a existéncia e multiplicidade de solucdes para as incdgnitas do
sistema sujeitas a restri¢io de pertencerem a um certo conjunto: {1,2,3,...,n%} que estd em bijecdo com o
numero de entradas da matriz (ver [7, 10]).

De forma semelhante, desejamos estudar a existéncia de solu¢des para o Circulo Zero impondo restri¢cdes
as incdgnitas do sistema 1 em dois casos. No primeiro caso, as restri¢oes ja estao presentes na defini¢do 1 e
sdo aquelas mais usualmente encontradas na literatura ([9, 15, 16]). No segundo, impomos uma restricao a
mais: as incognitas pertencem ao conjunto A \{0} = {—n,—(n—1),--- ,-2,-1,1,2,--- ;n—1,n}. Neste
dltimo caso, a restricdo imposta torna possivel estabelecer uma bije¢ao entre o nimero de regides e o nimero
de pecas, estando em consondncia com o questionamento proposto por um dos autores e com as praticas
comuns de investigacdes de existéncia de solugdes no quadrado magico puro.

Sem as restri¢des, o sistema 1 possui a solugdo trivial (0,0,...,0,0) € Z2", dentre as solugdes possiveis.
Contudo, mediante as restri¢des impostas, verificar a existéncia ou nao de soluciao pode ndo ser tdo direta
assim [1], para responder a estas perguntas recorremos a implementagao de algoritmos.

4. Algoritmos e resultados

4.1. Método de exaustiao

O primeiro algoritmo de estudo utiliza 0 método da exaustdo. Tendo como base os elementos do conjunto
A, construimos todas as sequéncias possiveis de Z?" formada pelos elementos de A, por meio das 2n-
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permutacgdes dos (2n + 1) elementos de A, P(A,, 2n) (Brualdi, 2009).

(2n+1)!

P(An,20) = 5 ST —om

=(2n+1)!

O Algoritmo 1 verifica quais sequéncias satisfazem o sistema (1) e as restrigdes impostas as incégnitas na
definicao 1.

Algoritmo 1: Método de exaustio

dados: n > 3, A,

inicio
MatrizPermutacoes < Permutacoes(A,,, 2n);
Solucoes « [ ] ;

para cadaLinha em MatrizPermutacoes faca
se (cadaLinha[1] + cadaLinha[2] + cadaLinha[3] == 0 e
cadaliinha[3] + cadaLinha[4] + cadaLinha[5] == 0 e

cadaLinha[2n — 3] + cadaLinha[2n — 2] + cadaLinha[2n—1] ==0 e
cadaLinha[2n — 1] + cadaLinha[2n] + cadaLinha[1] == 0) entao

. . Adicione cadaLinha & Solucoes
imprima Solucoes

fim

Outrossim, o Algoritmo | pode ser usado para verificar a existéncia de solu¢des para o segundo caso (as
incégnitas pertencem a A, \{0}), seja como subconjunto do conjunto solu¢éio do primeiro caso, seja por
construgdo das 2n! permutagdes dos elementos de A, \{0}.

O método da exaustao, nos permite verificar a existéncia ou nao de solug¢des para os dois cendrios desejados,
entretanto, apresenta duas limitacdes principais. A primeira € ndo considerar a natureza ciclica do jogo,
desse modo, a quantidade de solugdes distintas é determinada pelo nimero total de solugdes obtidas pelo
método da exaustao dividido por 2n.

Quant. de solugcoes encontradas por exaustao

Quant. de solugoes distintas = >
n

A segunda € o custo computacional e a exigéncia de bastante memoéria do computador, uma vez que, o
ndmero de permutagdes realizadas € da ordem de (2n + 1)! e/ou (2n!). Do ponto de vista computacional, o
método de exaustao se mostrou adequado para o estudo dos casos de 3 até 6 circulos.

Para a quantidade de circulos igual a 3 até 6, inclusive, sempre encontramos solugdes para o sistema 1 com
as restrigdes impostas e pecas em A, a Figura 5 exibe alguns exemplos de solugdes.

Quando as pegas estdo restritas ao conjunto A, \{0} o mesmo ndo acontece. Destacamos, na Figura 5, para
n =4en = 6 a existéncia de solugdes sem 0 0 e paran = 3 e n = 5 a ndo existéncia de solucdes sem
esse elemento, como apresentado na Tabela 1. Tal fato evidencia que: o estabelecimento de bijecao entre
as pecas do jogo e as regides do tabuleiro alinhados com a retirada do elemento neutro da adi¢@o alteram
significativamente o nimero de solugdes.

Somos induzidos, a principio, a conjecturar que para uma quantidade impar de circulos (n > 3), ndo
teriamos solugdo em A, \{0}. Entretanto, pelas limitacdes impostas pelo método de exaustdo, por questdes
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Figura 5: Exemplo de solugdes com pegas em A, nos casos com 3 até 6 circulos

Mo )
-

Tabela 1: Quantidade de solugdes distintas para 3 circulos até 6.
n=3 |n=4|n=5|n=6
Quant. de solugdes em A, 6 9 14 20

Quant. de solu¢des em A, \{0} 0 1 0 4

de memoria do computador, para n entre 7 e 10, inclusive, ndo foi possivel obter respostas. Tornando-se
necessario, usarmos uma estratégia de reducio de complexidade do algoritmo, que estd descrita na subse¢ao
a seguir.

4.2. Algoritmo combinado em divisao de tarefas

Uma estratégia comumente adotada para a resolu¢ao de um sistema de equacdes diofantinas lineares € a de
reduzir as multiplas equacdes a uma ou duas [1]. Para isso, podemos pensar no problema, decompondo-o,
a principio, em dois grandes conjuntos: A,y = {a1,as, as, ..., as, 1} formado pelos elementos que estio
nas interse¢des dos circulos; Aroraing = {22, a4, ag, . . . , a2y} formado pelos elementos que estdo fora das
intersecdes, além de considerarmos suas respectivas somas:

n

SlzzaZi—l:al+a3+"'+a2i—1 ()
i=1

n

82=Za2i=&2+a4+“'+a2i (3
i=1

Da soma das equagdes diofantinas do sistema 1 e da soma dos elementos de A,, e/ou A, \{0} podemos
reescrever o modelo, de uma forma mais simplificada, através do sistema de equagdes diofantinas com certas
restri¢des:

281 +89 = 0
2n
“4)
S1+ 8o = Zai =0.
i=1

Cuja solug@o € s; = s2 = 0. A existéncia de tal solu¢do para o sistema 4 ndo implica na existéncia de uma
solucdo para o Circulo Zero, contudo, ao aliar a informacdo de que a soma dos elementos na interse¢ao tem
que ser zero (s; = 0) a proposicdo 1, conseguimos construir um algoritmo combinando divisao de tarefas.

@t s
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Proposicao 1. - Se o jogo Circulo Zero tem uma solucdo a = (a1, ag, as, . . ., agy 1, dgn), entdo esta solucdo
éuma sequénciadaforma: a = (a1, —(a;+az),as, (az+as), as, ..., a2 1, (Agi 1+air1), a2i+1,- - -, A2n 1,
7(a2n,1 + al)),\v’ 1€ {1, A ,n}.

Demonstracdo. Por definicdo, uma sequéncia a = (a1, as,as,..., a1, asy) € solucdo do Circulo Zero se
satifaz o sistema | com as restrigdes impostas, logo decorre imediatamente que as; = —(agj_1 +agi+1), Vi€
{1,...,n— 1} eque ag, = —(ag, 1 +a1). O

Mostramos que a soma dos elementos que estdo na intersecio (Aj,), precisa ser zero. Além disso, da
proposicdo 1, sabemos que os n elementos que estdo no conjunto Aj,; sdo suficientes para determinar uma
solugcdo do Circulo Zero, assim, como temos interesse na verificacdo de existéncia ou nao de solucdo e
na contagem de solucdes distintas, otimizamos a busca de solugdes realizando as combinacdes simples
dos 2n + 1 elementos de A, tomados n a n, C(an41)n = %, seguida de uma permutacdo circular
destes n elementos, PC,, = (n—1)!. Ao realizarmos as combinag¢des simples, limitamos nossa anlise, a
principio, aos possiveis elementos que estdo na interse¢do, portanto, vetores de dimensio n e que devem
ser solucdo de s; = 0. No conjunto desses vetores que resolvem a equacgdo diofantina s; = 0 e que tem
cardinalidade menor ou igual a Cy,, ,, realizamos as permutagdes circulares para cada um desses vetores.
Tendo os possiveis candidatos a estarem na intersecdo, calculamos os valores que devem estar fora da
intersecao, pela proposi¢do 1. Nesta tltima etapa, muitas vezes, obtemos valores que nao pertencem ao
conjunto A;, N Aporammt Ou solugdes com elementos repetidos, desta forma, descartamos tais solucGes por
ndo atenderem as restri¢des do sistema 1.

A proposi¢do 2, justifica matematicamente, a proposta do algoritmo em divisao por tarefas.

Proposicao 2. Para todo n € N, tem-se que C(op41)n - PCh < P(A,2n) = (2n+1)!

Demonstragdo. Para todo n € N, vale que &T—f))u; < 1, isto pode ser verificado por indugdo. Ao multi-
plicarmos os dois membros da desigualdade por (2n + 1)!, temos que: %(n - 1! < (2n+1)!, logo
Can+1)n - PCh < P(Ay,2n) = (2n+1),Vn e N. ]

Para a quantidade de circulos igual a 7 até 10, inclusive, sempre encontramos solu¢des para o sistema 1 com
as restricdes impostas e pecas em A, \0, a Figura 6 exibe solugdes para esses casos e refuta a conjectura
proposta inicialmente de que ndo haveria solug¢do para n impar.

Figura 6: Exemplo de solu¢des com pegas em A, \0 nos caso com 7 até 10 circulos

Para o Circulo Zero com 7 circulos, existem somente duas solugdes distintas em A7\{0} = {-7,-6,-5,
-4,-3,-2,-1,1,2,3,4,5,6, 7}, conforme mostra a Tabela 2.
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Algoritmo 2: Algoritmo combinado em divisdo de tarefas

dados: inteiro: n > 3, matriz: B[Cy, 5, 1n], vetores: ValPossiveisAj,¢, PermutValPossiveisAjpe,
ValPossiveisAporamt, QuaseSolucao, Solucao
inicio

A, —{n—-(-1),..,(n—-1),n}

B « Todas as combina¢des n a n dos 2n elementos de A,;

ValPossiveisAi,t < [ ];

para cada linha em B faca

se soma dos elementos da linha = 0 entao
Adicione a linha a ValPossiveisA;,
PermutValPossiveisA;; < [ ];

para cada linha em ValPossiveisA;,, faca
Fixe o primeiro elemento da linha

Gere todas as permutacdes dos outros elementos da linha

Adicione as permutacdes a PermutValPossiveis Ay
ValPossiveisAporamt < [ 13

para cada linha em PermutValPossiveisA;,, faca

para cada par de elementos consecutivos faca
Adicione (soma do par de elementos) a ValPossiveisAporammt

Adicione (primeiro elemento + dltimo elemento) a ValPossiveiSAporaing
QuaseSolucao « [ ];
paraide / a niimero de colunas em PermutValPossiveisA;, faca
Concatene a i-ésima coluna de PermutValPossiveisA;,; com a i-ésima coluna de
ValPossiveisA poralnt s
Adicione a matriz resultante a QuaseSolucao;
Solucao « [ ];
para cada linha em QuaseSolucao faca
se todos os elementos da linha pertencem a A, e ndo ha elementos repetidos entao

Adicione a linha a Solucao;
imprima Solucao;

fim

Para o caso em que as pegas pertencem a A7 o, nimero de solugdes distintas é de 110. Em Ag\{0}, o niimero
de solugdes distintas é de 30, para Ag é de 536. Tais resultados evidenciam que a retirada do elemento
neutro da adicdo e a bijecdo entre regides do tabuleiro e nimero de pecas, implicam significativamente, na
contagem e nas estratégias para resolugdo do jogo. Para casos com n = 9 e n = 10 conseguimos verificar
existéncia, mas nao obter o nimero total de solugdes distintas.

5. Verificacao e validacao dos codigos e resultados obtidos

Apresentamos formas distintas de demonstrar o mesmo resultado paran = 3 e paran = 5. O objetivo é
validar os resultados obtidos pelo método da exaustdo e do algoritmo combinado.

Tabela 2: Solucdes para Circulo Zero com 7 circulos.
(_7’ 4’ 3’ 27 _57 _25 7’ _3’ _4, _17 59 _6’ 1’ 6)
(-73 23 5’ _23 '39 -45 7a -6’ _17 67 -55 la 43 3)

_
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Para o caso n = 3, além da demonstragdo obtida diretamente pelo método da exaustdo, apresentamos outra
por contradi¢do. Para o caso em que temos 5 circulos o sistema de equagdes diofantinas (1) torna-se maior
e as contradi¢des ndo se tornam tao explicitas como no caso com 3 circulos. Precisamos, novamente, fazer
uso do computador e de linguagem simbdlica para verificar os resultados.

5.1. O caso com 3 circulos

Proposicao 3. Seja n = 3 o niimero de circulos no jogo Circulo Zero e As = {-3,-2,-1,0,1,2, 3} o
conjunto, o qual as pecas do jogo devem pertencer. Entdo, todas as solugcoes para o Circulo Zero, tem o
elemento 0.

Demonstragdo. 1. Podemos mostrar este fato de forma exaustiva. Com um programa em Phyton e
MATLAB, encontramos 6 solucdes distintas restritas ao conjunto Az = {-3,-2,-1,0,1,2, 3} para o
Circulo Zero, expostas na Tabela 3, em que cada linha representa uma solug@o.

Tabela 3: Solugdes para 3 circulos com pecas em Ag.
(O’ _39 39 _27 - ] ) 1 )

©, -3, 3 -1, -2, 2
©, -2, 2, -3 1, -1
©, -2, 2, 1, -3, 3)
o, -1, 1, 2, -3, 3)
©, 1, -1, 3, -2, 2)

O

Demonstragdo. 2. Suponha, por absurdo, que todos os elementos de A3\{0} possam ser dispostos nas 6
regides determinadas pelos trés circulos, de tal forma que a soma em cada circulo seja 0.

Para cada uma das 6 regides de a;, comi€ Ne 1 <i < 6, conforme Figura 7, devemos associar uma tnica
peca de A3\{0}. Pelo sistema de equacdes diofantinas (1), temos que:

Figura 7: Circulo Zeron = 3
a; +ag +ag = 0

a3+a4+a5=0 (5) ae

a5 +ag+a; =0.

Do sistema 4, sabemos que:

s =aj;+ag+as=0

(©)
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Nos sistemas 5 e 6, destacamos que:

a1+a2+a3:0 (7)
aj+ag+as=0
Donde concluimos que as = a5, 0 que € um absurdo, pois por hipdtese, as # as. O

5.2. O caso com 5 circulos

Proposicao 4. -Seja n = 5 o niimero de circulos no jogo Circulo Zero e A5 = {-5,-4,-3,-2,-1, 0,
1,2,3,4,5} o conjunto, em que as pegas do jogo devem pertencer. Entdo, todas as solugées para o Circulo
Zero, tem o elemento 0.

Demonstragdo. 1. Podemos mostrar este fato de forma exaustiva. Com um programa em Phyton e

MATLAB, encontramos 14 solugdes distintas restritas ao conjunto A5 = {-5,-4,-3,-2,-1,0, 1,2, 3,4, 5}
para o Circulo Zero, expostas na Tabela 4, em que cada linha representa uma solucao.

Tabela 4: Solugdes para 5 circulos com pecas em Aj.

-5 0, 5 -4, -1, 4, -3, 1, 2, 3)
-5 0, 5 -3 -2 -1, 3, -4 1, 3)
-5 1, 4, -3 -1, 3 -2, 2 0, 5)
-5, 1, 4, -1, -3, 5 -2, 0, 2, 3)
-5 1, 4, 0, -4 5 -1, -2, 2, 3
-5 2, 3, -2, -1, -3, 4, -4, 0, 5)
-5 4, 1, -4, 3 -1, -2, 2, 0, 5
-5 5 0, -4, 4, -1, -3, 1, 2, 3)
o, -5 5 -4, -1, 4, -3, 1, 2, -2)
o, -5 5 -3, -2 -1, 3 1, -4 4
©, -5 5 -2, -3 2 1, 3 -4, 4
©, -5 5 -1, -4 3 1, -3, 2, -2
a, -5, 4, , 4, -1, 5 -2, -3, 2
@, -5 3 1, -4 -1, 5 -3 -2 0

O

Para a segunda demonstracido analisamos diversos casos separadamente usando linguagem simbdlica do
MAPLE.

Demonstragdo. 2. Suponhamos por absurdo que exista uma solugdo a = (aq, as, as, aq, a5, ag, ar, ag,
ag,a1g) para o Circulo Zero, sem o 0. Da definicdo 1 e das restricdes das pecas pertencerem a As\{0},
podemos construir a Tabela 5, onde X representa os elementos que ndo podem ser simétricos aditivos.

Note que, se a; fosse simétrico a ag, entdo ag deveria ser 0, o que ja seria um absurdo, pois estamos supondo
3

que as pecas sdo diferentes de 0, 0 mesmo raciocinio se estende para os demais casos que estdo com X,

restringindo, assim, a andlise a outros casos.

Para fins de simplificacdo, vamos considerar o estudo de todas as possibilidades de simetria a partir de a;,
sendo os demais casos andlogos. Na Figura 9, consideramos as possibilidades a partir da hipdtese de que
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Tabela 5 Numeros que ndo podem ser simétricos 3
a1 | az | a3 | a2 | a5 | ag | a7 | as | a9 | a10 Figura 8: Circulo Zero com 5
a1 X X X X X circulos
ag X | X | X
a3 | X | X | X | X | X
a4 X | X | X
a5 X | X | X | X | X
a6 X | X | X
ar X | X | X | X | X
ag X | X | X
ag | X X | X | X | X
alg | X X X

a; € simétrico aditivo a a4. A figura em arvore mostra que em todas as ramificagdes estudadas, chegamos a
algum absurdo: pegas iguais, pelo menos uma peca igual a O ou pecas que ndo pertencem a As.

Figura 9: Primeira andlise das condi¢des de simetria entre as pegas

ese ag=—a; — az= 10
ese ag=—a5 = ag=0
€ s€ a3 = —ay = a7 =a
e se ag = —ag <
€ se a3 = —aip —»> Qs — Qg
Se a1 =—ay
ese ag=—ag =>as;=0ea;=ag
ese a3= —ag =>ay= —Tag
e se ay = —ag ——€ Se a3 = —ay; =—p»ag= ay
ese a3=—ag =a;p=0
ese ag= —ayg = ag=0
€ 8¢ aa = —a1g —> A4 = Qg

A segunda andlise de condi¢@o de simetria entre as partes garante que: se a; = —as = ag = ag.

Para a; simétrico a ag e ag simétrico a ajg, geramos a arvore apresentada na Figura 10.

Figura 10: Terceira andlise das condi¢Oes de simetria entre as pecas

€ 8€ a3 = —a7 —» a5 =ajp
Se a1 = —ag e se az = —ayg €se a3 = —ag —» a4 = ay
ese a3=—a9 = az=0

A quarta andlise de condicao de simetria entre as partes garante que: se a; = —a; = a4 = ag.

O tltimo caso ocorre quando a; € simétrico a ag. Na Figura 11 apresentamos as contradi¢des apresentadas
nas ramificagdes, as quais encerram a demonstragao.

_
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Figura 11: Quinta anélise das condi¢Ges de simetria entre as pecas

€se Q= —04 —» Q1 = a3 € se a3 = —ay => a9 = ajp
€ Se az = —as € se a3 = —a9 =>a) = Qg
€ S€ d3 = —a
ese ag=—ag => ag=0 3 W= q; = —Tas
Se a1 = —as

e se ay = —ay — a1 =0g

e se az = —ag =>as = Ay

€ se ay = —ajy = a5 = Qg

6. Consideracoes finais

Este artigo abordou a investigacao sobre a existéncia de solugdes para o jogo educativo “Circulo Zero” para
as pecas restritas a dois subconjuntos especificos de nimeros inteiros. A pesquisa a partir da ludicidade,
estabeleceu um elo entre os cendrios de investigacdo e a determinacdo de existéncia de solugdes para um
problema, utilizando diferentes ferramentas. Assim conseguimos ilustrar como as atividades exploratérias
podem motivar e construir ideias matemdticas. A partir de um evento, os autores foram impulsionados
a investigar a impossibilidade de resolver o problema proposto, utilizando métodos variados, incluindo a
programacio computacional.

O artigo revelou, de certa forma, o impacto ao se estabelecer bijecdo entre as pecas numeradas e as regides
do tabuleiro, assim como a influéncia da retirada do elemento neutro da adi¢do nas possibilidades de solu¢ao
do jogo, uma vez que sao retiradas quaisquer combinacdes da forma —i, 0,1 para um dos circulo, se i e seu
simétrico pertencerem ao conjunto de pecas definido previamente. Como destacado no texto, para pecas
em Ag, o niimero de solucdes distintas é de 536, para pecas em Ag\{0} é de 30.

O algoritmo da exaustdo apresentou limita¢des para verificacdo de existéncia de solugdo para casos com
mais de 6 circulos, tornando-se necessdria a implementacao do algoritmo combinado. Os resultados obtidos,
foram validados por meio de demonstracdes sobre a inexisténcia de solugdo para o Circulo Zero considerando
casos especificos, como aqueles com 3 e 5 circulos, excluindo o zero. No primeiro caso, a demonstragao foi
conduzida por meio de uma prova por absurdo. J4 no segundo caso, devido a complexidade e ao nimero de
equagdes envolvidas, foi necessario recorrer a uma prova assistida por computador.

Os experimentos computacionais, permitiram compreender a natureza ciclica do jogo e buscar na teoria de
grupos, uma forma de definir solucdes equivalentes e solugdes distintas. Dessa forma, a pesquisa destacou
a versatilidade do jogo, que pode ser aplicado em diferentes niveis de ensino, proporcionando um ambiente
desafiador para alunos e professores.

Assim, este estudo buscou nao apenas contribuir para a compreensdo do jogo Circulo Zero e suas propri-
edades matematicas, mas também sugere novas abordagens metodolégicas para o ensino de matemadtica,
destacando o potencial das atividades exploratdrias e investigativas apoiadas pela tecnologia. Em tltima
andlise, a pesquisa reforca a ideia de que a matemadtica vai além de um mero jogo mecénico de férmulas
isoladas, enfatizando a importancia da intuicao e da investigacdo na génese das descobertas.
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