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Resumo

O presente trabalho aborda os métodos numéricos da Bissecgdo, Falsa Posi¢do e de Newton para
aproximagao de zeros das fungbes polinomiais de qualquer grau, dados os intervalos em que essas
fungoes se anulam ou quando podem ser deduzidas ou em cendrios em que tais intervalos possam ser
inferidos. Ressalta-se que o texto compreende a elaboracao de algoritmos e demanda o pensamento
computacional para resolugdo de problemas, em conformidade com os aspectos previstos na Base
Nacional Comum Curricular. A utilizagdo dos softwares educacionais Visual Célculo Numérico e
o Excel foi determinante para a eficiéncia dos algoritmos nos quesitos velocidade e precisao.

Palavras-chave: Métodos Numéricos; Fungoes Polinomiais; Algoritmos; Base Nacional Curricular
Comum; Softwares.

Abstract

The present work deals with the numerical methods of Bissection, False Position and Newton to
approximate zeros of polynomial functions of any degree, given the intervals in which these func-
tions vanish, either when it can be deduced or in scenarios where such intervals can be inferred. It
is noteworthy that this research comprises the elaboration of algorithms and demands computati-
onal thinking in order to solve problems in accordance with the aspects provided for the National
Common Curricular Base. The use of the educational software Visual Numerical Calculation and
Excel was decisive for the efficiency of the algorithms in terms of speed and accuracy.

Keywords: Numerical Methods; Polynomial Functions; Algorithms; Base Nacional Curricular Co-
mum; Softwares.

1. Introdugao

Neste artigo apresentamos, sucintamente, parte da pesquisa desenvolvida no trabalho de conclusao
de curso Profmat do primeiro autor (2020), sob orientagdo do segundo autor, onde sdo propos-
tas atividades para o desenvolvimento de um projeto audacioso em turmas do 3° ano do Ensino
Médio. Tendo como pano de fundo as necessidades da sociedade e entendendo que o aluno deve
habilitar-se para o pensamento computacional e ao mesmo tempo fazer uso das tecnologias digitais,
e considerando o pensamento critico e a autonomia do educando para investigar, criar modelos, e
julgar resultados, no presente trabalho destacamos o uso dos métodos numéricos como ferramenta
para aproximacao dos zeros das fungoes polinomiais de qualquer grau.Tais métodos implementam
algoritmos, considerando para isso uma dada precisdo. Os zeros (raizes, como de costume se fala),
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quando conhecidos, possibilitam a aplicacdo em diversas areas do conhecimento, principalmente
no ambito das Engenharias, onde a empregabilidade dos métodos numéricos é extremamente pre-
dominante.

Diversos softwares sao utilizados para essa finalidade, desde o mais basico como o Excel, como tam-
bém o Visual Calculo Numérico (VCN), que é um software brasileiro desenvolvido por professores
da PUC do estado de Minas Gerais, visando ser um 6timo auxilio para os estudantes do calculo
numérico. O programa é disponibilizado gratuitamente no site. Nossa primeira impressao foi que
o design do VCN é simples e direto. Separadamente, assuntos como ajuste de curvas, calculo
de raizes, derivacao, equacoes diferenciais, interpolacdo, integracdo, sistemas lineares, operadores,
otimizacao e seus derivados. Além disso, disponibiliza calculos de trocas de varidveis, calculadora,
tabelas, entre outras ferramentas, tendo uma precisdo de dezenove casas decimais. Ao selecionar
um icone qualquer, percebemos que abre uma guia, e se quisermos fazer outros calculos basta mi-
nimizar a aba e selecionar outras, fazendo diferentes calculos ao mesmo tempo, otimizando assim
o tempo. Ao fazermos um teste com o célculo de raizes, um exercicio que leva longos minutos
para achar a raiz, neste programa facilmente preenchem-se os dados e apods segundos o software
fornece-nos a raiz. A eficiéncia desempenhada pelo VCN é surpreendente.

2. Fundamentos Teoéricos

Nesta secdo apresentamos os rudimentos bdsicos e acessiveis aos estudantes do terceiro ano do
Ensino Médio para que compreendam os métodos de aproximagao de zeros de fungoes.

Apresentamos logo abaixo os conceitos de continuidade e derivabilidade. Ver (GUIDORIZZI, 2016)
para uma abordagem elementar desses conceitos.

Definigdo 1 (Continuidade). Seja uma fungio f definida em um intervalo aberto contendo xq. f é
dita continua em xq se

lim f(x) = f(xq).

X—=>X0

Uma fungao é continua em um intervalo se é continua em todo ponto desse intervalo.

Defini¢do 2 (A Derivada). Seja uma funcdo f definida em um intervalo aberto contendo xg. A
derivada de f em xq, denotada por f,(XO), é dada por:
f(XO + h) — f(Xo)

4 .
Fxo) = Jiy ————

se esse limite existir.

Entre as fungdes continuas e derivaveis figuram os polinémios, as exponenciais, as fungoes trigo-
nométricas, entre outras funcgoes apresentadas no ensino médio.

2.1. Calculo de Zeros de Fungoes Reais

Um dos problemas que ocorrem mais frequentemente no cotidiano é calcular as solugoes (que
sdo chamadas de raizes) de equagdes da forma: f(x) = 0. Em alguns casos, por exemplo, de
equacoes polinomiais, os valores de x que anulam f(x) podem ser reais ou complexos. Em raros
casos é possivel obter as raizes exatas de f(x) = 0, como ocorre, por exemplo, supondo-se f(x) um
polindémio fatoravel.
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Resolver a equacao f(x) = 0 consiste em determinar a solugao (ou solugdes) real ou complexa, p, tal
que f(p) = 0. Porém, estamos interessados somente nos zeros reais de f(x), que sdo representados
graficamente pelas abcissas dos pontos onde uma curva intercepta o eixo x.

2.2. Localizagao das Raizes de Polinomios

Na grande maioria dos problemas cotidianos é necessario recorrer a métodos numéricos para calcu-
lar aproximagoes para as raizes reais de uma dada equagao. No que segue, apresentaremos algumas
técnicas interessantes para determinar a localizacao dos zeros de uma classe particular de funcgoes,
a saber, os polinémios. Representaremos um polinémio real de grau n da seguinte forma:

p(x) = a,x® +a x4+ L+ a;x +a,

com ag,ay,an,...,a, sa0 numeros reais e a, # 0.

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Algebra). Um polinémio real de grau n tem eratamente n
raizes (algumas eventualmente idénticas) que podem ser reais ou complezxas.

O leitor pode encontrar uma demonstragdo desse teorema em (HEFEZ, 2018).

Teorema 2 (Teorema de Bolzano). Seja f: [a,b] > R uma fungio continua. Se f(a) - f(b) < 0,
entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Uma demonstracao desse teorema pode ser encontrada em (NETO, 2015).

Teorema 3 (Regra dos Sinais de Descartes I). O nidmero N, de raizes reais positivas de um polinémio
real p(x) ndo excede o numero V de variacoes de sinal dos seus respectivos coeficientes nao nulos,
e o valor V-N, € par.

O leitor encontrard uma demonstragio elementar desse resultado em (DESCARTES, 1954) ou em
lingua portuguesa (ASSIS, 2020).

Teorema 4 (Regra dos Sinais de Descartes II). O nudmero N_ de raizes reais negativas de um
polinémio real p(x) ndo excede o nimero V de variagées de sinal dos coeficientes ndo nulos do
polinomio q(x) = p(-x) , e o valor V—N_ € par.

Demonstracao. Consequéncia direta da regra anterior. O

Teorema 5 (Regra do Méximo). Todas as raizes z, reais ou complexas, de um polinémio p(x) na
forma
p(x) = a,x® +a™ x4+ +a;x+a,

verificam a desigualdade |z| < R, onde

R=1+ max .
an

0<k<n-1

Em particular, se p(x) tiver raizes reais, elas pertencem ao intervalo 1 — R, R[.

O leitor pode acessar uma demonstracao em (ASSIS, 2020).
-
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2.3. Isolamento das Raizes

Nesta secao, usando o teorema de Bolzano enunciado na secdo anterior, apresentaremos uma forma
de determinar intervalos finitos [a,b] de sorte que a raiz p pertenga a tal intervalo. Para tal faz-
se uma andlise grafica da funcdo f, e para isso usamos o seguinte artificio: para f uma fungao
continua, buscamos um intervalo [a,b] no qual se tenha f(a) -f(b) < 0 (ou seja, f(a) e f(b) tém sinais
contrarios), e assim garantimos que existe pelo menos uma raiz real de f no intervalo [a, b].

Além disso, se f é continua e diferencidvel em [a,b], f(a) - f(b) < 0 e se ' nio troca de sinal em
[a,b], ou seja, f' >0 ouf <0, entdo f possui uma tnica raiz em tal intervalo.

2.4. Refinamento

O refinamento da solucao pode ser feito utilizando varios métodos numéricos. A forma como deve-
se efetuar o refinamento é o que diferencia os métodos. Todos eles pertencem a classe dos métodos
iterativos. Um método iterativo consiste em uma sequéncia de instrugbes que sdo executadas
passo a passo, algumas das quais sdo repetidas em ciclos (lagos) até que um critério de parada seja
satisfeito.

2.5. Critério de parada

Idealmente, queremos parar quando a diferenca entre a solucdo aproximada e a solucdo exata
(e desconhecida) for muito pequena. A tolerncia (¢) é uma estimativa para o erro absoluto
dessa aproximacdo. Sejam Xi,X,,X3,':,X, as aproximagoes para a raiz p na iteragdo n que um
determinado método realiza, o critério de parada é uma regra preestabelecida para interromper
a sequéncia de aproximantes gerada pelos métodos iterativos a partir de um certo instante. Esse
deve avaliar quando um aproximante esté suficientemente proximo da raiz exata. Assim, o processo
iterativo é interrompido quando pelo menos um dos seguintes critérios é satisfeito:

‘anxrkl' <€

ou
[f(x,)] < €
ou
|Xn7Xn71| <e€
|

Outros critérios de parada podem ser utilizados, mas sem adicional conhecimento sobre f ou p, a
desigualdade (7) é o melhor critério de parada a ser aplicado porque chega mais perto de testar o
erro relativo.

O leitor interessado em completar o conhecimento sobre esse tépico pode encontrar tais temas em
(CHAPRA; CANALE, 2008) ou (RUGGIER; LOPES, 1997).

3. Métodos Numéricos Iterativos

Neste capitulo, consideramos um dos problemas mais basicos da aproximacao numérica, o problema
de busca de raiz. Esse processo envolve encontrar uma raiz, ou solu¢ao, de uma equacao na forma
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f(x) = 0, para uma dada fun¢do f. Uma raiz dessa equagdo também é chamada de zero da funcao
f. Segundo (BERRY; SWETZ, 2012), o problema de encontrar uma aproximagao da raiz de uma
equagao data de aproximadamente 1700 a.C. Uma tabela cuneiforme da Colecao Babilénica de
Yale que data daquele periodo fornece um ntmero sexagesimal equivalente a 1.414222 como uma

aproximagao para \/5 e essa aproximacdo tem uma, precisdo de ordem 107°.

O leitor pode encontrar mais dados sobre os temas tratados aqui em (CHAPRA; CANALE, 2008)
ou (RUGGIERO; LOPES, 1997).

3.1. Método da Bissecgao

Seja a fungdo f(x) continua no intervalo [a,b] e tal que f(a).f(b) < 0. Suponha que o intervalo
(a, b) contenha uma tnica raiz. O método indica que devemos dividir ao meio o intervalo utilizado,
testar suas extremidades e escolher aquele subintervalo que cumpre as condi¢bes do teorema de
Bolzano. Repetindo essa estratégia seremos capazes de localizar o subintervalo contendo o zero da
funcdo. A Figura 1 abaixo ilustra o processo.

f(x)

=x
X

]
1
o
v
o

TETTTE

Figura 1: Interpretacdo geométrica do Método da Bissec¢ao

Tecnicamente, a redugdo da amplitude do intervalo faz-se pela sucessiva divisao de [a, b] ao meio,
ou seja, pelo ponto médio x,, = (a“;b“), gerando uma sequéncia de intervalos encaixados da forma:
{[a,b], [a1,b], [a2, b5 ], [a3,b3], -+, [a,, b, ]}, mantendo a cada iteragdo o subintervalo que contém
o zero desejado e desprezando o outro subintervalo. A escolha do subintervalo que serd mantido é
feita de modo simples: calculamos o valor da funcdo f no ponto médio x,, = @. Temos assim

trés possibilidades:

o f(x,) = 0. Nesse caso x, é o zero (exato) de f e ndo temos mais nada a fazer. Em geral, ndo é
isso que ocorre.

o f(a,) - f(x,) < 0. Aqui o zero de f esta entre a, e x,. O intervalo a ser mantido sera, entao,
[a,,x,], e definem-se a, =a,,; ex, =b, ;-

e f(ay) - f(x,) > 0. Nesse caso, desde que f(a,) e f(b,) tém sinais opostos, teremos também
f(x,) - f(by) < 0. Assim, o zero de f estd entre x,, e by, e o intervalo a ser mantido serd, entao,
[x,,by], € definem-se x, = a,.1 e b, =b,,1.
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3.2. Descrigao do algoritmo da bissecgao

Dados um intervalo [ag, bg], uma fungio real de uma variavel real f continua em [ag, bg] tal que
f(ag) - f(bg) < 0 e uma precisdo €. A rotina do calculo das aproximacoes é:

n=0.

Enquanto b, —a, > ¢, faga

Se f(a,) - f(x,) =0, faca p = x,. PARE.

Se f(a,) - f(x,) <0, faca a1 =a, e by, =x,.
Caso contrério, faca a1 = x, e b, = by.
n=n+ 1.

Faca x = %b“ PARE.

Terminando o processo iterativo, teremos um intervalo [a,b] que contém o zero p de f e, cason < N
para N preestabelecido, encontraremos também uma aproximacao X de p que satisfaz o primeiro
critério de parada, ou seja, tal que |[p—%| < e.

3.3. Convergéncia linear

A cada passo, o erro absoluto é reduzido pela metade, e assim o método converge linearmente.
) )
. a+b) ., 71 . , T .
Especificamente, se ¢; = % ¢ o ponto médio do intervalo, e ¢, é o ponto médio do intervalo da

n-ésima iteragdo, entdo a diferenca entre ¢, e uma solugio c é limitada por

b al

|CH7C‘ S 2n

Assim, se €, for a estimativa do erro absoluto na n-ésima iteracdo, entao

En
€n+l S 5

e assim notamos que o método da bisseccdo tem convergéncia linear, o que veremos ser lento
(computacionalmente), comparado a outros métodos.

3.4. Experimentando o método

Considere a funcdo f(x) = x* +3x3 - 3x 4 . Isole suas raizes reais e calcule sua maior raiz positiva
com precisdo 1072,

Proposta de Solugio: Pela Regra do Maximo, ver equagdo (1), todas as raizes z reais do polindmio,
se existirem, situam-se em ] —5,5[. Calculando as respectivas imagens dos inteiros no intervalo
[-5,5], temos:
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x | 5 |4]3[2[-1]0]1]2] 3] 4] 5
f(x) | 261 |72 | 5 | -6 | -3 | -4 | -3 | 30 | 149 | 432 | 981

Tabela 1: Imagens dos inteiros no intervalo [-5,5]

Fazendo a escolha dos subintervalos de [-5,5], tais que as imagens possuam sinais opostos, verifica-
se que apenas os intervalos (-3,-2) e (1,2) possuem raizes reais. Além disso, o intervalo (-3,-2)
possui exatamente uma raiz real, pois:

1. Pela Regra dos Sinais de Descartes II, o niimero de raizes reais negativas, N_, ndo excede as
variacbes de sinais de f(-x) = x* -3x3 +3x -4, V=3,e V- N_ é par. Logo, N_ € {1,3}.

2. Pelas Relagoes de Girard, o produto das raizes é 4.

Logo, ndo podemos ter trés raizes reais negativas no intervalo (-3,-2), pois assim o produto das
raizes seria negativo. Ademais, pela Regra dos Sinais de Descartes I, podemos afirmar que o
intervalo (1,2) possui uma tnica raiz positiva.

Dessa forma, estad claro que temos uma raiz real negativa no intervalo (-3,-2) e uma raiz real
positiva no intervalo (1,2) e duas raizes complexas.

Agora, vejamos as iteragoes no Visual Calculo Numérico (VCN) para calcular a maior raiz positiva.
Primeiramente, acessamos a aba Célculo de Raizes, em seguida, selecionamos o Método da Bis-
secgdo, a interface ird abrir, selecionamos o critério de parada |x, —x,_1| <precisdo e preenchemos
os campos da funcdo, do intervalo considerado (1,2) e da precisdo 1072, e por fim clicamos em
Calcular para obter a tabela de iteragoes da raiz aproximada, obtendo X = 1,226. Ver Figura 2.

181 Cslculo Numérico
Utiltarios  Operadores Interpolagio Derivagdo Integragio Equagbes Diferenciais _Sistemas Lineares  Célculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagso

Bl 120 de Fungao - Método 42 Bssegdo - 020 =T
Principal | Grafico |

Critério de Parada
| F(Xn) | <Precisdo @ | Xn-Xn-1| <Precisdo | Xn-Xn-1|/|Xn| <Precisdo | Xb - Xa | <Precisdo

Entre com a fungéo:

)=

X4+ 37X 3-37%-4

™ Execucdo Passo a Passo

X inicial (A) ‘1 Resultado: X = 1,2265625
Erro : 0,0078125
Xfinal (B) ‘2 lteracdo - 7
Preciséo: ‘ 001 ¥ Grafico i Novo ¥l Sair © Reinicia
lteracio XA = [f(XA)= [xB=_ [f(xB)= [XN= [fXN) = [Emo=_ ]
1- 1 -3 2 30 15 6,6875
2 1 3 15 6,6875 1,25 0,55078125 0,25
- 1 -3 1,25 0,55078125 1,125 -1 501708984375 0,125
- 1,125 -1,501708984375 1,25 0,55078125 1 1875 -0 5502777099609375 0,0625
- 1,1875 -0 5502777099609375 1 25 0,55078125 1 21875 -0, 0191640853881835938 0,03125
- 1,21875 -0,0191640853881835938 0,55078125 1 234375 0,260864317417144775 0,015625
- 1,21875 -0,0191640853881835938 1 234375 0,260864317417144775EIFEERAE  0,11962539330124855 0,0078125

Figura 2: Tela do ven.exe para método da bissecgao
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4. Método da Falsa Posigao

Suponha y = f(x), onde f seja uma funcao continua no intervalo I = [a,b], tal que f(a) - f(b) <0 e
com uma unica raiz no intervalo considerado. Enquanto no método da bisseccao é feita uma média
aritmética simples (sem ponderagdo) dos valores a e b, 0 método da falsa posicio faz uma média
ponderada desses valores com pesos [f(b)| e [f(a)|, respectivamente, ou seja, o ponto que divide o
intervalo [a, b] é dado por
_alf(b)| + blf(a)] _ af(b) —bf(a) @)
T D)+ @] T f(b) —f(a)

A segunda igualdade segue do fato de que f(a) e f(b) tém sinais contrérios.

Figura 3: Interpretacdo geométrica do Método da Falsa Posicao

Tecnicamente, a reducdo da amplitude do intervalo faz-se pela sucessiva divisdo de [a, b] pelo ponto
X, = %, gerando uma sequéncia de intervalos encaixados da forma: {[a,b], [a;,b;], [a5, bs].
Uma vez obtido x,, a cada iteragdo, é preciso verificar em qual dos subintervalos [a,,x,] ou [x,,b,]
estd a raiz procuarada. Para isso examina-se o sinal de f(a) - f(x,). Se for negativo, a raiz estd no

intervalo [a,,x,], e definimos x,, = b,; caso contrario, estd em [x,,b,], e definimos x,, = a,,.

4.1. Formula de iteracao

Na verdade, o que se faz no método da posicao falsa é substituir o grafico de f no intervalo de cada
iteracdo por um segmento de reta. Nesse caso, a aproximacao dada pelo nimero X, obtido por
meio da equagdo (2), é o ponto de intersecgao da reta que passa pelos pontos (a,f(a)) e (b,f(b))
com o eixo OX.

De fato, a equacao da reta y = Ax + B que passa por esses dois pontos, pode ser obtida por

x y 1
a f(a) 1[=0.
b f(b) 1

De onde segue:

af(b) — bf(a)
f(b) —f(a)

X =

Como f(a) e f(b) possuem sinais opostos, podemos tomar
B
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af(b)] + blf(a)|

|£(b)] + [f(a)]|
Defina ag = a e bg = b. E observe que, a cada iteracdo, os limites do intervalo sdo alterados
obedecendo o Teorema de Bolzano — isso pode ser observado no grafico da Figura 3. Logo, na

iteracdo n um novo intervalo, [a,, %, ] ou [x,, b, ], serd considerado por conter a raiz, onde também
definimos x,, = a, ou x,, = b,. Dessa forma, por inducdo, temos a féormula iterativa:

= % [f(by)| + bylf(ay)]
" f(by)] +[f(ay)] -~

n=0,1,- (3)

Observe que esse método sintetizado em (3) procura beneficiar a busca do menor f(x) gerado por
a, ou by, sendo equivalente a localizar uma raiz aproximada por meio da média ponderada entre
a, e by, utilizando como pesos [f(a,)| e |f(by)]|-

4.2. Descrigao do algoritmo da Falsa Posigao

O algoritmo para tal método pode ser o mesmo que o utilizado para o método da bissecgao,
anf(bn)fbnf(an)

alterando-se apenas a féormula de iteracao para x, = ENETEN]

4.3. Experimentando o método

Exemplo: Seja f(x) = x3 - 9x + 3. Encontrar a raiz de f(x) do intervalo I = [0, 1] usando a precisdo
€ =5-10"* e o critério de parada |f(x,)| < €.

Proposta de Solugdo: Primeiramente, isolemos as raizes. Pela Regra do Maximo, ver equagdo (1),
todas as raizes z reais do polinémio, se existirem, situam-se em ] — 10, 10[. Mas, basta observar as
respectivas imagens dos inteiros no intervalo [4,4]:

x |4 [3[2[-1]0][1]2][3]4
fx) |25 | 3 | 13|11 |3 |5 |-7]3]31

Tabela 2: Imagens dos inteiros no intervalo [-4,4]

Fazendo a escolha dos subintervalos de [-4,4], tais que as imagens dos extremos possuam sinais
opostos, verifica-se que todas as trés raizes do polindmio sdo reais e localizam-se nos intervalos
(-4,-3), (0,1) e (2,3). Dessa forma, fica claro que o intervalo [0, 1] possui exatamente uma raiz
real.

Agora, vejamos as iteragdes no Visual Célculo Numérico (VCN). Primeiramente, acessamos a aba
Célculo de Raizes e, em seguida, selecionamos o Método da Falsa Posicdo. A interface ird abrir
e em seguida selecionamos o critério de paragem |f(x,)| <precisdo e preenchemos os campos da
funcao, do intervalo considerado (0,1) e da precisdo 5-107#, e por fim clicamos em Calcular para
obter a tabela de iteragoes da raiz aproximada, obtendo x = 0,33765. Ver Figura 4.
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18] Célculo Numérico
Utilitirios Operadores  Interpolagio  Derivagdo Integragio  Equagdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagio
1881 2)Zero de Fungio - Método das Cordas - Regule Falsi =&
Principal | Gréfico|
Critério de Parada
& | F(Xn) | <Precisido | Xn-Xn-1| <Preciséo | Xn - Xn-1]/ |Xn| <Precis@o | Xb - Xa | <Precisdo
Entre com a funcdo:
0= [x"3-9%+3
[~ Execugdo Passo a Passo
Xinicial (A): ‘ 0 Resultado: X = 0,337635045511400692
Erro: 0,000225884176538136737
Xfinal (B): ‘ 1 lteracéo - 3
Preciséo ‘010005 ¥ Gréfico & Novo ‘ B Sair | « Reinicia
lteraco | XA = [f(XA)=[XB = [(xB)= [xn= [fom) = [Erro=
= 0 3 1 -5 0,375 -0,322265625 0,3
2- 0 3 0,375 -0,322265625 0,338624338624338624 -0,00879019929438450772 0,008790199294
3- 0 3 0,338624338624338624 -0,00879019929438450772 (VR GREEENRENIEP -0,000225884176538136737  0,0002258841765

Figura 4: Tela do ven.exe para método da falsa posicéo

4.4. Método de Newton-Raphson

O método de Newton (ou de Newton-Raphson) é um dos métodos numéricos mais poderosos e
conhecidos para a solugdo de problemas de busca de resultados. Existem muitas maneiras de
introduzir o método, e uma delas é baseada nos polindmios de Taylor. A derivacdo especifica do
desenvolvimento produz nao apenas o método, mas também um limite para o erro da aproximagao.
Suponha que f € Cz[a,b]. Denote por x3 € [a,b] uma aproximacao para a raiz exata p de tal
modo que f (xg9) £ 0 e |p —xg| é pequeno. Considere o primeiro polinémio de Taylor para f(x)
expandido em torno de xq e avaliado em torno de x = p:

/ —_ 2 ’’
() = xo) + (0 x)f (x0) + L0 (). (@)

onde &(p) estd entre p e xo3. Uma vez que f(p) = 0, de (4) temos:

’ — 2 ’’
0 = f(xo) + (b x0)f (x50) + L (£ p).

O método de Newton é derivado supondo que |p — xg| é pequeno, e assim o termo envolvendo
(p —Xg)? é muito menor. Donde

e portanto temos
f(xg)
P=Xyo— 7 =+ X1
(%0)

Isso prepara o cenario para o método de Newton, que comega com uma aproximacao inicial xg e
gera a sequéncia {x,};”, por meio da seguinte férmula:

Xn:Xn,lff,(Xn—fl), n>1. (5)

f (anl)
an

452 St
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Assis e Batista

4.5. Interpretacao Geométrica

A figura abaixo ilustra como as aproximagoes sdo obtidas com tangentes sucessivas. Comegando
com a aproximacdo inicial xq, a aproximagao x; é a x-interceptagao da linha tangente para o grafico
de f em (xg,f(xg)). A aproximacdo x, é a x-interceptagéo da linha tangente para o gréafico de f em
(x1,f(x1)) e assim por diante.

Linha f'(x1)

f{ (x1.F(x1))

Linha f'(xo)

Figura 5: Interpretagdo Geométrica do Método de Newton

4.6. Descrigao do método de Newton

Considere a equacgao f(x) = 0. Suponha que f (p) # 0, e que f(x), f (x) e f (x) sejam continuas
num intervalo I que contém a raiz x = p.

Dados: xg (aproximacao inicial), €| e €,(precisdes) e N (méximo de iteragoes). Para n = 0 até
n = N faga x,,; = x, — {(x,)/f (x3). Se [f(xp41)] < €1 ou [Xp11 —Xy| < €5, entdo X = x,,q, €
terminamos. Se n = N, entdo terminamos, e a sequéncia de aproximacoes gerada pelo método nao
converge para a solugio.

4.7. Condigoes de convergéncia

Segundo Newton, para haver a convergéncia a uma raiz em seu método, bastaria que o intervalo
(a,b) em analise fosse suficientemente pequeno. Contudo, Raphson e Fourier concluiram que um
intervalo pequeno é aquele que contém uma e somente uma raiz.

Havera convergéncia a uma raiz no intervalo (a,b) se, e somente se, f(a) - f(b) <0, f (a) - f (b) >0
ef (a)-f (b)>0

Teorema 6 (Condicdo suficiente de convergéncia para o método de Newton). Seja (a,b) um inter-

valo que contém uma $6 raiz da equagdo f(x) = 0. A sucessdo de valores x; gerados pelo método de
Newton-Raphson é mondtona e limitada (e portanto convergente) se:

1.f(x) 20, 8x € (a,h);
2.f (x) 0, 8x € (a,b);

O leitor pode encontrar uma demonstragéo de tal resultado em (ALVES, 2001).
R
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Observagio 1. Notamos que em casos especificos é interessante que o dominio da fungio seja o

intervalo fechado e o valor inicial seja um dos seus extremos. Neste contexto, precisamos de uma
o~ . . 24

condicdo extra, a saber, que o extremo escolhido xq satisfaga f(xqg) - f (x¢) > 0.

4.8. Convergéncia quadratica
Nesta subsegao verificaremos que a convergéncia no método de Newton é mais rapida (computacio-
nalmente) e assim mais interessante para fins de programacao.
Lembre que a férmula de iteragdo do método de Newton, ver (5), é dada por:
f(xy)

Xn+l = Xn = 7 (6)
f(xy)

4
se f (x,,) existir e for ndo nula, n > 0.

De acordo com o teorema de Taylor, se f tem derivadas até segunda ordem em um intervalo I, entao
f pode ser representada pela expansdo em torno de um ponto préximo da raiz de f. Suponhamos
que p seja a raiz. Entao pela férmula de Taylor com resto de Lagrange temos, para algum & que
esteja entre x,, e p:

’ f/l
() = ) + £ (5 (0 5,0 + T o,

)2
Como p é raiz, entdo f(p) = 0 e portanto

0= fst,) + £ () (b 35,) + 52 (p 3,02,

E assim

Mas, usando equagdo (6) temos:

7f” o 2
M = (anxnwkl) + (p*Xn),

2f (x,)
o qual pode ser reescrito por
£ (&) (p—x,)?
P Xyl = #
2f (x,,)
Denotando o erro p —x,, por E,, obtemos que:
&) |2
| n+1:’ 7 |En‘
2f (x,)
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4.9. Experimentando o método

Nesta subsecao apresentamos um exemplo utilizando o método de Newton de aproximacao de
reizes.

Vamos determinar a maior raiz real da equacdo f(x) = x> —2x 1 = 0 com erro inferior a 1073.

Proposta de Solugdo: Utilizando a Regra do Maximo, ver (1), temos que suas raizes (reais ou
complexas), se existirem, tém moédulo menor que 3. Assim, calculando as imagens dos inteiros no
intervalo [-3,3] temos:

x | 3]2[-1]0]1]2]3
fx) | 2250 |-1|-2]3]20

Tabela 3: Imagens dos inteiros no intervalo [-3,3]

Observe que o intervalo [1,2] é o que se encontra mais a direita no eixo positivo OX, tal que os
extremos possuem imagens de sinais contrarios; logo contém a maior raiz real positiva. Além disso,
essa raiz € Unica, pois pela Regra de Sinais de Descartes I, o ntimero de raizes reais positivas nao
excede o numero V de variagdes de sinal dos coeficientes nao nulos de f(x), que é igual a 1.

Demonstrado que o intervalo (1,2) possui uma tUnica raiz, podemos verificar as condigoes de con-
vergéncia:

1. £(1) - £(2) < 0;
2. f'(x) = 3x2 -2 ¢ daf temos f'(1) - f'(2) = 1.10 > 0;

3. " (x) = 6x > 0 em todo o intervalo.

Para a escolha do melhor extremo, observe que f(2) - fH(Z) > 0. Entdo, escolhamos xq = 2.

Com esse quarto ponto também verificado, estdo cumpridas as condi¢ées de convergéncia. Agora,
vejamos as iteragoes no Visual Célculo Numérico (VCN). Primeiramente, acessamos a aba Céalculo
de Raizes e em seguida selecionamos o Método de Newton. A interface abrird e escolhemos um
critério de parada (que pode ser |x, —x,_1| < precisdo) e preenchemos os campos da fungdo, da
derivada, do ponto inicial x;, = 2 e da precisdao 1073, e por fim clicamos em Calcular para obter a
tabela de iteragao. Ver Figura 6.

Logo, a maior raiz é aproximadamente 1,618, com erro menor que 1073.

5. Consideragoes importantes sobre os métodos

e No método da Bissecgao, as iteracdes nao envolvem céalculos laboriosos, porém pode ser dificil
encontrar um intervalo [a,b], tal que f(a)-f(b) < 0, em equagdes com raizes de multiplicidade par
ou raizes muito proximas umas das outras. Assim, na préatica, o método é mais utilizado para
diminuir o intervalo que contém a raiz, pois se o intervalo inicial é tal que by —ag >> €, e se €
for muito pequeno, o niimero de iteragoes n tende a ser muito grande, tornando a convergéncia
bastante lenta;
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81 Calculo Numérico
Utiitérios Operadores Interpolagio Derivagdo Integragdo  Equagdes Diferenciais Sistemas Lincares  Célculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagio

2] 1)Zero de Fungdo - Método de Newton (B8 HoR |
Principal ‘Qréﬁco]

Critério de Parada
 |F(Xn)| <Preciséo “ |Xn - Xn-1| <Precisdo | Xn - Xn-1]/| Xn| <Precisdo

Entre com a funcdo:
fix)= 3271

Entre com a Derivada da Funcéo!

Xz [3*x*2-2
I” Execucdo Passo a Passo Resultado: X = 1,61803398911733056
X inicial (Xo): ‘ 3 E;:c ;(;1.055060[}648303227%-5
Precisao: (0,001 2 Gréfico ‘ # Novo B Sair © Reinicia
lteragao| X = [0 = [Fx)= [ Emo= [
= 2 3 10

2- 7 0,513 6,67 03
3- 1,62308845577211384  0,0297135052972110224 5,90324840578211644  0,076911544227886057
a- 1,61805503971797886 0,000123236664723975391 5,85430633467025047 0,00503341605413508007
5 [GAEIEEEEERRERNEE 2,15100612191779228E-9 2,10506006483032271E-5

Figura 6: Tela do vcn.exe para o método de Newton

¢ O método da Falsa Posicdo utiliza mais informacao para gerar as iteradas e é, em geral, de
convergéncia mais rapida que o método da Bisseccao. Entretanto, quando a convergéncia para
a raiz sO se faz a partir de um extremo do intervalo [a,b], e a imagem desse extremo tem um
valor muito elevado, a convergéncia é lenta. Esta situagdo ocorre sempre que o grafico da funcao
apresenta a concavidade voltada para cima ou para baixo no intervalo em estudo, podendo
tornar a velocidade de convergéncia bastante lenta, até mesmo mais lenta que no método da
Bisseccao;

e Embora o método de Newton tenha uma convergéncia muito boa, proporcionando geralmente
um ndimero pequeno de iteragoes (considerado o mais rapido entre os apresentados aqui), este

se apresenta mais exigente que os demais, pois exige que f (x) # 0 no intervalo (a,b).

6. Propostas de atividades para o Ensino Médio

A seguir, apresentamos trés atividades sobre o cédlculo de raizes aproximadas através dos méto-
dos iterativos apresentados. A primeira atividade enriquece o desenvolvimento do conteido dos
Métodos da Bisseccado e da Falsa Posicdo, quando requisita ao aluno a utilizacdo do Excel, onde
ele devera entender sobre condicionais, féormulas de iteracdo e a construgdo de algoritmos para
encontrar uma solugdo aproximada. A segunda atividade traz uma alternativa para o calculo da
raiz quadrada. E a terceira atividade potencializa a capacidade de o aluno observar a construgao
de resultados, através de identificacdo de regularidades dentro de um determinado método, e até
mesmo busca comparar os métodos através de seus erros e convergéncias.

6.1. Métodos Iterativos no Excel

Atividade 1: Considere o polinémio x*+x2-9x+3. Em uma planilha Excel, use as ferramentas para
produzir um algoritmo do método da bissecgao e da falsa-posi¢cdo que nos dé a raiz aproximada no
intervalo [1,2] com erro menor que 1073, Observacdo: utilize o critério de parada |x,,; —X,| < €.

Proposta de Solugdo. Na planilha Excel da Figura 7 , primeiramente preparamos a linha 1 (cabe-
¢alho), onde:
i: i-ésima iteracao;

ran
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a: extremo esquerdo do intervalo;

f(a): imagem do extremo esquerdo do intervalo;
x;: ponto médio do intervalo da i-ésima iteracao;
f(x;): imagem do ponto médio da i-ésima iteragao;
b: extremo direito do intervalo;

f(b): imagem do extremo direito intervalo;

€: erro.

Em seguida, preparemos a linha 2 da planilha.

Entao, comegamos pela iteracao 0, a célula A2 recebe o valor 0, a célula B2 recebe o valor 1, a
célula C2 recebe a formula: = B2* + B22 -9 -B2 + 3, a célula D2 recebe a férmula: = (B2 + F2)/2,
a célula E2 recebe a férmula: = D2* + D22 -9 - D2 + 3, a célula F2 recebe o valor 2, a célula G2
recebe a férmula: = F24 + F22 - 9. F2 + 3. Observacdo: o erro na iteracio 0 existe, porém nio é
calculado.

Em seguida, preparemos a linha 3 da planilha.

Vamos agora para a iteracdo 1, para encontrar o novo valor de a é necessaria uma estrutura
condicional, utilizemos a estrutura SE. No caso, a célula B3 recebe a férmula: = SE(C2 - E2 <
0;B2;D2), ou seja, se f(a) - f(x;) < 0, entdo a raiz estd contida no intervalo (a,x;), devemos entao
tomar como verdadeiro o valor de a e tomar como falso o valor de x;. Na célula F3, utilizemos a
mesma férmula: = SE(E2- G2 < 0;F2;D2), ou seja, se f(b) - f(x;) < 0, entdo a raiz esta contida no
intervalo (x;,b). Devemos, assim, tomar como verdadeiro o valor de b e tomar como falso o valor
de x;.

As férmulas de f(a), x; e f(x;) na linha 3 sdo iguais a da linha 2; podemos entdo simplesmente
utilizar a alca de preenchimento para baixo. No caso do erro na linha 3, podemos calcular da
seguinte maneira: = ABS(D3 — D2), pois estamos tratando do médulo da diferenga entre o valor
atual e anterior da raiz.

Por fim, basta agora selecionar a linha 3, e utilizando a alca de preenchimento arrastar para baixo
até chegar & iteracdo 9 onde obtemos erro menor que 1073.Ver Figura 7.

B c D E F G H
a f(a) % flx) b i(h) £
1 -4 15 [ -31875 | 2 5
15 | -31875 | 175 [-030853] 2 5 0,25
1,75 |-0,30859| 1,875 |2,000244 2 5 0,125

1,75 |-0,30859 | 1,8125 |0,764908| 1,875 |2,000244| 0,0625
1,75 |-0,30859 | 1,78125 |0,208589 | 1,8125 |0,764908| 0,03125
1,75 | -0,30859 | 1,765625 | -0,05481 | 1,78125 | 0,208585 | 0,015625
1,765625 | -0,05481 | 1,773438 | 0,075675 | 1,78125 | 0,208589 | 0,0078125
1,765625 | -0,05481 | 1,769531 | 0,010129 | 1,773438 | 0,075675 | 0,00350625
1,765625 | -0,05481 | 1,767578 | -0,02242 | 1,769531 | 0,010129 | 0,001953125
1,767578 | -0,02242 | 1,768555 | -0,00616 | 1,769531 | 0,010129 | 0,000976563

W00 = oh Ln e W Pa

=

wloo |~ (o |w | (w o e o=

Figura 7: Excel para o método da Bisseccao

Logo, pelo método da Bissecgdo, na iteracdo 9, obtemos 1,768 como raiz com erro menor que
1073. Para o método da Falsa Posicdo, a tinica mudanca estd na formula iterativa, logo a célula
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D2 recebe a férmula: = F2 -

(G2(F2-B2))
(G2-C2)

Bisseccao. E como resultado obteremos a planilha da Figura 8.

A B C D E F G H
1 i a f(a) L | f&) | b (h) :
2 0 1 -4 1444444 | -3,56043 2 5
3 1 1,444444 | -3,56043 | 1,67551 |-1,39114 2 5 0,231065215
4 2 1,67551 | -1,39114 | 1,74614 | -0,36582 2 5 0,070630741
] 3 1,74614 | -0,368982 | 1,763624 | -0,08785 2 5 0,017483242
6 4 1,763624 | -0,08785 | 1,767705 | -0,0203 2 5 0,004031566
7 5] 1,767705 | -0,0203 | 1,768645 | -0,00466 2 8 0,00093951

Figura 8: Excel para o método da Falsa Posicao

458
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. Todos os demais passos sdo 0os mesmos que o método da
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Logo, pelo método da Falsa Posi¢do, na iteracao 5, obtemos 1,768 como raiz com erro menor que
1073.

6.2. Raiz quadrada

Atividade 2: Como VA é uma solucdo da equacdo x> — A = 0, podemos usar o método de Newton
para estimar VA (Figura 9).

Figura 9: A sucessdo converge para a raiz para qualquer valor x5 > 0

1. Utilize o fato que a inclinacdo da reta tangente & funcio y = ax? +bx +c no ponto (x, ¥o) € dada
por 2axq + b, para verificar que a férmula de iteragdo para obter a estimativa da raiz quadrada

¢ dada por x, = 0,5(x,_1 + ?AI)'

Proposta de Solugdo: Dando continuidade a sucessdo, temos que a inclinagdo 6 da reta tangente
no ponto x,, é tal que tan 6 = 2x,,. Logo,

Yn Yy Yy
— 0 =2x, = X, Xy = o = X =X, — =—=.
Xy — Xpt1 n n n+1 2Xn n+1 n 2Xn

Como y, =x2— A, temos:
xZ A
2%,

Xn+1 = Xp —

A
Dessa forma, x,,1 = 0,5(x, + X—n).

2. Estime \/E e v1000999 com ao menos cinco decimais exatos. Utilize para isso a férmula de
iteracdo em uma planilha do Excel.

Proposta de Solugdo: Na Figura 9 abaixo, temos duas planilhas Excel. Para a primeira planilha
utilizamos uma aproximagao inicial (1,5) e a férmula de iteracdo como férmula de referéncia.
Assim, na célula C8, temos a seguinte férmula de referéncia: = 0,5(B8 + (2/B8)) para aproxi-

mar V2. Para a segunda planilha utilizamos a aproximagdo uma inicial (1000) e a férmula de
referéncia: = 0,5(B8 + 1000999/B8) na célula C8 para v1000999 . Em seguida, deslocamos a
alca de preenchimento para baixo até obter na aproximagao ao menos cinco decimais exatos.

Dessa forma, \/E ~ 1,41421 e y1000999 =~ 1000, 49937.

N
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ca 0,5*(B3+2/83) €8 £ 0,5 (B8+1000999/B8)

a 8 c o E A 8 c o

1 1
2 2
3 3
4 |Radicando: 2| 4 | Radicando: 1000999

Aproximaciio Aproximagio

Incial Incial
5 1.5 5 100¢)
L] L]
7 Iteragio xn Xnel 7 | meragio xn xnel
Al 1 15| 1416667 [l 1 1009) 1000,459500)
9 2 1,416667| 1,414216) Ll 2 1000.5) 1000,499375|
10 3 1,414216] 1.414214 0 3 1000,499| 1000,499375
11 a 1,414214| 1,414214) n 4 1000,499| 1000,499375|
12 s 1,414214] 1,414214 12 s 1000,499 1000,429375
13 6 1.414214] 1.414214 13 6 1000.493| 1000.488373
14 7 1.414214] 1.414214 14 7 1000.493) 1000,495375
15 s 1,814214] 1414214 1 8 1000,499 1000455375
16 1414214 1% 100,439 E

Figura 10: Raiz quadrada no Excel

6.3. Métodos iterativos no Visual Calculo Numérico

Assis e Batista

Atividade 3: Considere a funcao polinomial f(x) = x3~9x + 3. Encontrar a raiz de f(x) do intervalo
I = [0,1] usando a precisdo € = 1073 e o critério de parada |x,,; — x,| < €. Utilizando o Visual
Calculo Numérico para os métodos da Bissecgao, Falsa Posicdo e de Newton, responda:

1. Em qual método foi utilizado menor nimero de iteragoes? Em qual método foi utilizado o maior

numero de iteragoes?

Proposta de Solugdo. Utilizando o ven.exe, verificamos 10 iteracoes pelo método da Bisseccao,

conforme a figura 11 abaixo:

1= Calcule Numérico

Utilitarios  Op Derivagio Equagées Di Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagdo

1) 2)Zero de Funcio - Método da Bissecdo - f(x)=0
Principal | Grafico |
Critério de Parada
< | F(Xn) | <Preciséo

@« | Xn-Xn-1| <Precisdo | Xn - Xn-1]/ [Xn| <Precisao

Entre com a funcéo:

< | Xb - Xa | <Precisdo

f(x)= |x"3—9"x+3|

I~ Execucéo Passo a Passo
Resultado: X = 0,3369140625

Figura 11: Tela do VCN para o método da Bissecgao

Xinicial (A): |o
Erro : 0,0009765625
X final (B): | 1 lteracdo : 10
Precisao: | 0,001 B2 Gréfico & Novo Bl Sair © Reinicia
Iteracao [ XA = [fixa) = [xB= [f(xB) = [xn= [fOxn) = [Erro = |
= 0| 3 1 5 05 1.375
2= ol 3 0.5 -1.375 0.25 0.765625 0.25
ER 0.25 0,765625 0.5 -1, 0,375 -0,322265625 0,125
4 0.25 0,765625 0.375 -0,322265625 0.3125 0,218017578125 0.0625
= 0.3125 0.218017578125 0.375 -0,322265625 0,34375 -0,053131103515625 0,03125
= 0.3125 0.218017578125 0,34375 -0.053131103515625 0.328125 0,082202911376953125 0.015625
= 0.328125 0,082202911376953125 0,34375 -0.053121103515625 0,3359375  0.0144743919372558594 0,0078125
- 0,3359375 0,0144743919372558594 0,34375 -0.053131103515625  0,33984375  -0,0193439126014709473  0,00390625
= 0,3359375 0.0144743919372558594 0,33984375  -0.0193439126014709473 _ 0.337890625 -0,00243862718343734741 0,001953125
0_ 0,3359375| 0,0144743919372558594 0,337890625 -0,002438627 18343734741 0,00601691845804452896 0,0009765625

Pelo método da Falsa Posicao verificamos 3 iteragoes, conforme Figura 12 abaixo.

E pelo método de Newton sendo xq = 0 o valor inicial, verificamos 4 iterag¢oes, conforme Figura

13.

Nesse caso, o método que utiliza o menor niimero de iteragoes é o da Falsa Posicao, e o método
que utiliza o maior nimero de iteragdes é o da Bissecgdo. Salientamos que se utilizissemos o
valor inicial x = 1, terfamos 5 iteragoes para o método de Newton, mas a solugdo continuaria a

mesma.
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Figura 12: Tela do VCN para o método da Falsa Posicdao

|2 Caleule Numérico
Utilitérios  Operadores  Interpolagdo  Derivagio

Integragdc  Equacdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calcule de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagdo

%] 3)Zero de Fungdo - Método das Cordas - Regula Falsi =N R ==
Principal Igra'ﬂcol
Critério de Parada
| F(Xn)| <Precisdo & | Xn - Xn-1| <Preciséo | Xn - Xn-1| / [Xn| <Preciséao | Xb - Xa | <Preciséo
Entre com a funcéo:
)= [x"3-9%+3
I~ Execucéo Passo a Passo
Xinicial (A): ‘ 0 Resultado: X = 0,337635045511400692
Erro : 0,00098929311293723185
X final (B): ‘ 1 lteragéo - 3
Preciséo: ‘ 0.001 ¥ Gréfico & Novo ¥l Sair ¢ Reinicia
Iteragéio | XA = [f(XA) =[XB = [f(xB)= [xn= [f(xN) = [Erro =
1- 3 1 -5 0,375 -0,322265625
2- 0 3 0,375 -0,322265625 0,338624338624338624 -0,00879019929438450772  0,036375661375
3- 0 3 0,338624338624338624 -0,008790199294384507 72 Ulekyfse iy REDEER -0,000225884176538136737 0,0009892931129

|28 5)Zero de Fungie - Método de Newton
{principal | crafico |

Critério de Parada

© | F(Xn)| <Precisao

Entre com a funcdo:

# |Xn - Xn-1| <Precisdo

©Xn - Xn-1]/]Xn| <Precisio

= o s

)= ‘x“arg‘x +3

Entre com a Derivada da Funcao:

)= |3*x*2-9

I Execucdo Passo a Passo

Resultado: X = 0,33760895596531279
Erro:2,11835847518352001E-6

Xinicial (Xo): =
(Xo) ‘ 0 lteracdo - 4
IECSa: ‘ 0,001 ¥ Grafico i Novo Kl sair © Reinicia
lteragao] X = [ fCO= [ ()= [ Ero= |
1- [} 3 -9
2- 0,333333333333333333  0,0370370370370370372 -8,66666666666666667  0,333333333333333333
3- 0,337606837606837607 1,83408850952129863E-5 -8,658064869602333114 0,00427350427350427353
4 - 0 089559 ] 4,54498374699574548E-12 2,11835847518352001E-8

Figura 13: Tela do VCN para o método de Newton

2. Observando os métodos numéricos em questao, o que podemos observar no tocante ao surgimento
dos digitos significativos corretos a cada iteragao?

Proposta de Solugdo: Observe a Figura 13. Podemos identificar que, no método de Newton em
questao, os digitos corretos comegam a surgir a partir da primeira iteragao, e a quantidade de
digitos corretos duplica & medida que os valores da sequéncia aproximam-se da raiz. Isso ocorre
porque o método tem convergéncia quadratica.

3. Observando os métodos numéricos em questao, quanto & precisao, o que se pode dizer?

Proposta de Solucio: B possivel observar na Figura 11 que o erro reduz-se 4 metade a cada
iteracdo no método da Bissec¢do. Nos demais métodos nao é facil ver alguma regularidade.
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7. Consideragoes finais

Alguns desafios podem ser encontrados durante a execucao deste trabalho com alunos do 3° ano
do ensino médio. No conteiildo temos uma gama de conceitos que normalmente sdo tratados nos
anos iniciais do ensino superior, mas que se levados para um projeto de extensdo ou laboratério
de ensino podem ser muito frutiferos. Visto que a BNCC vem mudando a praxe de alguns anos
atras na busca por uma educacdo cientifica e tecnoldgica com base sélida, fazem-se necessarios
textos nessa diregao para auxiliar os professores na elaboracao de suas aulas. No tocante ao uso de
tecnologias, devemos considerar que muitas escolas possuem uma infraestrutura precaria, e muitas
vezes nao dispoem de laboratérios de informatica ou de softwares disponiveis. Recomenda-se o uso
do software Libre Office Calc, que faz parte de uma suite gratuita e livre, no caso da nao existéncia
do Microsoft Excel, que necessita de licenca comercial. E, como nao é possivel a utilizacdo do
Visual Céalculo Numérico através de smartphones, sugerimos o uso de tablets na sala de aula, pois
adaptaremos o aluno a realidade do mundo digital de forma criativa.

Alguns autores consideram a formacao de professores o maior desafio da atualidade para a educagao
4.0. Uma formacao diferenciada é essencial para acompanhar tamanha maré de desenvolvimento.
O cenério é o de desenvolver competéncias, e assim o professor deixa de ser o especialista em deter-
minado contetido para tornar-se um propulsor para o desenvolvimento do conhecimento, usando
metodologias interativas para conduzir os estudantes na busca de informagoes, geracao de solugdes
e avaliacdo do trabalho realizado. As salas de aula tornam-se espagos para a construgao de conhe-
cimento, e o professor serd um lider-pesquisador, que, ao lado dos alunos, engaja-se na busca de
solugoes para novos problemas.

O ensino sobre métodos iterativos para encontrar raizes nao se encerra apenas com a aplicagdo das
atividades que foram propostas, cabe aos professores a elaboragao de novas atividades relacionadas,
possibilitando que o estudante cada vez mais desenvolva o pensamento computacional. Nesse
sentido, a BNCC ressalta a importéancia de se trabalharem as capacidades de compreender, analisar,
definir, modelar, resolver, comparar e automatizar problemas e suas solugoes, de forma metddica
e sistematica, por meio do desenvolvimento de algoritmos.
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