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O teorema de Pappus-Guldin
sobre volume de sélidos de revolucao

Alex Ferreira Rossini® Andre Luiz Goulart Matos®

Resumo

2

Introduzido de modo axiomadtico, o Principio de Cavalieri é uma ferramenta cldssica no processo de
deducdo do volume de sdlidos estudados no ensino médio, tais como: cilindro, cone e esfera. A proposta
deste trabalho consiste em apresentar um Teorema de Pappus-Guldin como op¢do para o cdlculo do volume
de sdlidos de revolucdo. Para isso, apresentaremos o conceito de centroide de uma figura plana homogénea
e o localizaremos no plano. Por fim, encontraremos o centroide de um setor circular reto e, por meio do
Teorema de Pappus-Guldin, calcularemos o volume da esfera.
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Abstract

Introduced axiomatically, Cavalieri’s Principle is a classic tool in the process of deducing the volume of
solids studied in high school, such as cylinders, cones and spheres. The purpose of this paper is to present a
Pappus-Guldin theorem as an option for calculating the volume of solids of revolution. To do this, we will
introduce the concept of the centroid of a (homogeneous) plane figure and locate it in the plane. Finally, we
will find the centroid of a right circular sector and, using the Pappus-Guldin Theorem, calculate the volume
of the sphere.

Keywords: Solid of revolution; Centroid; Theorem of Pappus-Guldin.

1. Introducao

Ao longo de todo o texto usaremos o termo figura homogénea em referéncia a uma regidao do plano de
densidade constante. Neste trabalho, estamos interessados em obter as férmulas para o volume de certos
s6lidos de revolugao, tendo como método o emprego de um Teorema de Pappus-Guldin pouco explorado no
ensino basico. Para realizar esta tarefa, precisaremos do conceito de centroide G = (X, y) de figuras planas
e de sua localizag@o no plano.

Em fisica, o conceito de centroide desempenha um papel importante no contexto de dindmica dos corpos
rigidos. Grosso modo, para estudar os efeitos (por exemplo, translacio e rotacdo) da a¢do de uma forga
externa em um corpo rigido, que pode apresentar forma irregular, idealiza-se o corpo substituido por uma
Unica particula, cuja massa é a mesma do corpo original. Esta particula ou ponto recebe o nome de centroide.
Em seguida, considera-se a agdo da forca externa neste ponto de referéncia (que “representa” todos os pontos
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do corpo) e a andlise dos efeitos é simplificada, uma vez que a distribui¢ao da massa do corpo influéncia os
efeitos.

Para termos uma ideia de centroide imagine, nosso caso de interesse, um disco homogéneo e de mesma
espessura ao longo de sua extensdo. Em seguida, desejamos equilibra-lo, de modo que permaneca paralelo
ao chio, apoiando-o em uma haste fixa e vertical ao chdo. Dependendo do ponto de contato com a haste o
prato podera realizar um movimento de rotagdo e cair. Caso contrario, o equilibrio do prato sobre a haste,
pode ser interpretado como se a massa do prato estivesse toda concretada sobre o ponto (centroide) de
contato com a haste, de sorte que a forca exercida pela haste sobre o prato nao o rotaciona.

A proposta deste trabalho, como dito anteriormente, é explorar o volume de certos sélidos de revolugao.
Para este fim, consideremos uma figura plana D (homogénea) girando em torno de um eixo fixo; assim,
cada ponto da figura (corpo rigido) gira o mesmo angulo e cada ponto descreve um caminho circular de
certo comprimento a depender de quao longe estd do eixo. Nao ¢ dificil de imaginar o rastro de tais pontos
descrevendo um sdélido, e neste contexto, o comprimento do caminho tragcado pelo centroide G é especial.

Figura 1: Regido D e o correspondente sdlido de revolugdo.

De fato, o volume de tal s6lido de revolug@o é o mesmo do cilindro de base D e altura igual ao comprimento
da circunferéncia descrita por G. Esta relacdo entre o volume de sélido de revolugdo e o centroide da figura
rotacionada é o contetido do teorema a seguir.

Teorema 1 (Pappus-Guldin). Se D é uma regido do plano de area A e € é uma reta no plano de D que ndo
intersecta o interior da regido D, entdo o volume do solido gerado pela rotagdo de D em torno de € por um
angulo a (em radianos) é igual a

V=AXL = adA,

onde L denota o comprimento do arco de circunferéncia determinado pelo centroide G da regiGgo D ed é a
distancia de G ao eixo de rotacdo. Em particular, se o solido é obtido por meio de uma rotagcdo completa
em torno de €, entdo

V =2xdA. (1)

2. Um pouco de historia

De acordo com [2, 7], Pappus nasceu no Egito em Alexandria (aprox. 300 d.C) e seus trabalhos escritos

indicam se tratar de um ge6metra e professor de matemética. No Livro VII de sua Colegdo foi apresentado

pela primeira vez (sem prova) o enunciado do Teorema 1. Apds um longo periodo sem alarde, de forma
ran
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independente, o matematico suico Paul Guldin (1577-1643) redescobre o resultado geométrico. Contudo,
nem Guldin (1640) e nem Cavalieri que estudard o problema (1647) dispunham de uma prova satisfatéria
para o problema milenar. Em 1644 [3] o matemadtico John Antonio Roccha, aluno de Guldin, publica na
Opera Geometrica de Torricelli uma demonstragao rigorosa do resultado. Para uma prova do Teorema de
Pappus-Guldin (em portugués) e para saber mais sobre a histdria deste resultado consulte [6]. Para uma
motivacdo, particular, do resultado veja [4] pag. 284.

3. Centroide de um conjunto de particulas

Como desejamos “substituir” uma figura plana por um ponto (seu centroide) vejamos, entdo, a defini¢cdao
matematica de centroide para um conjunto de pontos de massa distribuidas num plano.

Considere um sistema de particulas de massas my, ..., my e posi¢do (x1,y1),--., (Xk, ). Entdo, as
y
F
e o°
A G
| GEEEEEEE T )
Y Ee: 9
1 @
D |
° |
' X
F

Figura 2: Sistema de particulas.

coordenadas cartesianas do centroide G = (X, ¥) sdo calculadas a partir das médias ponderadas, conforme
as equagoes:
miXq + MoXo + -+« + My Xk mpy; +moys + -+ mMgyy

%= e §= 2)
mj +mo + -+ mg mp; +mo + -+ myg
Note que a quantia X tem a propriedade de substituir cada elemento da lista (x1,Xo,...,xx) de modo a
preservar a média ponderada, a mesma propriedade vale para ¥ com relagéo a lista (y1,ya, .-, Vi)

3.1. Centroide de figuras planas basicas

Conforme vimos em Teorema 1, o volume de um sélido (de revolugao) depende da distancia d entre o
centroide G e o eixo de revolu¢do. Desse modo, a localizagdo de G é uma etapa fundamental e, a fim de
tornar o trabalho mais simples, admitiremos as seguintes propriedades:

(1) O ponto médio de um segmento (homogéneo) de reta coincide com G, além disso, a “massa” atribuida a
ele é proporcional ao seu comprimento [8].

(2) Se uma figura plana (homogénea) admite eixo de simetria entdo G localiza-se sobre tal eixo. Por
consequéncia, se a figura possui dois eixos de simetria entdo seu centroide encontra-se na intersec¢ao dos
eixos.

@t s
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(3) Para figuras planas compostas, ou seja, figuras formadas pela justaposicdo de outras formas (ndo ne-
cessariamente por tridngulos) como no do caso poligono ABCDE da Fig. 3, o centroide G é obtido
determinando os centroides de cada parte da figura separadamente e, em seguida, aplicando (2) para tal
conjunto de pontos.

me

Yo}

e

Figura 3: Centroide de figuras planas.
Para futura referéncia, reunimos no Exemplo 1 a posi¢do de G para um conjunto de figuras planas, a saber:
retangulos, tridngulos e discos.

Exemplo 1. Localizacdo dos centroides das figuras: retingulo, tridngulo e disco. Cabe enfatizar que
estamos considerando para cada figura seu contorno e a regiao limitada pelo mesmo.

(a) Para um triangulo, localiza-se G sobre a interseccdo das medianas, ou seja, G € o baricentro. No caso
particular de um tridingulo retangulo, o centroide localiza-se a um tergo de sua altura e base.

(b) Para um retdngulo, tem-se que G estd sobre a interseccdo das diagonais, visto que elas sdo eixos de
simetria. Perceba que as diagonais sdo ainda eixos de simetria para o contorno do retdngulo, neste caso, os
centroides de cada figura coincidem. Neste tltimo caso, o centroide ndo pertence a figura.

(c) Para um disco (ou uma circunferéncia) G € o seu centro, pois qualquer didmetro é um eixo de simetria.

Figura 4: Centroide de figuras planas bdsicas.

N
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4. Volume de alguns sélidos de revolucao

Ao iniciarmos o assunto volume de solidos (de revolug¢do) no ensino basico, tradicionalmente, seguimos
uma linha metodoldgica a partir do Principio de Cavalieri. Isto €, uma sequéncia didatica a fim de apresentar
as férmulas para o volume de tais s6lidos inicia-se apresentando a unidade de medida para o volume (cubo
de aresta 1 cujo volume, por defini¢do, serd igual a 1) em seguida discute-se o volume de um paralelepipedo
retangulo e as conhecidas férmulas sdo deduzidas.

No presente trabalho, apresentamos as tradicionais férmulas para o volume de alguns sélidos de revolucao
(cilindro reto, cone reto, tronco de cone e esfera) sob a 6tica do Teorema 1 e dos fatos contidos na Secdo 3.1.

4.1. Volume do Cilindro

Sejam ABCD um retangulo de altura AB = h e base AD = r com eixo-y de revolu¢io conforme Fig. 5.

Figura 5: Centro do Cilindro ABCD.

Na Secao 3.1, anotamos que o centroide G de ABCD situa-se sobre o encontro das diagonais. Denotamos
por GE a distancia d do centroide de ABCD ao eixo-y de revolugdo. Note que, GE é a base média do
tridngulo ABD reto em A, pois G € ponto médio de BD e GE € paralelo a AD, logo d = GE = 5. Portanto,
pelo Teorema 1, o volume do cilindro reto é

N
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V =2r.d.(ABCD)
= 27r.%.(rh)

= r’h.

4.2. Volume do Cone

Considere a superficie de um triangulo ABC (reto em A) e um eixo-y de revolugio, com AB sobre tal eixo,
assim AC € perpendicular ao eixo. Sabemos (Se¢do 3.1) que a localizagdo do centroide G de um tridngulo
fica em seu baricentro.

Nestas condigdes, a distancia d do baricentro G ao eixo de rotacdo é obtida tracando por G a perpendicular
ao eixo-y. Dito isso, denotamos por g o didmetro do circulo que circunscreve ABC, entdo a hipotenusa
BC = g e, além disso, a mediana relativa a hipotenusa mede metade de seu comprimento, isto é, AF = g/2.
Desde que G divide as medianas na razdo de 2 : 1 temos: AG = %AF, e substituindo AF = g/2 obteremos
AG=(2)(5) =5

Figura 6: centroide e distincia ao eixo.

Agora, tracando a perpendicular partindo de G ao eixo-y determinamos o segmento GH e, consequente-
mente, o triangulo AGH é reto em H. Ja que os angulos GAH e ABF sdo congruentes, pois ABF é isdsceles,

temos sen(GAH) = sen(AﬁF) = %, a dltima igualdade segue pela Lei dos Senos. Logo,

d=GH= AG.sen(GAH) - ATC.
ran
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Finalmente, do Teorema 1, segue que o volume V do cone, com AB =h e AC = r, é dado por:

V = 27.d.(ABC)

AC (AC.AB)
=2n.— .| —
3 2

= 17r1r2h.

3

y
L T e

4.3. Volume do Tronco de Cone

sobreposto e perpendicular ao eixo de revolucao.

Para a deducdo do volume de tronco de cone consideramos a revolug¢do (completa) de um trapézio retangulo
ABCD em torno do eixo-y, de modo que o lado AB e a base maior AD permanegam, respectivamente,

y y
- B c B <
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\\ ,'; |
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Figura 7: Distancias dos centroides.

Inicialmente, para determinarmos a distancia d do centroide G do trapézio ABCD ao eixo de revolugio

(eixo-y), dividimos ABCD em um retangulo ABCE e em um tridngulo CDE reto em E. Denotamos os
centroides de ABCE e de CDE por G; e Ga, respectivamente, e suas respectivas distancias ao eixo-y por d;
e ds, conforme ilustrado em Fig. 7.

Considerando AD=R, BC=r e AB=h, respectivamente, o raio da base maior (R), o raio da base menor (r) e
a altura (h) do trapézio retangulo ABCD, temos

BC ED R+2
d]ZTZE e d2=BC+—=I' i

3

LRoT
3

D)
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Assim, a distancia do centro massa do trapézio retingulo ABCD ao eixo-y, € obtida pela a média ponderada
tomando as distancias d; e dy como valores e as respectivas areas como pesos. Logo,

_diS1+dS;  (RP+r?+rR\ [ 1
TS +S, 3 r+R/’

h(R-r)

em que S =rh € a drea do retdngulo ABCE e S; =
Teorema de Pappus - Guldin,

a drea do triangulo CDE. Portanto, em vista do

V = 27.d.(ABCD)

(R2+r2+rR)( 1 )((r+R)h)
=2n
3 r+R 2

= %h[R2+r2+rR].

5. Exemplo e alguns problemas resolvidos

Num primeiro olhar, o emprego do Teorema 1 realizado na Sec¢do 4 pode parecer ndo vantajoso. Porém,
para sdlidos afastados do eixo de revolugdo percebemos sua potencialidade. O exemplo 2 a seguir (veja
[4, 5] para mais detalhes) ilustra a eficiéncia, no célculo do volume de sélidos de revolugdo, do processo
dado pelo Teorema 1.

Exemplo 2. Determine o volume de cada sélido obtido pela revolucao das figuras abaixo. Para isso, obtenha
a distancia d e aplique o Teorema 1.

y s y
5 5
5
B C
4 4
4 B ¢
3
o @ 3 :
d G
2 2_| d
2
1 A D 1 A D 1
= X X
0 1 2 3 4 5 6 [ 1 2 3 4 5 6 7 [ 1 2 3 4 5 6

Figura 8: Segdes transversais.

Problema 1. Considere o sélido obtido pela revolu¢do de um retingulo ABCD em torno de um eixo-y.
Sabe-se que o lado BC mede 6 cm, a diagonal BD mede 12 cm e € paralela ao eixo de revolucdo, conforme
ilustra a figura abaixo. Determine, com base nos dados fornecidos, o volume desse s6lido.

Solucdo: A estratégia (cldssica) para obter o volume do sélido é particiond-lo em sélidos menores e/ou
adicionar ao sélido inicial porcdes, cujo volume sejam faceis de determinar. Visualizando o sélido na
D
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Figura 10: Sélido de revolucio.

Fig. 10, podemos concluir que o volume desejado é obtido considerando o volume de dois troncos de cone
de mesma base maior e bases menores opostas e subtraindo deste o volume de dois cones de mesmo vértice
A e cujas bases sdo as bases menores dos tais dois troncos de cone.

Para resolver o exemplo a luz do Teorema 1, temos que a drea do retingulo ADCD na Fig. 10 (se¢do
transversal do sélido de revolugao) vale:

(ABCD) = BC.CD = 6.12 cos(30°) = 36V3.
Por fim, temos d = ABsen(30°) = 3V3 e dai o volume procurado é:
V =2nd(ABCD) = 648n.

Problema 2. Determine o volume do fuso esférico correspondente ao giro de 35° graus, usando os dados
da figura.
3

X _ Ar _ o _ 357 4r mr? _ Tar
Solucdo: Temos d = 35 € 0 = 35°. Portanto, V= R = e
9

N
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Figura 11: Fuso esférico.

Neste exemplo, assumimos conhecido que G = (;—;, 0) é o centroide do semidisco e, neste caso, d € a

abscissa de G. Na Se¢do 6 daremos mais detalhes sobre o centroide de um semidisco.
6. Volume da Esfera

Denote por D o setor circular do plano R? formado pelos pontos (x, y) tais que:

D: x>+y?<r? comx >0,y >0 (r>0).

Assumimos, por um momento, conhecido que (X, ¥) = (;—;, ;—;) é centroide da regido D.

Figura 12: Centroide do setor circular reto.

Por simetria, o ponto (0, ;—;) ¢ o centroide do semidisco na Fig. 13.

Logo, d = ;—; ¢ a distancia de (0, g—;) ao eixo-x de revolucdo. Portanto, o volume da esfera é

)

4
)
3
"

1 0 Sl
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Figura 13: Centroide do semidisco.

de acordo com o Teorema 1. A partir deste ponto trataremos de justificar que o centroide do setor circular
D éoponto G = (?—;, ;—;). Percebemos que o conhecimento prévio do centroide de figuras planas € crucial
para manusear o Teorema 1. Assim, o professor interessado no tema pode fazer uso de tabelas que trazem
os centroides de vdrias figuras planas.

No que segue, exploraremos um longo, porém, importante processo para obter o centroide G da regido D.
A ideia do processo a seguir € aproximar a regido D por uma certa familia de poligonos cujos centroides
poderemos determinar e, num processo limite, encontrar o centroide do setor D.

7. Centroide de semidisco

A presente secdo tem o papel de apresentar algumas férmulas para a drea e o centroide de um poligono
(convexo) definido por seus vértices, que serdo empregadas na localiza¢do do centroide de um semidisco.

Dado um poligono AgA; --- A, A4 de vértices consecutivos cujos lados sdo os segmentos de reta entre
n + 2 vértices AO(X07 YO)a Al(Xl,Y1)7 s »An(Xna Yn), An+1(xn+17 Yn+1); a drea S de tal pOHgOIlO (Cl]jOS
vértices estdo ordenados no sentido anti-horario) é dada, em notagdo de determinantes, pela férmula (veja
[10] para uma demonstragao):

28 = X0 X1 n X1 X2 feeoq Xn  Xn+l Xn+1 X0 ] 3)
Yo Yi| Y1 Y2 Yn Yn#1| [Yn+1 Yo
Para AgA1As--- AyAL4 as coordenadas (veja [1]) do centroide G = (X, ¥) s@o dadas pelas equagdes:

65X =(xo+x1) *oo X +(x1+x2) X oo+ (Xn+Xnt1) T ol +(Xn+1+X0) Xoel X0 4

Yo Y1 Y1 Y2 n Yn+l ntl Yo

— X X X X X X X X
657 =vory)| 0 ety D 2ty ey T O 5

Yo 1 Y2 n Yn+l ntl YO

Por meio das férmulas (3)-(4)-(5) da drea e das coordenadas do centroide, respectivamente, de um poligono
convexo, localizamos o centroide de um semidisco.

7.1. Processo de exaustao: area de setor circular

Seja D a regido do plano R? situada no primeiro quadrante e formada pelos pontos (x, y) tais que x? +y? <

2 (r > 0).
a%s
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Figura 14: Setor circular D.

Em seguida, considere os pontos A;(x;,y;) sobre a circunferéncia x + y? = r? de coordenadas

im im .
= - = — <ic< > 1).
Xj rcos(2N) e rsen(QN), 0<i<sN(N=>1 ©6)

Seja O = (0,0) a origem do plano (ortogonal) R2. Entdo, de (3), a drea Sy da regido delimitada pelo
poligono convexo (fechado) Pn = ApgA; - - - ANO € dada por:

Xp X1
Yo Y1

X1 X
X
Y1 Yo

XN-1 XN
YN-1 YN

28N =

pois o vértice (Xn+1, Yn+1) = (0, 0). Substituindo as coordenadas (6) dos vértices, a drea torna-se:

g B Nl[cos(iﬂ)se ((i+1)n) . (iﬂ)cos((i+1)ﬂ)]
NT Y oN )P TN ) M o P TN

T ) (i+1)ﬂ,il
=5 [ben( 9N 2N)]

Do ponto de vista geométrico, a medida que N cresce a forma do poligono Py se aproxima da forma de D.
Assim, para cada N € {1,2,3,...}, a drea Sy do poligono Py inscrito em D é uma aproximagéo por falta
da drea A (D) da regido D e conforme N aumenta o erro cometido por esta aproximacio pode ser escolhido
tao pequeno quanto se desejar.

Grosso modo, para N grande o suficiente, podemos escrever:

(1) Pxn = D;
(2) Sx = A(D).

Mais precisamente, para a sequéncia numérica (Sy)n>1 temos a convergéncia (de areas):

nr?
SN — 7= A(D) quando N — +oo. @)

12 " sBm

.............................
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Figura 15: Aproximagao para o setor circular.

.. . senx . .. . A s
De fato, do limite fundamental hr% —— =1, produzimos o limite abaixo e (7) segue como consequéncia
xX— X

direta: ” .
sen (& sen (&<

tim Noen () = g 22 7 g, ) 1o, 1

N—+co 2N N—o+co 2 % 2 N—o+oo % 2 2

E intuitivo, pois Px ~ D, que o centroide (xV, yN) de Py esteja cada vez mais préximo do centroide (X, §)
de D, isto é,
N _N =
%y = (%79).
Dessa forma, para determinarmos as coordenadas do centroide da regido D explicitaremos na Subsecdo 7.2
a sequéncia {(xN,yY)}ns1 e em seguida o cilculo de seu limite.

7.2. Centroide de Setor Circular

Inicialmente, vamos determinar as coordenadas do centroide de Py; e paraisso as férmulas de transformacao
em produto para senos e cossenos e as identidades (8) que aparecem em [9] (RPM 77, p. 51) serdo tteis

n sen ( (n+1)x)
. 2 nx
Z cos(q +ix) = —————cos (q + —) . 8)
i=0 sen (5) 2
} (n+1)x

(o)
Z sen(q +ix) = ———sen (q + —) .

= sen (3) 2

N
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Sejam xN e y as coordenadas do centroide do poligono Py de 4rea Sy. Entio, de (4)-(5) e (8) temos

N-1

1 Xi X
XN - Z (Xi+1 +Xi) i i+1
6SN & Yi Vin
i=0
3 N-1

T

65w L

()
= o fren (25 os ()]
()

I‘S

38y
3

- ?;—N :005(%)]2.

De forma anéloga, a ordenada do centroide é dada por
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pois, Sy — Z= e [cos (%)] — 1. Portanto, G = (4%, L) € o centroide da regido D, como querfamos
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demonstrar.

Consideracoes finais

Para a drea de superficies hd também uma férmula envolvendo o centroide da linha rotacionada e o seu
comprimento. Vejamos o seguinte Teorema de Pappus-Guldin para areas de superficies de revolucdo.

Teorema 2. Girando-se uma curva (ou linha) C ao longo de um angulo em torno de um eixo de seu plano,
eixo este que ndo corte a curva, a area A da superficie assim formada é igual ao produto do comprimento
|C| da curva pelo comprimento L da trajetoria descrita pelo centroide G da curva, isto é,

A=|CIxL.

Mais especificamente, seja @ rad o dngulo de rotagfo da linha C entdo A = |C| X ad, onde d ¢ a distancia
de G ao eixo de revolucdo.

No caso de uma volta completa, em torno do eixo, uma circunferéncia € descrita pelo centroide e, neste
caso, L = 2xd. Portanto, a formula dada no Teorema 2 tem a seguinte expressdo mais simples

A = 27d|C].

A motivacdo deste trabalho reside no fato de que os resultados de Pappus - Guldin sdo desconhecidos
pela maioria dos docentes e discentes do ensino médio. Para divulgar tais resultados, propomos neste
trabalho o uso de uma linguagem apropriada a realidade dos professores e alunos do ensino médio. E de um
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Figura 16: Superficie de Revolugao.

ponto de vista mais objetivo, escolhemos alguns exemplos que possibilitem o entendimento destes resultados.
Acreditamos que estas poucas aplicacdes do Teorema | tenham o efeito de colaborar com o amadurecimento
deste assunto. Além disso, esperamos que os professores do ensino médio, em particular, aqueles que
lecionam geometria espacial posicional e métrica, possam difundir entre seus alunos a possibilidade de adotar
os Teoremas 1-2 na resolugao de problemas relativos a sélidos e superficies de revolu¢cdo complementando,
assim, as tradicionais estratégias de decomposi¢@o em sélidos de volumes conhecidos como comentado no
Exemplo 1. Salientamos que este trabalho ndo pretende desconsiderar ou substituir o modelo tradicional,
pelo contrario, acreditamos que os dois podem ser lecionados paralelamente, sempre que possivel aos
alunos, uma vez que ambos possuem sua relevancia no processo de ensino aprendizagem. Deixamos de
apresentar exemplos de aplicacdo do Teorema 2, mas o leitor interessado pode consultar [5] para mais
detalhes e exemplos.
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