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Resumo

Este trabalho tem como objetivo calcular a soma dos termos de uma Progressdo Aritmética (PA) por meio
do célculo da drea de uma figura poligonal. Para isso, faremos uma associacao entre uma PA positiva e uma
figura poligonal, onde a medida da drea dessa figura correspondera a soma dos primeiros termos da referida
PA. Além disso, exploramos duas curiosidades relacionadas as Progressdes Aritméticas: a primeira aborda
nimeros primos dispostos em Progressao Aritmética, enquanto a segunda investiga pontos de uma parabola
cujas ordenadas formam uma PA.
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Abstract

This work aims to calculate the sum of the terms of an Arithmetic Progression (AP) through the calculation
of the area of a plane figure. To achieve this, we will associate a positive AP with a plane figure, where the
measure of the area of this figure will correspond to the sum of the first terms of the given AP. In addition,
we explore two curiosities related to Arithmetic Progressions: the first involves prime numbers arranged in
Arithmetic Progression, while the second examines points on a parabola whose ordinates form an AP.

Keywords: arithmetic progression; polygonal numbers; prime numbers; parabola.

1. Introducao

Antes de tudo, os nimeros fascinam e despertam a curiosidade de muitos matematicos ao longo da histéria,
seja por suas propriedades intrinsecas, seja por seus relacionamentos e aplicacdes com outros campos da
matematica ou até mesmo de outras ciéncias. Atualmente, um dos maiores desafios no ensino da matematica
€ justamente despertar essa curiosidade e interesse nos estudantes, mostrando que a matemadtica vai muito
além da mera memorizacao de férmulas ou algoritmos.

Neste artigo, concentraremos nossa atengao no ensino e aprendizagem de uma parte do curriculo matematico
que tem se tornado cada vez mais desafiadora: as sequéncias, em especial as Progressdes Aritméticas (PAs).
Uma das razdes para isso € a superficialidade com que esse tema vem sendo abordado nos livros didaticos,
muitas vezes sem contextualiza¢do, o que impede uma construgao clara e significativa desses conceitos. Para
ndo nos afastarmos do objetivo desse artigo, omitiremos aqui outras razdes, mas elas podem ser encontradas
em detalhes em [6].
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Além disso, os documentos oficiais da educag@o basica do nosso pais, como os ParAmetros Curriculares
Nacionais do Ensino Médio (PCNEM) e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), associam o ensino
de sequéncias no ensino médio, em especial as Progressdes Aritméticas, ao ensino das fungdes afim de
dominios discretos. A partir disso, Oliveira em [12] afirma que o ensino médio € a etapa responsdvel por
relacionar os conceitos de sequéncias com sua aplicabilidade, como, por exemplo, modelar problemas que
envolvam juros simples por meio de sequéncias como as Progressdes Artiméticas.

Nesse sentido, em busca de uma abordagem mais significativa do ensino desses conceitos, faremos uma
associacdo entre as Progressdes Aritméticas e a geometria das formas, utilizando como pano de fundo os
nimeros poligonais ou figurados como os nimeros triangulares e quadrangulares. Além disso, faremos um
estudo introdutério acerca de nimeros primos que estdo em Progressdo Aritmética e sobre pontos numa
conica cujas ordenadas formam uma PA.

Organizacao do artigo. Na secdo 2, faremos uma revisdo sobre Progressdes Aritméticas e nimeros
poligonais. Na sec@o 3, associaremos uma Progressao Aritmética positiva a uma figura poligonal e,
utilizando essa associagdo, calcularemos a soma dos termos da PA através do célculo da area da figura
poligonal associada. Na dltima secdo, discutiremos sobre Progressdes Aritméticas que contém infinitos
niimeros primos e sobre pontos da paribola y = x? cujas ordenadas formam uma PA.

O conjunto dos nimeros naturais é N = {1,2,3, ...} e usaremos os simbolos Z e R para o conjunto dos
nldmeros inteiros e reais respectivamente (veja [8]).

2. Progressoes Aritméticas e Nimeros Poligonais

Nesta secdo, faremos uma revisdo sobre as Progressoes Aritméticas e os nimeros poligonais. Por fim,
apresentaremos uma rela¢ao entre esses dois topicos.

2.1. Progressoes Aritméticas

Uma Progressdo Aritmética é uma funcgdo a : N — R onde a, := a(n) e os termos a,, sdo tais que cada
termo, a partir do segundo, corresponde a soma do termo anterior com uma constante real, chamada de
razdo da PA, indicada pela letra r € R. Também consideramos uma PA apenas como sendo o conjunto
imagem de uma fung¢@o com essas propriedades, que serd denotado por (a,). O termo a,, é chamado de
n-ésimo termo desta PA.

Para uma melhor compreensao, vejamos alguns exemplos:
Exemplo 1. O conjunto (a,) = {3,5,7,9,...} é uma PA, cujo primeiro termo a; = 3 e razdor = 2.

Exemplo 2. A PA (ay) cujo primeiro termo € 22 e que cada termo, a partir do segundo, € o anterior somado
com —b, é dada por (ay) = {22,17,12,7,...}.

Exemplo 3. O conjunto a seguir (a,) = {2} € uma PA, cujos termos sdo a,, = 2 para qualquer nimero
natural n e arazdo é r = 0.

As Progressdes Aritméticas s@o classificadas quanto ao sinal de sua razdo. A PA do primeiro exemplo é
classificada como crescente, pois r = 2 > 0; a PA do segundo exemplo é classificada como decrescente,
poisr = -5 < 0 e, por fim, a PA do tltimo exemplo é classificada como constante, pois r = 0.

Naturalmente, o padrdo das Progressdes Aritméticas nos permite fazer alguns questionamentos: Dada

uma PA, como calcular um termo qualquer a, sem precisar conhecer todos os termos anteriores? Outro
=
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questionamento seria: € possivel calcular a soma dos m primeiros termos de uma PA sem necessariamente
conhecé-los?

A resposta da primeira pergunta, de acordo com [11], surge naturalmente da definicdo de PA e, através de
algumas manipulacdes algébricas, percebemos uma lei de formagao ou recorréncia entre os termos desta
PA.

Para melhor entendimento do leitor, considere uma PA dada por {a1,as,--- ,a,, -+ }. Assim:
ag = a1+r
a3 = ag+r=a;+2-r
ay, = ag+r=a;+3-r

Generalizando esse raciocinio, o n-ésimo termo da PA ¢ dado por:
ap=a;+(n-1)-r (D

Essa expressao é chamada de formula do termo geral da PA e, a partir dela, podemos encontrar o termo que
desejamos.

A resposta do segundo questionamento, foi dada pelo matematico alemao Carl Friedrich Gauss (1777 -
1855), considerado o mais brilhante matematico de sua época. Segundo relatos histéricos em [3], quando
Gauss cursava a 3% série primdria, com apenas 10 anos de idade teve sua genialidade testada, quando seu
professor, Buttner, pediu para os alunos da sua turma que somassem todos os nimeros inteiros de 1 até 100.
Gauss imediatamente apresentou sua solugc@o e Buttner, impressionado com a velocidade com que Gauss
respondeu ao desafio, solicitou que explicasse sua solucdo.

Ao somar os extremos 1 com 100 , em seguida os termos equidistantes dos extremos 2 com 99, 3 com 98, e
assim por diante, o resultado sempre serd 101. Como temos 50 pares com esse resultado, basta multiplicar
mentalmente 101 por 50 e encontraremos 5050 como resposta desse desafio.

Agora, estendendo o raciocinio de Gauss para qualquer PA. Indicando por S, a soma dos n primeiros termos

da PA cujos termos sdo ai, ag, ..., an-2, an_1, an, L€MOS que

Shn=aj+as+ag+---+a, o+a, 1 +a, 2)
e

Sh=ap+a,1+a, o+ --+ag+ag+a 3)

Somando as duas equagdes (2) e (3) e notando que existem n parcelas desse somatdrio (no segundo membro)
satisfazendo a; + a,_j+1 = a1 + a,, obtemos que:

2S5, = (aj+ay)+(a;+ay)+---+(a;+ay)

(a1 +ay) -1,

ou seja,
_ (a1 +ay) -n

Sn 5

“

Do ponto de vista pratico, essa férmula € essencial, pois permite calcular a soma dos n primeiros termos de
uma PA, conhecendo apenas o primeiro e o n-ésimo termo.
@%s
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Exemplo 4. A soma dos sete primeiros termos da PA definida por {3,6,9,12,---} é

3+21)-7
gy G207
=84

visto que ay = 21.

2.2. Numeros Poligonais Triangulares e Quadrangulares

Os niimeros poligonais, ou figurados, segundo [14], sdo nimeros que podem ser modelados por meio de
arranjos de pontos representando figuras geométricas regulares. Esses niimeros podem ser classificados
como nimeros lineares, planos e sélidos. O primeiro possui uma dimensao, o segundo duas dimensdes e o
terceiro trés dimensdes. Nesse artigo, focaremos a aten¢@o apenas para os nimeros poligonais planos, em
especial os triangulares e quadrangulares.

Os ntimeros poligonais triangulares, denotados por T, para cada n € N, podem ser obtidos por meio da
soma dos nimeros naturais consecutivos, ou seja,

T, =1

Ty, = 1+2=3

Ts = 14+42+3=6

Ty = 142+3+4=10
Ts = 14+4243+4+5=15

Os ndmeros triangulares podem ser arranjados geometricamente por meio de pontos, como mostra a figura:

NSYS

ihl

Figura 1 — Representacao geométrica dos nimeros triangulares.
Fonte: Autores.

Exemplo 5. Sejam T,,, com n € N, os niimeros poligonais triangulares. Verifique que:

(a) Ty = =52,

(b) XL, Ti = % ‘n(n+1)(n+2).

N
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Solucdo: Mostraremos apenas o item (b). Considere a seguinte sentenca aberta:
P(n) : ZT n(n+1)(n+2), comn € N. 5)

Vamos mostrar, por indu¢do em n, que P(n) é verdadeira para todo n € N.

Passo 1: P(1) é verdadeira. De fato, basta observar que ambos os membros da Equacdo (5) vale 1, quando
n=1.

Passo 2: Suponhamos que P(n) é verdadeira, ou seja, 3,1, T; = % ‘n(n+1)(n+2). Assim,

n+1

ZT Tn+1+ ‘n(n+1)(n+2)

(n+ D(n+ 2)
2

3(n+ D(n+ 2)
6

- é C(m+D)(m+2)(n+3),

nn+1)(n+2)

nn+1)(n+2)

como gostariamos. Por indu¢fo, concluimos que P(n) é verdadeira para todo n € N. o

Os numeros poligonais quadrangulares, denotados por ), para cada n € N, sdo obtidos através da soma
dos n primeiros nimeros impares consecutivos:

Q =1

Qy = 143=4

Q3 = 1+43+5=9

Q, = 1+4345+7=16

Qs = 143+5+7+9=25

ou, a partir do segundo niimero quadrangular, da soma de dois niimeros triangulares consecutivos

Qy = T1+T,
Qs = To+Ts
Q, = Ts3+Ty
Qs = Ty4+Ts

35 " sBm
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Ql = 1-1
Q = 22
Q = 33
Q = 4-4
Qs = 55
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Assim como os niimeros triangulares, podemos também modelar os nimeros quadrangulares por meio do

seguinte arranjo de pontos:

L
[ ]
[ ]
®

Q1 Q> Q3 Q4 Qs

Figura 2 — Representaciio geométrica dos nimeros quadrangulares.
Fonte: Autores.

Exemplo 6. Sejam Q,, com n € N, os nimeros poligonais quadrangulares. Prove que

Zn:Qi = 1 ‘n(n+1)(2n+1).
i=1 6

Solugao: Considere a seguinte sentenca aberta:
S 1
P(n): ZQi =—-n(n+1)(2n+1), comn € N.
i=1 6

Vamos mostrar, por indugdo em n, que P(n) é verdadeira para todo n € N.

(6)

Passo 1: P(1) é verdadeira. De fato, basta observar que ambos os membros da Equacdo (6) vale 1, quando

n=1.

36
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Passo 2: Suponhamos que P(n) ¢ verdadeira, ou seja, )}t Q; = % -n(n+1)(2n +1). Assim,

n+1

ZQ Qn+1+ ‘n(n+1)2n+1)

=(n+1)2+é'n(n+1)(2n+1)

w Zonm+D)(2n+1)
% (n+1)[2n% + Tn + 6]
1

(n+1)(m+2)(2n + 3),

como gostarfamos. Por indu¢o, concluimos que P(n) é verdadeira para todo n € N.

Podemos observar nas figuras anteriores uma relagcdo notdvel que salta aos nossos olhos: esses nimeros
poligonais se comportam como soma dos termos de uma Progressdo Aritmética. Isto é, T;, = a; +-- -+ ay,
onde (a,) é a PA definida por a, = 1+ (n—1) - 1 para todo n € N, enquanto que Q, = by +ba + -+ + by,
onde (by,) é a PA definidaporb, =1+ (n—1) - 2 paratodon € N. o

O Exemplo 6 € um caso particular do seguinte resultado.

Proposicao 1. Seja (a,) uma Progressdo Aritmética, dada por a,, = a1 + (n— 1) - r. Entdo

n _ C1)p2
Z(ai)2 = a% ‘n+n(n—-1)-r-a; + n(2n 1)6(11 r .
i=1

Demonstracao. Considere a seguinte sentenca aberta:

n _ C1)p2
P(n) : Z(ai)2 = a? ‘n+n(n—1)-r-a; + n(2n 1)6(n Lr ,comn € N, @)
i=1

Vamos mostrar, por indu¢do em n, que P(n) é verdadeira para todo n € N.

Passo 1: P(1) é verdadeira. De fato, basta observar que ambos os membros da Equacédo (7) vale a%, quando
n=1.

Passo 2: Suponhamos que P(n) é verdadeira, ou seja, Y1 (a;)> = a?n +n(n— Dra; + w.

Assim,

n+1

Z:(aul = an+1 + Z:(al)2

2n—1)(n— 1)r?
= (a] +2nra; +n%r?) +ain+n(n - 1)ra; + n(2n-1)(n- Dr

6

(2n? + 3n + 1)nr?
6
(n+1)(2(n+1) - 1)nr?
6 )

= af(n+ 1)+ (n+1)nra; +

= a%(n+ 1)+ (n+1)nra; +

como gostarfamos. Por indu¢o, concluimos que P(n) € verdadeira para todo n € N. O

37 " sBm
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Assim como os nimeros poligonais, nosso objetivo € modelar uma PA através da associa¢do desta com uma
figura poligonal com o objetivo de que a medida da 4rea dessa figura seja exatamente igual ao valor da soma
dos termos daquela PA.

Na proxima secdo, veremos através de exemplos e de maneira genérica como faremos essa associacio e,
ao fim, provaremos a igualdade entre a soma dos primeiros termos de uma PA e o valor da drea da figura
poligonal associada.

3. Calculando a soma dos termos de uma PA de uma forma diferente

A contextualizacdo matematica vai além da sistematizagio do exercicio matematico, pois mostra o conheci-
mento de forma concreta e traz significado para aquilo que estd sendo estudado pelo aluno. Como alternativa
para o ensino de Progressdes Aritméticas, uma proposta de apresentagcdo do conteddo € associar o calculo
da soma dos termos de uma PA por meio da drea de figuras poligonais, trazendo o assunto dentro de um
contexto que faca sentido para o estudante.

Nesta se¢do, faremos alguns exemplos de como calcular a soma dos termos de uma PA via férmulas do
célculo de 4areas de figuras poligonais. Para esse fim, primeiro associaremos uma PA cujos termos tem um
mesmo sinal positivo a uma figura poligonal. As figuras a seguir foram feitas usando o applet [13].

Seja (a,) uma PA. Dizemos que (ay,) é positiva se a,, > 0 para todo inteiro positivo n e existe pelo menos
um inteiro positivo ng, tal que a,, # 0.

Associagdo 1. Para cada par ordenado ((a,), m), sendo (a,) uma PA positiva e m > 2 um nimero natural,
associaremos uma figura poligonal F = F(a,, m) cujos vértices (marcados no plano cartesiano) sdo dados
por: 0= (Oa 0)7 Al = (O,a1), Am = (ma am) € Hm = (Hl, 0)

Y Am
Ay
0 Hm

Figura 3 — Figura associada a uma PA.
Fonte: Autores.

As possiveis figuras poligonais associadas a uma PA positiva, como veremos a seguir, sdao: retangulo,
tridngulo retangulo ou trapézio retangulo.

Definicao 1. Seja a, = a; + (n— 1) - r uma PA positiva. Dizemos que (a,) € uma PA retangular se r = 0.

Exemplo 7. Considere a,, = 4, para todo n > 1. Assim, a figura associada a (a,) € um retingulo. De fato,

notemos que para qualquer m > 2, a figura poligonal associada a esta PA é um retangulo.
ran
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Y

A] Am

O H?J"!, *

Figura 4 — Representacdo grifica de uma PA retangular.
Fonte: Autores.

Além disso, notemos que o valor da soma dos m primeiros termos desta PA é (a; +a;) -m/2 = a; -m = 4m,
o qual é o mesmo valor da drea da sua figura associada, pois o segmento OA; mede 4 e o segmento OH,,,
mede m.

Definicao 2. Seja a, = a; + (n— 1) - r uma PA positiva. Dizemos que (ay) € triangular se a; = 0.

Exemplo 8. Considere a,, = (n—1) - 2, para todo n > 1. Assim, a figura poligonal associada a (a,) é um
triangulo. De fato, notemos que para qualquer m > 2, a figura poligonal associada a esta PA é:

Y

P Am

A] - O Hm *

Figura 5 — Representacdo gréifica de uma PA triangular.
Fonte: Autores.

Mais ainda, o valor da soma dos m primeiros termos desta PA também € igual ao valor da 4rea de sua figura
associada, a saber (m — 1) - m.

Definicao 3. Sejaa, =a; + (n— 1) - r uma PA positiva. Dizemos que (a,) € trapezoidal se a; - r # 0.

Exemplo 9. Considere a, = 2+ (n— 1) - 2. Assim, a figura poligonal associada a (a,) € um trapézio. De
fato, notemos que para qualquer m > 2, a figura poligonal associada a esta PA é:

@t s
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Y 'Am
Al'
O Hm *

Figura 6 — Representacdo grafica de uma PA trapezoidal.
Fonte: Autores.

Como antes, o valor da soma dos m termos desta PA coincide com o valor da area de sua figura poligonal
associada, a saber (a1 + ap,) - m/2.

Se observarmos direito, isto vale em geral, ou seja, o valor da soma dos m primeiros termos de uma PA
positiva coincide com o valor da 4rea da figura associada como podemos constatar no seguinte resultado.
Teorema 2. A soma dos m primeiros termos de (ay,) uma PA positiva é igual ao valor da area de sua figura

poligonal associada (veja Associagdo 1).

Demonstragdo. Seja a, = a; + (n— 1) - r uma PA positiva. Primeiramente lembremos que o valor da soma

dos m > 2 termos de uma PA é
g - (a1 +ay) - m
m — 2 .

Por outro lado, existem apenas trés possibilidades para uma PA positiva: retangular, triangular e trapezoidal.
(i) se (ay) for retangular, entdo r = 0. Portanto, a; = ay, € o valor da drea da figura poligonal associada é
ap - 1m;
(ii) se (a,) for triangular, entdo a; = 0. Portanto, o valor da drea da figura associada é m - a,, /2;
(iii) se (ay) for trapezoidal, entéo a; - r # 0. Portanto, o valor da drea da figura associada é (a; + a,) - m/2.
De qualquer forma, temos que o valor da soma dos m primeiros termos de uma PA positiva € igual ao valor
da area da figura poligonal associda. O

Observagdo 1. 1. Notemos que de maneira andloga, podemos associar a cada uma dessa figuras poligonais
(trapézio retangular, tridngulo retangular ou retangulo) uma PA positiva;

@t s
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2. A soma dos m primeiros termos de (a,) uma PA positiva pode também ser obtida em funco de a;,r e
m. A saber,
(m—1r
=)
e, desta forma, podemos entender m como a medida da base de um retangulo de lado a; e, também, de
um tridngulo retdngulo com altura (m — 1)r.

Sm = m(a1 +

3. Podemos também associar (a,) uma PA negativa (ou seja, a,, < 0 para todo inteiron > 1 e a,, # 0
para algum inteiro positivo ng) a uma figura poligonal. Neste caso, para cada m > 2, a figura associada
tem os seguintes vértices: O = (0,0),A; = (0,—a3), A, = (m,—ay,) e Hy = (m,0). Desta forma, o
valor da drea desta figura serd igual a menos o valor da soma dos m primeiros termos de (a,). As figuras
poligonais associadas sdo: retangulo, tridngulo retdngulo ou trapézio retingulo. Deixamos a cargo do
leitor a elaboragdo de alguns exemplos desses casos.

4. Curiosidades sobre Progressoes Aritméticas

Neste secdo, veremos algumas curiosidades inusitadas acerca das Progressdes Aritméticas. Uma delas é
sobre a existéncia de infinitos nimeros primos sobre uma PA. A outra, trata de pontos que pertencem a
pardbola y = x2, cujas coordenadas sdo niimeros inteiros e com ordenadas formando uma PA.

4.1. Numeros primos e PA

Um problema interessante sobre sequéncias de niimeros inteiros € saber quando estas contém uma quantidade
infinita de ndimeros primos. No nosso caso, gostariamos de saber se existem Progressdes Aritméticas com
infinitos nimeros primos. Diremos que p € N é um niimero primo se p > 1 e seus tinicos divisores positivos
sdo 1 e p. Para mais informagdes sobre nimeros primos, veja [8].

Exemplo 10. A Progressdo Aritmética a, =5+ (n—1) - 6 contém infinitos nimeros primos.
Solucdo: Primeiramente, notemos que todo niimero primo maior do que 3 é da forma 1 + 6m ou 5 + 6m.

De fato, se p = 5, entdo nao temos o que fazer. Agora, suponhamos que p > 5. Pelo algoritmo da divisao
de Euclides, temos que existem n, r € Z tais que

p=(n-1)-6+r,comn>0e0<r<6.
Como p é um nimero primo, segue que r € {1,5}. Além disso, notemos que o conjunto
A:={1+6m; m € N}
¢ fechado multiplicativamente.

Suponhamos agora, por absurdo, que haja apenas uma quantidade finita de nimeros primos da forma 5+ 6m,
a saber,
5<p; <+ <DPg-

Assim, o nimero (m :=p; ---px + 1)

am =5+6-(py - Py

ndo ¢é divisivel por nenhum dos nimeros primos 5, py, ..., Py €, consequentemente, sua decomposi¢do em
fatores primos s6 pode conter primos da forma 1 + 6m. Assim, a,, ¢ da forma 1 + 6m, o que é uma
contradi¢@o, visto que a,,, é da forma 5 + 6m. ¢

Mais geralmente, vale o seguinte resultado.
ran
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Teorema 3 (Teorema de Dirichlet). Em uma PA de niimeros naturais, com o primeiro termo e a razdo
primos entre si, existem infinitos niimeros primos.

A demonstrag¢ao do Teorema 3 pode ser encontrada em [10].

Definicao 4. Sejam aq, ..., a, € R. Dizemos que {ah s an} € uma Progressdo Aritmética de n termos se
existe r € R tal que aj4; —a; =1, paratodoi=1,...,n— 1. Neste caso, o comprimento de {al, . an} éne
arazdo ér.

A seguir, veremos algumas Progressdes Aritméticas de comprimento finito formadas apenas por nimeros
primos.

Quadro 1 — Primos em Progressao Aritmética.

Comprimento PA Razdo | Descobridor
5 {5,11,17,23,29} 6
6 {7,37,67,97,127,157} 30 G. Lemaire
7 {7,157,307,457,607, 757,907} 150 G. Lemaire
10 {199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459, 1669, 1879, 2089} 210 E. B. Escott
12 {1104377 124297, 138157, 152017, 165877, 179737,193597, | 13860 E. Karst
207457,221317,235177, 249037, 262897}

Fonte: ANDERSEN, 2020.

De fato, segue o seguinte resultado.

Teorema 4 (Green-Tao, [9]). Os niimeros primos contém infinitas Progressoes Aritméticas de comprimento
k para todo k natural.

4.2. Pontos sobre a parabola que formam uma PA

Sejam (by,a1), ..., (by,an) € Z2. Diremos que (by,a1), ..., (by, a,) formam uma PA sobre a pardbola
y = x2, se aj = bi2 para todoi = 1,...,n e aj,...,a, formam uma PA. Para mais informacdes sobre

Progressoes Aritméticas em outras cOnicas, veja [2].

Notemos que {1,25,49} é uma Progressdo Aritmética de 3 termos satisfazendo o fato de que todo a; €
{1, 25,49} é um quadrado perfeito. Desta forma, temos que (1, 1), (5,25), (7,49) formam uma PA sobre a

paribola y = x2.

Observagao 2. Fermat propds, em uma carta para Frénicle em 1640, que ndo existem quatro nimeros
inteiros distintos que sejam quadrados perfeitos e formem uma Progressao Aritmética. Posteriormente, essa
conjectura foi provada por Euler e outros matematicos. Para mais informacdes, consulte ([7], Vol. II, Ch.
XIV). Uma demonstracio desse resultado utilizando curvas elipticas pode ser encontrada em [2].

Proposicao 2. Existem infinitas Progressoes Aritméticas de 3 termos cujos elementos sdo quadrados
perfeitos. Ou seja, existem infinitas Progressoes Aritméticas de 3 termos sobre a parabola.

Demonstragdo. Basta notar que, para cada t € Z, os pontos (t2 —2t—1, (t2—2t— 1)), (t2+ 1, (t*+1)?) e
(t%+2t— 1, (t2 + 2t — 1)?) sdo pontos da pardbola y = x? e que {(t* — 2t — 1)2, (t? + 1), (t* + 2t — 1)?} é
uma Progressio Aritmética de 3 termos com razio r = 4t — 4. O
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A seguir, exibimos alguns pontos em Progressdao Aritmética sobre a parabola.

Quadro 2 — Pontos em PA sobre a pardbola.

t Pontos Razao
-5 | {(34,1156), (26,676), (14,196)} | —480
-4 {(23,529), (17,289), (7,49)} —240
3 [ {(14,196), (10, 100), (2,4)} —96
) {(7,49), (5,25), (-1, 1)} —24
-1 {(274)7(274)7(7274)} 0
0 {(7171)7(171)7(7171)} 0

1 {(72,4)7(274)3(234)} 0
2 {(1,1), (5,25), (7,49)} 24
3 {(2,4), (10, 100), (14, 196)} 96
4 | {(7,49), (17, 289), (23,529)} 240
5 | {(14,196), (26,676), (34,1156)} 480

Fonte: Autores.

Notemos que alguns pontos que formam Progressdes Aritméticas sobre a parabola tém ordenadas formando
uma PA constante.

5. Consideracdes finais

A medida que exploramos a interse¢do entre niimeros poligonais, Progressdes Aritméticas e figuras poli-
gonais, mergulhamos em um mundo matemético rico em beleza e significado. Neste artigo, nossa jornada
nos levou a observar conexdes que unem a aritmética a geometria, revelando padroes e relagdes. Ao asso-
ciar as progressdes aritméticas as figuras poligonais, propusemos uma abordagem lidica e contextualizada
para o ensino dessas sequéncias, facilitando a compreensio dos conceitos e promovendo um aprendizado
mais significativo e envolvente. Além disso, apresentamos e discutimos alguns resultados importantes que
relacionam Progressdes Aritméticas com niimeros primos e pardbolas.

Por fim, agradecemos ao parecerista pelas valiosas sugestdes e comentdrios, que contribuiram para o
aprimoramento deste trabalho.
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