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Laplace sem equiprobabilidade é um erro
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Resumo

Laplace sem equiprobabilidade é um exemplo do que ndo se deve fazer em Matemadtica: usar uma definicao
onde ela ndo se aplica. Pereira et al [5] fizeram um estudo minucioso e comprovaram que a definicao
de probabilidade mais utilizada nos livros adotados, nao apenas nos Ensinos Fundamental e Médio, mas
também nas disserta¢cdes do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), € a
definicao cldssica apresentada por Laplace (1749-1827). No entanto, o trabalho chama atencao de que, em
indmeras dessas bibliografias estudadas, a hipétese fundamental de equiprobabilidade para a aplicacdo da
defini¢cdo cldssica nem ao menos é mencionada. O objetivo desse artigo é mostrar os erros cometidos ao
usar a defini¢do de probabilidade de Laplace quando ndo se tem equiprobabilidade.
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Abstract

Laplace without equiprobability is an example of what should not be done in Mathematics: using a
definition where it does not aplly. Pereira et al [5] carried out a thorough study and proved that the
definition of probability most used in the books adopted, not only in Elementary and Secondary Education,
but also in dissertations of the Professional Master’s Degree in Mathematics (PROFMAT), is the classic
definition presented by Laplace (1749-1827). However, the work draws attention to the fact that, in many of
the bibliographies studie, the fundamental hypothesis of equiprobability for the appliction of the classical
definition is not even mentioned. Therefore, the objective of this article is to show the errors made when
using Laplace’s definiton of probability where there is no equiprobability.

Keywords: Probability; Equiprobability; Laplace; Kolmogorov.

1. Introducao

Na natureza, existem dois tipos de fendmenos, os deterministicos e os aleatorios ou estocasticos. Os
deterministicos sao aqueles que, quando repetidos sob as mesmas condi¢cdes, geram sempre 0S mesmos
resultados; os aleatérios sdo aqueles que, mesmo repetidos sob as mesmas condi¢des, ndo necessariamente
geram os mesmos resultados.

Um exemplo de um fendmeno deterministico € o fato de dgua e 6leo nao se misturarem. Ao misturarmos
agua e 6leo, depois de um certo tempo, o dleo sempre ficard em cima e a 4gua embaixo. Um exemplo
de um fendmeno aleatério é retirar sementes da mesma fruta, plantid-las em um solo com caracteristicas
homogéneas e, depois de um més, observar as mudas, que terdo formas e tamanhos diferentes.
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Henri Poincaré, no seu livro Ciéncia e Método de 1914, explicou os fendmenos aleatdrios usando a palavra
chance. Assim ele disse:

Para comegar o que é chance? Os antigos distinguiam entre o fendmeno que parece
obedecer leis harmoniosas, ja estabelecidas, e aqueles que eles atribuem a chance, que sao
aqueles que ndo podem ser previstos por ndo estarem sujeitos a qualquer lei. (Gould, 2001,
p-401)

Quando falamos em fendmenos que obedecem leis, os alunos automaticamente pensam nos fendmenos
fisicos, como por exemplo, 0 movimento retilineo constante, o movimento retilineo uniformemente variado
e a queda livre. FEinstein defendeu tanto o fator deterministico da Fisica que cunhou a famosa frase:
Insanidade é continuar fazendo sempre a mesma coisa e esperar resultados diferentes. Em outra feita, ao
responder uma carta ao fisico alemao Max Born, o qual falava que os choques das particulas, quando do
inicio da teoria quantica, parecia que se davam de forma aleatdria ou incerta, Einstein respondeu: A teoria
produz um bom resultado, mas dificilmente nos aproxima do segredo do Criador. Estou, em todos os casos,
convencido de que Ele ndo joga dados”. Por essas consideracdes, vé-se claramente que, naquela época,
Einstein ndo acreditava que os fendmenos fisicos pudessem ser aleatérios. Posteriormente, em sua vida, ele
se convenceu que eventos aleatérios de fato existem ([3]).

A probabilidade ¢é a drea da Matematica que estuda os fendmenos aleatérios. E como estudar fenomenos
que mesmo repetidos sob as mesmas condi¢des fornecem resultados diferentes? Para compreendé-los, ndo
¢ preciso saber de antemao o resultado que vai aparecer, mas sim quais resultados podem acontecer. A esse
conjunto que contém todos os possiveis resultados € dado o nome de espaco amostral. No exemplo das
sementes retiradas da mesma fruta, o espaco amostral sdo todas as mudas depois de um més do plantio.

Entretanto, o objetivo de um estudo pode estar associado a ocorréncia ou nao de alguns resultados particulares
dentre todos os possiveis resultados, ou seja, o interesse pode estar em subconjuntos do espago amostral.
Considerando, ainda, o exemplo das sementes, depois de um més o interesse pode estar, por exemplo, apenas
nas mudas que atingiram a altura de, pelo menos, 10 cm. Aos subconjuntos do espaco amostral € dado o
nome de eventos.

Por fim, € preciso medir a chance de ocorréncia de tais eventos. Pereira et al [5], além de descrever as
formas mais usadas de se definir uma func¢do que faca essa medicao, a chamada funcio de probabilidade,
realizaram um estudo minucioso de como o tema é abordado tanto nos livros atualmente adotados nos
Ensinos Fundamental e Médio, quanto nas dissertacdes do Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional (PROFMAT).

Dentre as defini¢des de medida de probabilidade, as mais conhecidas sdo: a frequentista, a cldssica e a
axiomadtica. Das trés, a mais utilizada nos Ensinos Fundamental e Médio, segundo Pereira et al [5] é a
definicao cldssica, atribuida a Laplace, que tem por hipétese a equiprobabilidade, ou seja, supde que todos
os elementos do espaco amostral t€m a mesma chance de ocorrer. No entanto, o trabalho chama atencao
para o fato de que, em intimeras das bibliografias estudadas, tal hipdtese nem ao menos € mencionada.

O objetivo principal desse artigo é mostrar que se cometem erros ao usar a definicdo de probabilidade de
Laplace quando ndo se tem equiprobabilidade. Nesse contexto, serd discutida a solu¢do para o seguinte
problema prético: uma distribuidora de remédios que atende a trés cidades, deseja saber qual é o melhor
local para construir seu depdsito, de modo a minimizar seus gastos com deslocamento. Para tanto, nas
secoes iniciais, serd feita uma abordagem tedrica cuidadosa de todos os conceitos matematicos necessarios.

2. Definicoes de Probabilidade
ran
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2.1. Definicao frequentista

Definicao 1. A probabilidade de um evento A na dtica frequentista é definida como a frequéncia relativa
desse evento quando o nimero de experimentos cresce indefinidamente, ou seja,
n(A
P(A) = lim (4) ,

n—oo n

onde n(A) é quantas vezes o evento A aconteceu nas n repeti¢oes realizadas.

Salsa e Moreira [7] creditam a Von Misses essa definicdo e, segundo Bernstein [1], ela estd bem estabelecida
devido a lei dos grande niimeros de Jacob Bernoulli. Bernstein afirma que para chegar a esse resultado,
Bernoulli imaginou um jarro repleto com 3.000 bolas brancas e 2.000 bolas pretas, de onde ele retirou um
nimero crescente dessas bolas, anotando com cuidado a cor de cada uma antes de devolvé-las ao recipiente.
A retirada de um nimero crescente de bolas do jarro possibilitou uma aproximagdo cada vez melhor da
proporcdo entre brancas e pretas. Assim, ele chegou a conclusdo de que seriam necessdrias 25.550 repeticdes
para se obter a proporcao 3:2 com um erro de 2% no resultado.

A necessidade de muitas realizacdes tornava a definicdo frequentista restritiva, mas o advento dos com-
putadores permitiu obter respostas bem préximas do resultado limite, conforme ilustrado nos exemplos a
seguir:

Exemplo 1. Dada uma urna com 10 bolas enumeradas de 1 a 10, para encontrar a probabilidade de o evento
A = {1, 2} ocorrer, o experimento de Bernoulli foi simulado, anotando com o nimero 1 se a bola retirada
foraloua2,eondmero 0 se ndo o for. No gréfico abaixo (Figura 1), foram feitas 50.000 realizagdes desse
experimento e constatou-se que a proporg¢do entre o niimero de bolas removidas que estdo no conjunto A e
o nimero de retiradas realizadas até aquele momento, n(A)/n, se aproxima do valor 0, 20, 2 medida que n
aumenta.

n{A)n

0 10000 20000 30000 40000 50000

Figura 1: Simulacao do Exemplo 1.

Pode-se concluir que mesmo as bolas sendo de tamanhos diferentes e, portanto, as bolas maiores tendo
naturalmente mais chances de serem retiradas, o experimento de Bernoulli continua sendo valido, conforme
Exemplo 2 a seguir. Novamente, € a lei forte dos grandes nimeros em acao.
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Exemplo 2. Imagine que as bolas 1 e 2 do Exemplo | tenham a metade da chance de serem retiradas
em relacdo as demais bolas. Simulando novamente o experimento de Bernoulli, os resultados de 50.000
realizacdes foram plotados no gréfico da Figura 2, no qual se constata que a propor¢ao entre o nimero de
bolas removidas que estdo no conjunto A e o ndmero de retiradas realizadas até aquele momento, n(A)/n,
se aproxima do valor 0,11, a medida que n aumenta.

0.10

n{A)n

0 10000 20000 30000 40000 50000

Figura 2: Simulacdo do Exemplo 2.

2.2. Definic¢ao classica

No estudo realizado em Pereira et al [5] torna-se evidente que, nos Ensinos Fundamental e Médio, a definicao
mais utilizada € a cléssica, creditada ao matematico francés Laplace (1749-1827).

Definicao 2. Se o espaco amostral Q € finito, a probabilidade de um evento A é definida por

nimero de casos favordveis ao evento A

P(A) = - —
nimero de casos possiveis

desde que o espaco amostral seja equiprovavel, ou seja, desde que qualquer subconjunto unitério de €, os

chamados eventos elementares, tenha a mesma chance de ocorrer.

Poincaré em sua obra Ciéncia e Hipétese, discute a defini¢@o classica de probabilidade ao ponderar que

A definicdo é bem simples. A probabilidade de um evento é a razdo do niimero de casos
favoraveis ao evento sobre o niimero total de casos possiveis. Um simples exemplo mostra
qudo incompleta esta definicdo é: Eu jogo dois dados. Qual é a probabilidade de se obter 6
em pelo menos um deles? Para cada dado temos 6 possiveis resultados; o niimero total de
casos possiveis é 6 X 6 = 36. O niimero de casos favoraveis é 11; a probabilidade é 11/36.
(Gould, 2001, p.138)

Essa solucdo dada por Poincaré leva em consideracdo que, por exemplo, o resultado (1,2) é distinto do
resultado (2, 1), isto é, aparecer a face 1 no primeiro dado e a face 2 no segundo € diferente de sair a face
2 no primeiro dado e a face 1 no segundo. Esse resultado pode ser melhor compreendido com o auxilio da
Tabela 1, onde estdo em destaque os onze casos favoraveis:
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LD (1.2 (1,3 (@14 (15 @,6)
@n 22 23 249 25 26
G G2 363 G4 G5 (36
41 42 43 @4 @5 46
G.hH G2 53 G4 G5 (56
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5 (6,6)

Tabela 1: Primeira solugdo de Poincaré

O referido autor vai mais além quando apresenta o que seria uma outra solugdo para o mesmo problema:

Esta é a solucdo correta, mas por que ndo podemos proceder como segue: Os niimeros

que aparecem nas faces ao jogarmos dois dados formam % = 21 diferentes combinagdoes.

Entre estas combinagoes, seis sdo favoraveis, a probabilidade é 6/21. (Gould, 2001, p.138)

Ja nessa segunda solugdo apresentada, os eventos (1,2) e (2,1) ndo foram considerados distintos, pois
representam o mesmo resultado: surgiu a face 1 em um dos dados e a face 2 no outro. Essa segunda possivel
solugdo apresentada por Poincaré estd ilustrada na Tabela 2 a seguir, com o destaque para os seis resultados
favoraveis:

LD (1.2 (13 (@14 (15 @,6)
22 23 24 25 @6
(33) G4 (G5 G6)

(4.4) (45) 4,6

(5.5 (5,6

(6,6)

Tabela 2: Segunda solugdo de Poincaré

Por que o primeiro método de calcular o nimero de casos favordveis legitima mais do que o segundo? E
a resposta de Poincaré traz a importancia da hip6tese de equiprobabilidade: “Em qualquer caso, ndo € a
definicdo que nos responde. Somos obrigados entdo a completar a defini¢do dizendo ... sobre o niimero
total de casos possiveis, desde que os casos sejam igualmente provaveis.” (Gould, 2001, p.138)

A defini¢do classica de probabilidade para eventos equiprovaveis ja era usada muito antes de Laplace:

Suponha que desejamos calcular a probabilidade de obter a face 3 no lancamento de
um dado. Podemos recorrer a experimentacdo e jogar um dado 100.000 vezes. Encon-
trariamos que 3’s aparecem em aproximadamente um sexto dos lancamentos e concluir
que a probabilidade de obter a face 3 é % (abordagem de Bernoulli). Contudo, recorrer a
experimentagcdo como forma de determinar a probabilidade é dificil e algumas vezes nao é
possivel. Pascal (1623-1662) e Fermat (1607-1665) sugeriram a seguinte abordagem: No
caso do lancamento de um dado, existem seis possiveis resultados (se excluirmos a possibili-
dade do dado repousar sobre um de suas arestas). Cada um desses resultados é igualmente
provavel, e desses seis, um é favoravel ao langcamento que resulta na face 3. Portanto a
probabilidade que a face 3 apareca é %. Se estamos interessados na probabilidade que a
face 3 ou a face 4 apareca na face superior do lancamento de um dado, ainda teremos seis
possiveis resultados, mas agora dois de seis serdo favoraveis. Neste caso, a abordagem de
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Pascal e Fermat levaria a conclusdo que a probabilidade de obter a face 3 ou a face 4 é %. Se
o problema fosse para calcular a probabilidade de nao obter a face 3 no lancamento de um
dado a resposta seria %, porque nesse problema existem cinco resultados favoraveis dentre
os seis possiveis. Em geral, a definicdo de uma medida quantitativa da probabilidade é a
seguinte: Se, de n resultados igualmente possiveis, m sdo favoraveis ao acontecimento de
um certo evento, a probabilidade do evento acontecer é = e a probabilidade do evento ndo
acontecer é . Desta defini¢do geral de probabilidade segue que se nenhum resultado
possivel for favoravel, isto é, se o evento for impossivel, a probabilidade do evento deve
ser %, ou 0. Se todos os n possiveis resultados forem favoraveis, isto é, o evento certo, a
probabilidade seria <, ou 1. Portanto, a medida numérica da probabilidade pode variar
de 0 a 1, da impossibilidade a certeza. (Kline, 1967, p.524)

Utilizando a defini¢ao de Laplace no Exemplo 1, onde todos os eventos elementares t&€m a mesma chance
de ocorrer, obtemos P(A) = 12—0 = 0, 2. Entretanto, no Exemplo 2 ja ndo se pode usar a formula de Laplace
para resolver a questdo, pois existem eventos elementares com chances diferentes de acontecer.

Como Poincaré destacou, a férmula de Laplace s6 € vdlida quando os eventos elementares t€m a mesma
chance de ocorrer, ou seja, se o espaco amostral for equiprovdvel. No entanto, foi verificado em [5],
através da andlise de varias dissertacdes do PROFMAT e de livros adotados nos Ensinos Fundamental e
Meédio, que essa formula vem sendo utilizada como defini¢ao de probabilidade sem a mengdo a hipétese da
equiprobabilidade, o que é um erro muito grave. Além da andlise de dissertagdes e livros didaticos, os autores
apresentam o resultado de um teste aplicado com alunos da Universidade Federal do Rio Grande do Norte
e também com alunos de escolas publicas e privadas das cidades de Natal e de Parnamirim, o que permitiu
comprovar, mais uma vez, que a férmula de Laplace € a defini¢do de probabilidade que eles conhecem,
mas o preocupante € que poucos estudantes se referiram a hipdtese necessaria de equiprobabilidade. Por
esse motivo, os autores propuseram, para o ensino da probabilidade, o uso da definicdo axiomadtica de
probabilidade quando o espago amostral € finito.

2.3. Definicao axiomatica

A probabilidade € uma fungdo que a cada evento de Q associa um nimero entre 0 e 1. Na definicdo
axiomadtica, o dominio da funcdo probabilidade é, de maneira geral, uma classe de eventos aleatérios
(o-dlgebra). Neste trabalho o espaco amostral € finito, portanto podemos considerar a classe de eventos
aleatdrios como sendo o conjunto das partes de Q (P (Q)).

Defini¢ao 3. Uma probabilidade é uma fungdo P que a cada subconjunto A de Q associa um nimero entre
0 e 1, satisfazendo as seguintes propriedades:

i) P(Q)=1

ii) Se Aq,..., A, sdo eventos disjuntos, entdio P(A; UAs U....UA,) =P(A;) +P(Az) +... + P(Ay).
Na defini¢ao axiomatica nenhuma hipétese sobre o espago amostral é feita e, portanto, pode ser aplicada
tanto no Exemplo 1, cujo espago é equiprovavel, quanto no Exemplo 2, em que temos eventos elementares

com probabilidades distintas. No Exemplo 1, em que cada evento elementar tem a mesma chance de ocorrer,
aplicando as propriedades (i) e (ii) da defini¢cdo axiomética, obteremos:

1=P(Q)=P({1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}) = P({1}) + ... + P({10}) = p +... + p = 10p,
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o que implica em 10p = 1, portanto, p = 1/10 e assim:

P(A) =P({1,2}) =P({1}) +P({2})) =p+p=2p= 12—0-

Ja no Exemplo 2, sem a equiprobabilidade, aplicando as propriedades (i) e (ii) da definicdo axiomaética,
teremos que:

1=P(Q) = P({1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)) = P({1}) + ... + P{10}) = 2 + Ly p+ .4+ p = 9p,

o que implica em 9p = 1, portanto, p = % e assim:

P(A) = P({1,2}) = P{1}) + P({2}) = 25

3. O erro que se comete ao usar equiprobabilidade quando ela nio existe

A defini¢ao de probabilidade de Laplace s6 € valida quando os eventos sdo equiprovaveis, mas equiproba-
bilidade nao é uma hipétese realista.

A defini¢do de probabilidade que estamos ilustrando é notavelmente simples e aparente-
mente de facil aplicagcdo. Suponha que alguém argumente, contudo, que a probabilidade
de uma pessoa atravessar a rua em seguranga é % Ja que existem dois possiveis resultados:
cruzar a rua com seguranga ou sem seguranga. Se esse argumento fosse forte, pessoas em
grandes centros urbanos nao poderiam esperar ter vidas longas. A faldcia nesse argumento
¢ que dois possiveis resultados, atravessar a rua em seguranga ou ndo, ndo sdo igualmente
provaveis. (Kline, 1967, p.526)

Nessa secdo, o objetivo € exemplificar os prejuizos que se pode ter ao assumir a equiprobabilidade quando
na verdade ela ndo existe. Para tanto, serdo usadas as ferramentas estudadas na disciplina Probabilidade e
Estatistica, ministrada no PROFMAT (Mestrado Profissional em Rede Nacional), que desenvolveu tépicos
como esperanga matematica e erro médio quadratico. O entendimento dessas ferramentas probabilisticas
comeca pela definicdo de varidveis aleatdrias e, para o que esse artigo se propde, € preciso apenas varidveis
aleatdrias discretas.

3.1. Variavel aleatéria

Definicao 4. Dado um espago amostral Q, seja £ () o conjunto das partes de Q, ou seja, o conjunto de
todos os subconjuntos de Q. Uma varidvel aleatéria discreta é qualquer fungdo X : Q — E C R, onde E é
enumerdvel, que satisfaz:

X 1(U) = {w e Q/X(w) € U} € P(Q),

qualquer que seja U c E. Note que quando € € finito, X, por ser fun¢do, assume uma quantidade finita de
valores e, portanto, ¢ uma varidvel aleatéria discreta.

Exemplo 3. Considere o experimento aleatério que consiste em extrair duas bolas uma a uma ao acaso e
com reposicao de uma urna com trés bolas vermelhas (V) e duas bolas brancas (B). O espaco amostral
associado a esse experimento é:

Q= {(B,B), (B, V), (V,B), (V,V)}.
= s
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Podemos definir assim a variavel aleatéria X : Q — Z, que a cada elemento de Q associa o nimero de bolas
vermelhas obtidas nas duas retiradas, isto é,

X((B,B)) =0, X((B,V)) =X((V,B)) =1 e X((V,V))=2.

Na pratica, investigar um fendomeno aleatério significa estudar o comportamento de varidveis aleatdrias
associadas a ele, e tal comportamento € descrito através da sua distribuicao de probabilidade:

3.2. Distribuicao de probabilidade

Definicao 5. A distribuicdo de probabilidade de uma varidvel aleatdria discreta X, é uma funcdo Px que
associa a cada subconjunto {i} da imagem da varidvel aleatéria X, a probabilidade do evento cuja imagem
pela varidvel aleatdria X € i, ou seja,

Px({i}) = P({w € Q/X(w) € {i}} = P({w € Q/X(w) =1},
também denotada por P(X = i).

Exemplo 4. Para a varidvel aleatéria definida no Exemplo 3, que assume os valores 0,1 e 2, a fungdo de
distribui¢do € assim calculada:

) Px({0) =P(X=0) = P({(B,B)}) = 22 = 4L
ii) Px({1}) = P(X = 1) = P({(B, V), (V. B)}) = P({(B,V)}) + P({(V. B)}) = 28 + 82 =
iii) Px ({2)) = P(X =2) = P({(V, V)}) = 88 = 2.

8IS

As probabilidades acima foram calculadas usando o Teorema do Produto.

Teorema 1. (Teorema do Produto) Se A, B sdo eventos, entio

P(ANB) = P(A) x P(B|A).

Por exemplo, para o ciculo de Px({0}), se By é o evento extrair uma bola branca na primeira retirada e
Bs € o evento extrair uma bola branca na segunda retirada, entdo o evento {(B, B)} é dado por By N By e
assim, pelo Teorema do Produto:

2

P({(B,B)}) =P(B1 NnBy) = P(B)P(B2|B;) = = X z

o] Do

Onde P(B;|B;y) = % pois as retiradas sdo feitas com reposi¢do. Se as retiradas fossem sem reposi¢ao
terfamos P(B3|B;) = 1.

O valor Px ({0}) significa a probabilidade de, ao extrair duas bolas uma a uma ao acaso e com reposicdo de
uma urna com trés bolas vermelhas (V) e duas bolas brancas (B), ndo se obter bola vermelha. De maneira
geral, Px € uma funcio de probabilidade definida no conjunto dos subconjuntos da Im(X) = {0,1,2}.
Desta forma, a variavel aleatéria X induz um novo espago amostral Im(X) = {0, 1, 2} com uma nova fungéo
de probabilidade, a Px. E interessante notar, pelos calculos anteriores, que os eventos elementares {0}, {1}
e {2}, ndo tém a mesma chance de ocorrer. Assim, tanto Q = {(B,B), (B, V), (V,B),(V,V)} quanto
o novo espago amostral Im(X) = {0, 1,2} ndo sdo equiprovaveis. Portanto, ndo se pode usar Laplace e
afirmar que Px ({0}) = Px({2}) = Px({3}) = 1/3.
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De maneira geral, dado um experimento aleatério, tem-se inicialmente um conjunto formado por trés
elementos: o espago amostral Q, uma classe de eventos aleatdrios o-(£2), e uma probabilidade P. Essa
terna (Q,0(Q),P) é chamada espaco de probabilidade. Ao se modelar o experimento aleatdrio por
uma varidvel aleatdria X, obtém-se um novo espago de probabilidade, o espago de probabilidade induzido:
(Im(X), o (Im(X)), Px).

Na préoxima sessdo, apresentamos dois exemplos que ilustram o erro cometido ao se assumir equiproba-
bilidade, onde ela ndo existe. Para tanto, precisamos definir dois importantes pardmetros relacionados a
distribuicdo de probabilidade, que sdo a esperanga e a variancia.

3.3. Esperanca e varidncia

Definicao 6. A esperanca matematica de uma varidvel aleatdria discreta X :  — R é a sua média ponderada
pela sua distribui¢@o de probabilidade, ou seja,

E(X) = Z iP(X =1i).
ieIm(X)

Uma propriedade importante da esperanga matemadtica € a linearidade em relagao a soma.

Teorema 2. Dadas n variaveis aleatorias X1, Xa, ..., X, definidas no mesmo espaco de probabilidade
(Q,0(Q),P):
E(X;+ X +...+X,) = E(Xy) + E(Xs) +... + E(X,).

Exemplo 5. Usando as distribuicdes calculadas no Exemplo 4, a esperanca da varidvel aleatéria definida
no Exemplo 3 é dada por:

4 12 9 30
=0. = 1.P =1 P =2)=0.—+1.— — = —.
EX)=0P(X=0)+ (X )+2.P(X=2)=0 5% + 55 +2 5 = 55

Esse nimero significa que ao se realizar 25 vezes esse experimento, deve-se esperar que aparegam, em
média, 30 bolas vermelhas.
J& a variancia é uma medida que mostra qudo distante estdo os valores assumidos pela variavel aleatéria da

sua esperanca matematica, ou seja,

Definicao 7. A varidncia de uma varidvel aleatéria discreta X : Q — R € distancia a sua média ao quadrado
ponderada pela sua distribuicdo de probabilidade, ou seja,

Var(X) = Z (- EX))2P(X =1).

ieIm(X)

Exemplo 6. Usando as distribui¢des calculadas no Exemplo 4 e a esperanga calculada no exemplo anterior,
a variancia da varidvel aleatdria definida no Exemplo 3 é dada por:

7500
"~ 15.625°

30 30 30
Var(X) = (0— %)QP(X =0)+(1- 2—5)2P(X =1)+(2- %)213()( =2)
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3.4. Prejuizos ao se supor equiprobabilidade quando ela nao existe

Os Exemplos 7 e 8 a seguir, ilustram como a nao equiprobabilidade modifica o resultado esperado na
realizacao de eventos aleatorios.

Exemplo 7. Imagine que vocé estd em um jogo, no qual, em caso de vitdria, vocé recebe R$ 1,00 e, em
caso de derrota, paga R$1,00. Quanto vocé espera ganhar ou perder depois de n partidas?

Se vocé supuser que a probabilidade de ganhar ou de perder é a mesma, ou seja, se vocé acredita que seu
adversdrio tem a habilidade equivalente a sua, entdo, estard na seguinte situagao:

P(ganhar uma partida) = P(perder uma partida).
Um maneira de modelar esse problema € definir a seguinte variavel aleatdria:

X = 1, se vocé vencer a i-€sima partida
"7 | —1, se vocé perder a i-ésima partida

assim, a soma S, = X; + Xg + ... + X, representa o quanto voc€ ganhou ou perdeu depois de n partidas. Ja
que a probabilidade de ganhar uma partida € a mesma de perder uma partida, ou seja,

P(X;=1)=P(X;=-1) = 1/2,

depois de n jogadas o valor esperado é:
E(Sn) = E(X; + ...+ Xp) = ZE(Xi) = Z(l.P(Xi =1)-1P(X;=-1)) = 2(1/27 1/2) = Z 0=0,
i=1 i=1 i=1 i=1

e assim, depois de n partidas, em média, vocé tera ganho 0 reais.

Por outro lado, e se vocé mensurou erroneamente a chance de ganhar? Se, por exemplo, seu adversario é
bem melhor que vocé e a sua chance de ganhar seja 1/3? Veja como o resultado esperado se altera:

E(S,) = Z E(X;) = i(LP(Xi =1)-1P(X;= 1) = i(l/s ~2/3) = n/3,
i=1 i=1 i=1

n

ou seja, depois de n partidas, em média, vocé terd perdido 5 reais. Note que, pelo fato de existirem
duas possibilidades, imaginar que elas sdo equiprovaveis, quando nem sempre elas o sdo, pode levar a um
resultado final inesperado, como a perda média de % reais.

A modelagem e a solu¢do do problema da distribuidora de remédios, que foi resumidamente enunciado
na Introdu¢@o, assumem as seguintes ideias gerais. Seja X uma varidvel aleatdria discreta que assume os
valores 1, 3 e 10 com probabilidades 0,1, 0,2 e 0, 7, respectivamente. Dado um ponto p qualquer da reta,
a distancia ao quadrado de 1 até p é calculada por (1 — p)? e, da mesma forma, é calculada a distancia ao
quadrado de p aos outros possiveis valores que X assume. Assim, (X — p)? assume os valores (1 — p)?,
(3—p)2 ou (10— p)2. Note que o valor (1 —p)? s6 aparece se X = 1, ou seja, com probabilidade P(X = 1)
e, de maneira andloga, o valor (3 — p)? aparece com probabilidade P(X = 3), e o valor (10 — p)? com
probabilidade P(X = 10). Desta forma, a varidvel aleatéria (X — p)? tem por esperanca:

E(X-p)? =(1-p)?*P(X=1)+(3-p)*P(X=3)+ (10-p)*P(X = 10)
=(1-p)20,1+(3-p)?0,2+(10-p)2 0,7.

Rifo [6] define o erro quadratico médio de uma varidvel aleatéria e mostra que ele é minimizado pela

esperanca da varidvel aleatéria.
-
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Definicao 8. Seja p um valor real qualquer tomado como previsdo para uma variavel aleatéria X. O custo
definido pelo quadrado do erro é chamado perda quadratica da previsdo e sua média, o erro quadratico
médio de p como preditor de X, é definida por:

EQM(p; X) = E(X - p)*.

Teorema 3. (Teorema 5.6 em [6]) Dada uma variavel aleatoria X, o preditor de X com menor EQM é a
sua esperanga p = E(X).

Exemplo 8. Imagine que uma distribuidora de remédios atende a trés cidades: A, B e C, sendo a distincia
de A até B de 100km e a de B até C, de 300km. Essa distribuidora s6 recebe um telefonema por dia, vindo
de uma das trés cidades, e atende ao chamado imediatamente. Pelo histdrico de ligagdes, verificou-se que
a probabilidade de a chamada recebida ser da cidade A € 0,1; serda B é 0,2 e da C ¢ 0,7. Em qual ponto
sobre a reta que liga as trés cidades o dono deve construir o depdsito da sua empresa de modo a minimizar
a distdncia ao quadrado dos deslocamentos? Para modelar o problema, suponha que a cidade A esteja no
ponto 0, a B, no ponto 100, e a C, no ponto 400 e que o depdsito seja construido em um ponto D sobre a
reta que liga os trés municipios.

0 100 400

Figura 3: Tlustracdo do Exemplo 8

Seja X a varidvel que representa o niimero relacionado a localizacdo da cidade que fez a ligagdo. A
resposta para o dono da distribuidora é o ponto p = E(X) que minimiza a distincia média quadratica dos
deslocamentos até D, ou seja, que minimiza a fun¢io:

EMQ(D,X) = d(A,D)?P(X = A) +d(B,D)?P(X = B) + d(C,D)*P(X = C). (1)

Como X representa o nimero relacionado a localizagcdo da cidade que fez a ligagcdo, entdo X assume os
valores 0, 100 e 400 com probabilidades 0, 1, 0,2 e 0, 7, respectivamente. Portanto,

E(X)=0x0,1+100x0,2+400x0,7 =300
€ o valor que minimiza (1), ou seja, o depdsito deve ficar a uma distancia de 300Km da cidade A, 200Km
da cidade B e 100Km da cidade C.
Se tivéssemos assumido equiprobabilidade, o depdsito ficaria situado a uma distancia

1 1 1 500
EX)=0x -+100x - +400X - = —
(X) ><3+ ><3+ ><3 3

ou seja, aproximadamente a 166, 67 km da cidade A.

Analisando o EMQ(300, X) = 24.000 e EMQ(166, 67, X) = 28.889, 89, fica comprovado que a distdncia
média quadrética didria, ao se usar equiprobabilidade, quando de fato ela ndo existe, leva a uma diferenga dos
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erros médios quadraticos, em valores absolutos, de mais de 4.888. Outrossim, convém lembrar que o erro
médio quadratico estd relacionado a distancia média quadratica didria percorrida, o que dd um acréscimo
consideravel de quilometragem.

4. Conclusao

A abordagem do ensino de Probabilidade, em que o foco é quase exclusivo nos casos equiprovaveis e na
férmula de Laplace, € um tema a ser dicutido. Nao € por se encontrar uma quantidade finita de possibilidades
em um experimento aleatério, que se tem, automaticamente, um espago amostral equiprovavel. Tal hipétese,
além de ndo ser realista, quando usada indiscriminadamente, propaga erros em todos os parametros estudados
no modelo probabilistico. J4 a abordagem axiomadtica, sendo mais geral que a cldssica, fornece ferramentas
suficientes para a modelagem de todos os fendmenos aleatérios.
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