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Os pontos fixos da função feliz
Eudes Antonio Costa1 Fernando Soares de Carvalho

Resumo

Neste trabalho, apresentamos resultados relacionados à função feliz e, também, a alguns números associados
a essa função, chamados de números felizes. É realizado um estudo dos pontos fixos e a iteração da função
feliz em uma base não decimal.
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Abstract

In this work, we present results related to the happy function and also some numbers associated with this
function, called happy numbers. We conduct a study of fixed points and iterations of the happy function in
different bases.

Keywords: Happy function; Happy number; Fixed point.

1. Introdução

Nestas notas vamos apresentar o conceito de função feliz, pontos fixos dessa função em diferentes bases
numéricas, além de exibir exemplos e a definição generalizada de números felizes, conforme [7, 6]. Aqui,
faremos uso recorrente de operações em uma base não decimal.

Para definir os números felizes, precisamos, primeiramente, definir o que será chamada de função feliz em
uma base b ≥ 2 qualquer.

Definição 1. Para algum natural b ≥ 2 fixado, seja x = [akak–1 . . . a0]b = akb
k + ak–1b

k–1 + · · · + a0b
0

um número natural escrito na base b. A função feliz, S1e,b : N → N, é definida por

S1e,b (x) = S1e,b

(
k∑︁
i=0

aib
i

)
=

[
k∑︁
i=0

aei

]
b

. (1)

Especificamente, quando for a base decimal, isto é, tivermos b = 10, vamos utilizar a notação S1e (x).
Exemplo 1. Considere a base b = 10, e = 2 e para números 2024, 2025 e 12345, temos que

S12 (2024) = 22 + 02 + 22 + 42 = 24,

S12 (2025) = 22 + 02 + 22 + 52 = 33,

S12 (12345) = 12 + 22 + 32 + 42 + 52 = 55.
1Parcialmente apoiado pela Universidade Federal do Tocantins-Propesq/UFT
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Veja que, na Definição 1, a adição das potencias aei pode ser feita na base 10 e convertida para a base b, ou
realizada diretamente na base indicada desde que o resultado esteja escrito na base indicada. No próximo
exemplo, adotamos a primeira opção.

Exemplo 2. Já na base b = 4, e = 5 e x = [2023]4, temos que

S15,4 (2023) = [25 + 05 + 25 + 35]10
= 32 + 0 + 32 + 243 = [307]10
= [256 + 48 + 3]10 = [44 + 3 · 16 + 3]10
= 1 · 44 + 0 · 43 + 3 · 42 + 0 · 41 + 1 · 43 = [10303]4

Agora, veja que também podemos aplicar a função feliz no número y = [10303]4, em que y = [S15,4 (x)]4.
Vejamos:

S15,4 (10303) = [15 + 35 + 35]10
= 1 + 243 + 243 = [487]10
= [256 + 3 · 64 + 2 · 16 + 1 · 4 + 3]10
= 1 · 44 + 3 · 43 + 2 · 42 + 1 · 41 + 3

= [13213]4 ,

assim
S15,4 (y) = [13213]4, ou seja, S25,4 (x) = S15,4

(
S15,4 (x)

)
= [13213]4 .

Dessa forma, para qualquer base b > 1 fixada e x = [akak–1 . . . a0]b, podemos fazer iterações da função
S1e,b (x), de forma que

S2e,b (x) = S1e,b

(
S1e,b (x)

)
,

e sendo m > 0 um número natural, tem-se que:

S1e,b (x) =
[

k∑︁
i=0

aei

]
b

,

Sme,b (x) =
[
S1e,b

(
Sm–1
e,b (n)

)]
b
, para todo m > 1 .

(2)

Novamente, quando a base for a convencional base decimal (b = 10), vamos utilizar a notação Sme (x) para
representar a m-ésima iteração da função feliz.

Exemplo 3. Considere b = 10 e o número 7, veja que:

S12 (7) = 72 = 49,

S22 (7) = 42 + 92 = 97,

S32 (7) = 92 + 72 = 130,

S42 (7) = 12 + 33 + 02 = 10,

S52 (7) = 12 + 02 = 1 .
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Exemplo 4. Ainda para b = 10 e o número 37 agora, veja que:

S12 (37) = 32 + 72 = 58,

S22 (37) = 52 + 82 = 89,

S32 (37) = 82 + 92 = 145,

S42 (37) = 12 + 42 + 52 = 42,

S52 (37) = 42 + 22 = 20,

S62 (37) = 22 + 02 = 4,

S72 (37) = 42 = 16,

S82 (37) = 12 + 62 = 37 .

Exemplo 5. Agora, tome b = 4 e o número [2023]4. Veja que:

S12,4 (2023) = 22 + 02 + 22 + 32 = [101]4,
S22,4 (2023) = 12 + 02 + 12 = [2]4,
S32,4 (2023) = 22 = [10]4,
S42,4 (2023) = 12 + 02 = [1]4 .

Agora, apresentamos a definição de número feliz.

Definição 2. Um número natural x = [akak–1 . . . a0]b escrito na base b ≥ 2 é chamado de número feliz se
Sm2,b (x) = 1 para algum inteiro positivo m > 0. Um número que não é feliz será chamado de número triste.

Segue do Exemplo 3 que o número 7 é feliz na base 10, pois S52 (7) = 1. E ainda na base 10, pelo Exemplo
4, verificamos que o número 37 é triste. Na base 4 temos que [2023]4 é um número feliz por S12,4 (x),
conforme Exemplo 5.

No próximo exemplo, mostraremos que [2025]6 é feliz pela aplicação S3,6. As contas estarão todas indicadas
na base 6.

Exemplo 6. Consideremos o número [2025]6 e a aplicação S3,6. Então:

S13,6 (2025) = 23 + 03 + 23 + 53 = [353]6,
S23,6 (2025) = 33 + 53 + 33 = [455]6,
S33,6 (2025) = 43 + 53 + 53= [1242]6,
S43,6 (2025) = 13 + 23 + 43 + 23 = [213]6,
S53,6 (2025) = 23 + 13 + 33 = [100]6,
S63,6 (2025) = 13 + 03 + 03 = [1]6 .

Como S63,6 (2025) = [1]6, segue que [2025]6 é feliz na base 6.

Apresentamos, na Nota 1 a seguir, uma lista de números felizes menores que 500, na base b = 10. Fica
como desafio ao leitor, verificar tal fato, ou seja, determinar o número de iterações pra cada número.
Nota 1. [8] Os números felizes menores que 500 são: 1, 7, 10, 13, 19, 23, 28, 31, 32, 44, 49, 68, 70, 79, 82,
86, 91, 94, 97, 100, 103, 109, 129, 130, 133, 139, 167, 176, 188, 190, 192, 193, 203, 208, 219, 226, 230,
236, 239, 262, 263, 280, 291, 293, 301, 302, 310, 313, 319, 320, 326, 329, 331, 338, 356, 362, 365, 367,
368, 376, 379, 383, 386, 391, 392, 397, 404, 409, 440, 446, 464, 469, 478, 487, 490 e 496 .
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Em [12], com auxı́lio de recurso computacional, testam todos os números na base decimal menores que
103 e comprovam que estes ou são felizes ou infelizes com o ciclo 4, 16, 37, 58, 89, 145, 42 e 20, como
no Exemplo 4. É conhecido que para todo x natural na base 10, sempre existe um natural m > 0 tal que
Sm2 (x) = 1 ou Sm2 ∈ {4, 16, 37, 58, 89, 145, 42, 20}. Uma demonstração completa pode ser vista em [14].
Outro resultado, também conhecido, é que todo número inteiro positivo é feliz na base b = 4, veja [11].

No desenvolvimento deste trabalho, procuramos explorar propriedades aritméticas dos números inteiros po-
sitivos em outra base numérica b, além da decimal. Na Seção 2, retomamos estes conceitos e procedimentos
(operações de adição e multiplicação, e conversão de base), para tornar o texto o mais autocontido e oferecer
comodidade ao leitor. Já na Seção 3, estendemos o conceito de número feliz para qualquer base b ≥ 2 e
todo expoente e ≥ 1, e apresentamos alguns exemplos. Enquanto, na Seção 4, analisamos os pontos fixos
da função feliz generalizada. Por fim, na Seção 5, mostramos que todo número é feliz na base b = 2.

2. Sistema de numeração posicional - base

Nesta seção, relembramos os conceitos principais de um sistema de numeração posicional ou base e as
operações de adição e multiplicação numa base b. Pensando em um leitor com menos experiência em
outras bases numéricas, recomendamos [4, 9, 13, 16] para maiores detalhes. Um leitor mais experiente pode
suprimir a leitura desta seção.

Em nosso sistema de numeração convencional, base 10, todo número inteiro positivo n pode ser expresso
na forma polinomial

n = ar · 10r + ar–1 · 10r–1 + · · · + a1 · 101 + a0 = arar–1 . . . a1a0 ,

com ai ∈ {0, 1, 2, . . . , 8, 9} para i = 0, . . . , r e ar ≠ 0. Por exemplo,

2024 = 2 · 103 + 0 · 102 + 2 · 101 + 4 .

Mas o papel desempenhado pelo 10, os agrupamentos de 10 elementos, podem ser realizados em qualquer
agrupamento de b elementos, isto é formalizado no seguinte resultado.

Lema 1. Seja b um número inteiro positivo não nulo. Todo número inteiro positivo n pode ser expresso na
forma polinomial

n = ar · br + ar–1 · br–1 + · · · + a1 · b1 + a0 = [arar–1 . . . a1a0]b ,

sendo r ≥ 0, ai ∈ {0, 1, . . . , b – 1} para i = 0, . . . , r e ar ≠ 0.

Assim, na representação de um número na base 6, por exemplo, utilizamos os algarismos ou sı́mbolos
{0, 1, 2, 3, 4, 5} e agrupamos de seis em seis elementos. Portanto, [2024]6 tem o seguinte significado

[2024]6 = 2 · 63 + 0 · 62 + 2 · 61 + 4 .

E mais, [2024]6 = [448]10, pois

[2024]6 = 2 · 63 + 0 · 62 + 2 · 61 + 4

= 2 · 216 + 0 + 12 + 4

= 432 + 16 = [448]10.
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Portanto, para converter um número expresso em uma base qualquer b para a base 10, basta calcularmos
as potências indicadas. Por exemplo, [245]7 = 2 · 72 + 4 · 7 + 5 = 98 + 28 + 5 = 131. Assim, o número
[245]7 = [131]10.

Agora, para fazer uma conversão oposta, isto é, passar da base 10 para a base b, é preciso escrever o número
como adição de potências de b. Dado o número 131 na base 10, e desejando expressar esta quantidade na
base 7, podemos utilizar divisões sucessivas por 7, enquanto os coeficientes forem maiores que 7, e escrever

131 = 18 × 7 + 5

= (2 × 7 + 4) × 7 + 5

= 2 × 72 + 4 × 7 + 5

= [245]7.

Os procedimentos utilizados no sistema decimal para efetuar as operações de adição ou multiplicação
também podem ser realizados num sistema posicional de base b, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 7. (a) Na base b = 6 vamos realizar uma adição, fazendo os agrupamentos de 6 elementos da
direita para à esquerda.

[2024]6 + [54]6 = (2 · 63 + 0 · 62 + 2 · 61 + 4) + (5 · 61 + 4)
= 2 · 63 + 0 · 62 + (2 + 5) · 61 + (4 + 4)
= 2 · 63 + 0 · 62 + (2 + 5) · 61 + (1 · 6 + 2)
= 2 · 63 + 0 · 62 + (2 + 5 + 1) · 61 + 2

= 2 · 63 + 0 · 62 + (1 · 6 + 2) · 61 + 2

= 2 · 63 + 0 · 62 + (1 · 62 + 2 · 61) + 2

= 2 · 63 + (0 + 1) · 62 + 2 · 61 + 2

= 2 · 63 + 1 · 62 + 2 · 61 + 2

= [2122]6 .

(b) Na base b = 5 vamos realizar uma multiplicação, fazendo primeiramente a distributiva e depois os
agrupamentos de 5 elementos da direita para à esquerda.

[124]5 · [4]5 = (1 · 52 + 2 · 51 + 4) · 4
= (1 · 4) · 52 + (2 · 4) · 51 + (4 · 4)
= (1 · 4) · 52 + (1 · 5 + 3) · 51 + (3 · 5 + 1)
= 4 · 52 + (1 · 5 + 3 + 3) · 51 + 1

= 4 · 52 + (2 · 51 + 1) · 51 + 1

= 4 · 52 + (2 · 52 + 1 · 51) + 1

= (4 + 2) · 52 + 1 · 51 + 1

= (1 · 51 + 1) · 52 + 1 · 51 + 1

= 1 · 53 + 1 · 52 + 1 · 51 + 1

= [1111]5 .

3. Número feliz com um expoente qualquer
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A seguir, apresentamos uma generalização de número feliz, considerando um expoente e ≥ 1 e qualquer
base b ≥ 2. De maneira natural, o conceito de número feliz, pode ser estendido da seguinte forma:

Definição 3. Um número natural x = [akak–1 . . . a0]b escrito na base b ≥ 2 é chamado de número e-feliz
se, Sme,b (x) = 1, para algum inteiro positivo m > 0.

Uma questão que se levanta é a seguinte: existe número feliz pra qualquer b e qualquer e? A resposta é
trivialmente sim, conforme exemplos à seguir.

Exemplo 8. Dado qualquer inteiro não negativo k e quaisquer b e e fixados, o número x = (10k)b é e-feliz,
visto que S1e,b (x) = 1 .

No próximo exemplo usamos o conceito e notação dos números repunidades generalizadas ou repunidades
em uma base b qualquer. Acerca das repunidades generalizadas, em lı́ngua portuguesa, sugerimos [3].

Exemplo 9. Para todo k inteiro positivo, considere o número repunidade, [Rk]b = [ 111 · · · 11︸     ︷︷     ︸
k algarismos

]b, em uma

base b. Fazendo x = [Rb]b e para qualquer e, temos que

S2e,b (x) = S1e,b (10) = 1.

Portanto x é e-feliz.

Exemplo 10. Para uma base b ≥ 2 fixada, usaremos a notação x = [10k]b, em que k indica a quantidade de
dı́gitos 1 e 0 alternado no número inteiro positivo x, numa base b fixada. Por exemplo, [105]b = [10101]b
e [108] = [10101010]b. Se b for par (base decimal), então [102b]b é e-feliz na base b, qualquer que seja o
expoente e. De igual modo, se tivermos b ı́mpar então [102b+1]b é e-feliz. (Verifique!)

Nota 2. Vale ressaltar que, na base decimal, temos o conceito de número par(múltiplo de 2) quando o
número termina em (o algarismo da unidade é) 0, 2, 4, 6 ou 8. No entanto, tal conceito não se aplica
diretamente em outras bases. Por exemplo, se b = 9, temos que [16]9 = [3 · 5]9. No entanto, [16]9 não é
um número par (base decimal).
Nota 3. Os números x = [10k]b são conhecidos como números suavemente ondulantes generalizados do
tipo um-zero. Acerca dos números suavemente ondulantes generalizados, veja [2, 15].

Exemplo 11. [11] Na base 5, o número [103]5 é 2-triste visto que S12,5 (103) = [20]5, S22,5 (103) = [31]5 e
S32,5 (103) = [103]5. Assim, para todo k ≥ 1, Sk2,5 (103) ∈ {[103]5, [20]5, [31]5}.

Generalizando o que vimos no Exemplo 11, em uma base b qualquer, um número pode ser feliz; porém, em
uma outra base b′ ≠ b, ser um número triste. Como visto na Nota 1, o número 28 é 2-feliz na base 10 pois
S32 (28) = 1. Contudo na base 5, o número [103]5 = 28 é 2-triste.

4. Pontos fixos da função feliz

Os pontos fixos são importantes em várias áreas da matemática, especialmente na teoria dos sistemas
dinâmicos, análise funcional e equações diferenciais. Muitas vezes, os pontos fixos têm significados
importantes. Em sistemas dinâmicos, por exemplo, podem representar estados de equilı́brio ou estabilidade.

Nesta seção, vamos apresentar resultados e exemplos relativos a pontos fixos da função feliz. De maneira
formal, temos:
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Definição 4. Seja x um número natural na base b, dizemos que x é ponto fixo da função feliz se S1e,b (x) = x.

Veja que, se x ≠ 1 é um ponto fixo, então pode existir um y ≠ 1 com Ske,b (y) = x para algum k ≥ 1, ou
seja, ao atingir um ponto fixo, as iterações param e, portanto, nunca atingirá o número 1. Dessa forma, se
um número atingir um ponto fixo x ≠ 1 da função feliz, ele automaticamente será feliz.

Uma pergunta natural é: todo número triste atingirá (convergirá para) um ponto fixo da função feliz após
um número finito de iterações? O Exemplo 11 mostra que não, pois temos um conjunto finito cı́clico de
elementos nas iterações.

Em [11] é apresentada uma caracterização dos pontos fixos da função feliz S12,b (x), ou seja, determina-se
os números x tal que S12,b (x) = x. Enquanto, em [5], são apresentados pontos fixos da função S13,b (x), com
0 ≤ b ≤ 10, além de resultados relativos à iteração de Sm3,b (x).

No Lema 1, vamos considerar o caso particular da função feliz S14,b (x). Ressalta-se que, para os casos e = 2
e 3, resultados análogos podem ser vistos em [11, 5]. Ainda nesta seção, resultados mais gerais da função
feliz S1e,b (n) serão apresentados.

Proposição 1. Se b ≥ 4 e x ≥ 3b4, então S14,b (x) < x.

Demonstração. Seja x = akb
k + · · · + a0b

0. Tem-se que,

x – S14,b (x) =
k∑︁
i=0

aibi –
k∑︁
i=0

a4i =

k∑︁
i=0

ai

(
bi – a3i

)
, (3)

o termo i = 0 é pelo menos (b – 1) (1 – (b – 1)3), o termo i = 1 é pelo menos (b – 1) (b – (b – 1)3), o
termo i = 2 é pelo menos (b – 1) (b2 – (b – 1)3). Todos os outros termos são não negativos. Podemos ainda
escrever, x – S14,b (x) = 𝛼 + 𝛽, em que,

𝛼 + 𝛽 = ak (bk – a3k) + · · · + a3 (b3 – a33)︸                                   ︷︷                                   ︸
𝛼

+ a2 (b2 – a32) + a1 (b – a31) + a0 (1 – a30)︸                                            ︷︷                                            ︸
𝛽

.

Sendo x ≥ 3b4 = [30000]b, tem-se que k ≥ 4 e como ak ≠ 0, a parcela ak (bk – a3k) é estritamente
maior do que zero; enquanto que as parcelas ak–1(bk–1 – a3k–1) + · · · + a3 (b3 – a33) são maiores ou iguais
a zero. Veja que o menor valor possı́vel para 𝛼 é 3(b4 – 1) (k = 4, ak = 3, ak–1 = · · · = a3 = 0), isso
implica que 𝛼 > 0 e ainda o menor valor possı́vel para 𝛽 ocorre quando a0 = a1 = a2 = b – 1, ou seja,
𝛽 = (b – 1) (b2 – (b – 1)3) + (b – 1) (b – (b – 1)3) + (b – 1) (1 – (b – 1)3). Assim,

x – S14,b (x) = 𝛼 + 𝛽 ≥ 3(b4 – 1) + (b – 1) + (b2 – (b – 1)3) +
+ (b – 1) (b – (b – 1)3) + (b – 1) (1 – (b – 1)3)
= 13b3 – 18b2 + 12b – 7

= b2 (13b – 18) + (12b – 7) .

Veja que b2 (13b – 18) + (12b – 7) > 0, visto que b > 1 e, assim, b2 > 0, 13b – 18 > 0 e 12b – 7 > 0.
Portanto, S14,b (x) < x, para todo x > 3b4. □
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Exemplo 12. Em particular, na base b = 10, os pontos fixos da função S14 (x) pertencem ao conjunto
{1, 2, · · · , 3 · 104 – 1}. Isto também significa que, não há pontos fixos de S14 (x) com mais de 5 algarismos.
Note que, os números n = 1634, 8208, 9474 são pontos fixos. De fato,

S14 (1634) = 14 + 64 + 34 + 44 = 1634;

S14 (8208) = 84 + 24 + 04 + 84 = 8208;

S14 (9474) = 94 + 44 + 74 + 44 = 9474.

Exemplo 13. Para outras bases, tem-se também:

S14,4 (1103) = 14 + 14 + 04 + 34 = [1103]4;
S14,4 (3303) = 34 + 34 + 04 + 34 = [3303]4;
S13,5 (103) = 13 + 03 + 33 = [103]5;

S14,5 (2124) = 24 + 14 + 24 + 44 = [2124]5;
S14,6 (4054) = 44 + 04 + 54 + 44 = [4054]6;
S14,8 (420) = 44 + 24 + 04 = [420]8;
S14,9 (432) = 44 + 34 + 24 = [432]9.

Durante nosso estudo formulamos e provamos a Proposição 1. Posteriormente, uma busca cruzada por
algumas referências e citações, encontramos uma generalização deste resultado, o Teorema 1 a seguir.
Assim, o Teorema 1 é uma generalização da Proposição 1, para quaisquer base b ≥ 2 e todo expoente e ≥ 2.

Teorema 1. [6] Para qualquer base b ≥ 2, se x > (e – 1)be, então S1e,b (x) < x.

Demonstração. Se b = 2, tem-se que S1e,b (x) < x, para todo x > 1. Considere agora b > 2, fixando
x ≥ (e – 1)be, temos

x =

n∑︁
i=0

xib
i,

com xn ≠ 0 e 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ xi ≤ b – 1. Inicialmente, se x > be+1, então n ≥ e + 1. Usando o Teorema
Binomial

x ≥ bn > (b – 1)n + n(b – 1)n–1 > (n + 1) (b – 1)e ≥ S1e,b (x).

Agora, se x < be+1, então a suposição x ≥ (e – 1)be, implica que n = e e xe ≥ e – 1. Daı́,

x =

e∑︁
i=0

xib
i ≥ xeb

e + xe–1b
e–1 > xe (b – 1)e + xe (b – 1)e–1 + xe–1b

e–1

≥ (e – 1) (b – 1)e + xee + xee–1 +
e–2∑︁
i=0

xei = S1e,b (x),

como desejado. □

Vale destacar que o Teorema 1 garante que os pontos fixos da função S1e,b (x), se encontram no conjunto
{1, 2, · · · , (e – 1)be}. Note ainda que, S1e,b (1) = 1, isto é, para qualquer potência e, qualquer base b ≥ 2,
x = 1 será sempre um ponto fixo.

Nas Proposições 2 e 3, apresentamos resultados relativos a pontos fixos consecutivos da função feliz.

100



Costa e Carvalho

Proposição 2. Seja x um número representado na base b ≥ 2. Se x é múltiplo de b, então x é ponto fixo
de S1e,b (x) se, somente se, x + 1 também for ponto fixo.

Demonstração. Note que, se x é múltiplo da base b, o número x é terminado em 0. Logo,

S1e,b (x + 1) = S1e,b (x) + 1e = S1e,b (x) + 1. (4)

Portanto, S1e,b (x) = x se, somente se, S1e,b (x + 1) = x + 1. □

A Proposição 3 garante que não é possı́vel obter mais de dois números consecutivos que sejam pontos fixos
da função feliz. Uma demonstração para o caso particular e = 2, pode ser vista em [17] .

Proposição 3. Não existem três pontos fixos consecutivos da função feliz.

Demonstração. Sejam x =

k∑︁
i=0

aib
i e (x + 1)b, pontos fixos da função feliz. Daı́,

x = S1e,b (x) =
k∑︁
i=1

aei + ae0,

x + 1 = S1e,b (x + 1) =
k∑︁
i=1

aei + (a0 + 1)e = x +
e–1∑︁
j=1

(
e

j

)
ae–j0 + 1.

Observe que a igualdade anterior implica que,
∑e–1

j=1

(e
j

)
ae–j0 = 0. Logo, necessariamente a0 = 0, implicando

que n é um múltiplo da base b. De forma análoga, se (n+ 2) fosse ponto fixo, terı́amos que (n+ 1), também
seria um múltiplo da base b, o que é uma contradição, já que n é múltiplo de b. Portanto, conclui-se que
não existem três números consecutivos que são pontos fixos. □

4.1. Pontos fixos da c-função feliz

Nesta seção, será apresentada uma generalização da função feliz que será chamada de c-função feliz, que
pode ser “entendida” como uma translação por uma constante c da função feliz. Serão exibidos alguns
exemplos de pontos fixos na base b = 10; bem como, um código executado no software Octave. Tal função
é definida a seguir:

Definição 5. Dado o número x representado na base b ≥ 2. A c-função feliz, será definida por:

F c
e,b (x) = F c

e,b

(
k∑︁
i=0

aib
i

)
=

(
k∑︁
i=0

aei

)
+ c, (5)

com ai ∈ {0, 1, 2, · · · b – 1} e c um número inteiro positivo fixado.

No trabalho [17], são apresentadas propriedade relativas aos pontos fixos da 2-função feliz. E ainda, é
determinada a cardinalidade do conjunto dos pontos fixos da 2-função feliz, com n = ubw, 0 < u < b e
w ≥ 0. Vale ressaltar que resultados análogos aos apresentados nas Proposições 2 e 3 são válidos também
para a c-função feliz.

A seguir são apresentados alguns exemplos de pontos fixos da c-função feliz na base b = 10. Vamos também
utilizar a notação, F c

e , para números escritos na base b = 10.
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Exemplo 14. Alguns exemplos de pontos fixos da c-função feliz na base b = 10:

F 1
2 (35) = 32 + 52 + 1 = 35,

F 1
2 (75) = 72 + 52 + 1 = 75,

F 3
3 (437) = 43 + 33 + 73 + 3 = 434 + 3 = 437,

F 2
4 (2626) = 24 + 64 + 24 + 64 + 2 = 2626,

F 6
5 (17332) = 15 + 75 + 35 + 35 + 25 + 6 = 17326 + 6 = 17332,

F 4
6 (63015) = 66 + 36 + 06 + 16 + 56 + 4 = 63011 + 4 = 63015 .

Os pontos fixos no Exemplo 14, bem como no Exemplo 13, foram obtidos com auxı́lio computacional de
um código executado no Octave, como mostra a Figura 1.

Figura 1: Código executado no Octave

Fonte: Autoria

5. O paraı́so da base binária

Aqui consideramos o caso em que e = 1, embora o uso “convencional” do termo feliz toma e ≥ 2.
Assim, na Equação (1) vamos considerar b = 2 e e = 1. Lembramos que qualquer número natural [n]2,
será representado por [n]2 = ak2

k + ak–12
k–1 + · · · + a12

1 + a02
0, com k natural expresso na base 10 e
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ai ∈ {0, 1}. E, assim, a função feliz S11,2 : N → N é dada por

S11,2 (n) = S11,2

(
k∑︁
i=0

ai2
i

)
=

k∑︁
i=0

a1i . (6)

Conforme Definição 3, dizemos o número natural (n)b é feliz se Sm1,2 (n) = 1, para algum m > 0 natural.

Como dissemos, no trabalho [11] mostra-se que todo inteiro positivo é feliz na base b = 4 e e = 2. Nesta
seção mostraremos um resultado correlato para b = 2 e qualquer e ≥ 1. Explicitamente temos:

Teorema 2. Seja e > 1 um número natural, então todo número [n]2 é feliz pela função Se,2 (n).

Antes da demonstração, alguns exemplos.

Exemplo 15. Na Tabela 1, verificamos que os números 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111 são felizes pela função
S1,2 (n), conforme função (6), em no máximo 3 iterações.

Tabela 1: Iterações da função feliz na base 2
n S11,2 (n) S21,2 (n) S31,2 (n) S∗1,2 (n)
1 1 1

10 1 1
11 10 1 1

100 1 1
101 10 1 1
110 10 1 1
111 101 10 1 1

Como na Tabela 1, S∗1,2 (n) indica o valor constante de Sk1,2 (n) para algum k ≥ 1. Para demonstrar o
resultado principal desta seção, que qualquer número na base binária é feliz pela função S1,2, vamos usar
o seguinte fato: que para todo [n]2 > 1 tem-se que [n]2 = [x · 10]2 ou [n]2 = [x · 10 + 1]2, para algum
[x < n]2. Além disto, faremos uso dos seguintes resultados auxiliares, que são propriedades simples que
seguem imediatamente da definição.

Lema 2. Para quaisquer [x]2 e [y]2 inteiros positivos, temos que

• S∗1,2 (x + y) = S∗1,2
(
S∗1,2 (x) + S∗1,2 (y)

)
,

• S∗1,2 (x · y) = S∗1,2
(
S∗1,2 (x) · S∗1,2 (y)

)
.

Lema 3. Para todo [x]2 natural da forma [x = 10k]2, com k natural na base 10, segue que S1,2 (x) = 1.

O próximo resultado garante que todo número na base 2 é 1-feliz, vejamos.

Proposição 4. Todo número [n]2 é feliz pela função S1,2 (n), isto é, Sk0

1,2 (n) = [1]2 para algum k0 > 1.

Demonstração. Faremos por indução em [n ≥ 1]2. Segue do Exemplo 15 que o resultado é válido para
n = 1.
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Admita que o resultado é válido para todo [1 ≤ x < n]2. Vamos mostrar que o resultado é válido para n.
Como n > 1, temos duas possibilidades. Primeiro caso, admitamos que [n = x · 10]2. Segue dos Lemas
anteriores, e hipótese de indução, que

S∗1,2 (n) = S∗1,2
(
x · 10

)
= S∗1,2

(
S∗1,2 (x) · S∗1,2 (10)

)
= S∗1,2

(
1 · 1

)
= S∗1,2

(
1
)
= 1 .

De igual modo, caso tenhamos [n = x · 10 + 1]2. Ainda, fazendo uso dos Lemas anteriores, caso anterior e
hipótese de indução. Segue que

S∗1,2 (n) = S∗1,2
(
x · 10 + 1

)
= S∗1,2

(
S∗1,2 (x · 10) + S∗1,2 (1)

)
= S∗1,2

(
1 + 1

)
= S∗1,2

(
10

)
= 1 .

Disto concluı́mos que S∗1,2 (n) = 1 para todo [n]2. □

5.1. Prova do Teorema 2

O Teorema 2 segue diretamente da Proposição 4, vejamos:

Demonstração. Temos que [n]2 = ak2
k + ak–12

k–1 + · · · + a12
1 + a02

0, com k ≥ 1 e ai ∈ {0, 1}. Agora,
basta observar que para qualquer e > 0 natural, 1e = 1 e 0e = 0 e, assim, Sme,2 (n) = Sm1,2 (n) para todo m ≥ 1.
Disto concluı́mos o resultado. □

6. Considerações finais

Os resultados apresentados neste trabalho têm o intuito de apresentar conceitos básicos relacionados a
função feliz e números felizes, incentivando assim a curiosidade matemática. Estudar algumas “classes”
de números na componente curricular de matemática e algumas das suas especificidades no ensino básico
pode ser um desafio para estudantes e professores, e pode ser uma ferramenta importante em muitas áreas da
matemática, servindo de suporte a resultados significativos, não só na matemática, mas também em ciências
afins. Acerca dos números felizes, recomendamos o trabalho [1], que explora a construção do número feliz
e algumas propriedades, bem como apresenta uma proposta didática e metodológica acerca das atividades
de ensino. Em um próximo trabalho faremos a análise da órbita (conjunto das iterações) da função feliz,
além de responder a questão: Um número triste converge para um ponto fixo ou tem órbita finita (cı́clica)?
Estudando assim, o comportamento da função feliz analisando sucessivas iterações.
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[11] MATA, R. C. da; VELOSO, M. O. Números felizes e pontos fixos. REMAT: Re-
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