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Os pontos fixos da funcao feliz

Eudes Antonio Costa! ® Fernando Soares de Carvalho®

Resumo

Neste trabalho, apresentamos resultados relacionados a fungdo feliz e, também, a alguns nimeros associados
a essa funcdo, chamados de niimeros felizes. E realizado um estudo dos pontos fixos e a itera¢ao da fungdo
feliz em uma base nao decimal.
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Abstract

In this work, we present results related to the happy function and also some numbers associated with this
function, called happy numbers. We conduct a study of fixed points and iterations of the happy function in
different bases.

Keywords: Happy function; Happy number; Fixed point.

1. Introducao

Nestas notas vamos apresentar o conceito de funcdo feliz, pontos fixos dessa funcdo em diferentes bases
numéricas, além de exibir exemplos e a definicdo generalizada de nimeros felizes, conforme [7, 6]. Aqui,
faremos uso recorrente de operagdes em uma base nao decimal.

Para definir os nitmeros felizes, precisamos, primeiramente, definir o que serd chamada de funcdo feliz em
uma base b > 2 qualquer.

Definicao 1. Para algum natural b > 2 fixado, seja x = [axax 1...89]p = abX + aj b+ -+ + agh?
um nimero natural escrito na base b. A funcfo feliz, S;b : N — N, é definida por

k k
Sl,(x) =8, (Z aibi) = > a8 - (1)
i=0 b

i=0
Especificamente, quando for a base decimal, isto &, tivermos b = 10, vamos utilizar a notagio Sé (x).

Exemplo 1. Considere a base b = 10, e = 2 e para nimeros 2024, 2025 e 12345, temos que

S3(2024) = 22407 +2%+4% =24,
S1(2025) = 2%+07?+2%+5% =33,
S3(12345) = 12+2%+3%+4% +5% =55.
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Veja que, na Definigdo 1, a adi¢@o das potencias as pode ser feita na base 10 e convertida para a base b, ou
realizada diretamente na base indicada desde que o resultado esteja escrito na base indicada. No préximo
exemplo, adotamos a primeira op¢ao.

Exemplo 2. Jinabase b=4,e=5ex = [2023]4, temos que

S3.4(2023) [2° +0° +2° +3°] 4
32+ 0+32+243 = [307] 10
[256 + 48 + 3]10 = [4* + 3 - 16 + 3]10

1-4%4+0-4°+3-42+0-4' +1-4% =[10303]4

Agora, veja que também podemos aplicar a fungfo feliz no niimero y = [10303]4, em que y = [S; 4 (x)]4.
Vejamos:

S .4(10303) [1° +3° +3%]10

= 14243 +243 = [487]19

= [256+3-64+2-16+1-4+3]10
= 1-4*4+3-4342-4241-4'+3

= [13213]4,

assim
S14(y) = [13213]4, ou seja, S2 ,(x) = S, (5;74(X)) = [13213], .

Dessa forma, para qualquer base b > 1 fixada e x = [axay 1 ...ag]p, podemos fazer iteracdes da fungio
S! ,(x), de forma que

Sg,b(x) = Sé,b (Sé,b(x)) )

e sendo m > 0 um ndmero natural, tem-se que:

k
5! ()=[ afl ,
o0 =208 o

S (x) = [s_lob (sgjgl(n))]b , paratodom > 1.

Novamente, quando a base for a convencional base decimal (b = 10), vamos utilizar a notagio SZ'(x) para
representar a m-ésima iteragcdo da funcdo feliz.

Exemplo 3. Considere b = 10 e o ndmero 7, veja que:

ST = 7% =49,

S2(7) = 42+92=097,
S37) = 9*+7% =130,
S3(7) = 12+3%+0%=10,
S5(7) = 12+0%°=1.
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Exemplo 4. Ainda para b = 10 e o nimero 37 agora, veja que:

S3(37) 32 +7?% =58,
S2(37) = 5%+8%=289,
S3(37) = 82+9% =145,
S5(37) = 12 +4%+5% =42,
S5(37) = 4%+2%=20,
SS(37) = 22+40%=4,
ST(37) = 4% =16,

S5(37) = 12+6*=37.

Exemplo 5. Agora, tome b = 4 e o nimero [2023]4. Veja que:

S3.4(2023) = 22+0%+2%+3%=[101]y,
$3.4(2023) = 12+0%+1%=[2]4,
S54(2023) = 2% =[10]4,

S3.4(2023) = 12+0%=[1]4.

Agora, apresentamos a defini¢ao de niimero feliz.

Definicao 2. Um nimero natural x = [ayay 1 ...a9]p escrito na base b > 2 é chamado de niimero feliz se
S5, (x) = 1 para algum inteiro positivo m > 0. Um niimero que ndo € feliz serd chamado de nimero triste.

Segue do Exemplo 3 que o nimero 7 € feliz na base 10, pois Sg(?) = 1. E ainda na base 10, pelo Exemplo
4, verificamos que o nimero 37 é triste. Na base 4 temos que [2023]4 é um nimero feliz por S%, 4(x),
conforme Exemplo 5.

No préximo exemplo, mostraremos que [2025]¢ € feliz pela aplicagdo S3 ¢. As contas estardo todas indicadas
na base 6.

Exemplo 6. Consideremos o nimero [2025]¢ e a aplicagdo S3 6. Entdo:

S36(2025) = 2°+0%+2%+5% = [353]q,
S36(2025) = 3%+5%+3% = [455]q,
S36(2025) = 4%+5%+537[1242]g,
S36(2025) = 1%+2%+4%+2% = [213],
S36(2025) = 2%+1%+3%=[100]s,
856(2025) = 1°+0°+0% = [1]s .

Como 8276(2025) = [1]¢, segue que [2025]¢ € feliz na base 6.

Apresentamos, na Nota | a seguir, uma lista de niimeros felizes menores que 500, na base b = 10. Fica
como desafio ao leitor, verificar tal fato, ou seja, determinar o ndmero de iteragdes pra cada nimero.

Nota 1. [8] Os niimeros felizes menores que 500 sdo: 1, 7, 10, 13, 19, 23, 28, 31, 32, 44, 49, 68, 70, 79, 82,
86, 91, 94, 97, 100, 103, 109, 129, 130, 133, 139, 167, 176, 188, 190, 192, 193, 203, 208, 219, 226, 230,
236, 239, 262, 263, 280, 291, 293, 301, 302, 310, 313, 319, 320, 326, 329, 331, 338, 356, 362, 365, 367,
368, 376, 379, 383, 386, 391, 392, 397, 404, 409, 440, 446, 464, 469, 478, 487, 490 € 496 .
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Em [12], com auxilio de recurso computacional, testam todos os nimeros na base decimal menores que
103 e comprovam que estes ou sdo felizes ou infelizes com o ciclo 4, 16, 37, 58, 89, 145, 42 e 20, como
no Exemplo 4. E conhecido que para todo x natural na base 10, sempre existe um natural m > 0 tal que
55'(x) = 1 ou S3' € {4,16,37,58,89,145,42,20}. Uma demonstracdo completa pode ser vista em [14].
Outro resultado, também conhecido, € que todo niimero inteiro positivo ¢é feliz na base b = 4, veja [11].

No desenvolvimento deste trabalho, procuramos explorar propriedades aritméticas dos nimeros inteiros po-
sitivos em outra base numérica b, além da decimal. Na Se¢ao 2, retomamos estes conceitos e procedimentos
(operagoes de adi¢ao e multiplicagdo, e conversdo de base), para tornar o texto o mais autocontido e oferecer
comodidade ao leitor. J4 na Sec¢do 3, estendemos o conceito de nimero feliz para qualquer base b > 2 e
todo expoente e > 1, e apresentamos alguns exemplos. Enquanto, na Se¢ao 4, analisamos os pontos fixos
da fungao feliz generalizada. Por fim, na Secdo 5, mostramos que todo nimero ¢ feliz na base b = 2.

2. Sistema de numeracao posicional - base

Nesta se¢@o, relembramos os conceitos principais de um sistema de numeracdo posicional ou base e as
operacdes de adicdo e multiplicagdo numa base b. Pensando em um leitor com menos experiéncia em
outras bases numéricas, recomendamos [4, 9, 13, 16] para maiores detalhes. Um leitor mais experiente pode
suprimir a leitura desta secao.

Em nosso sistema de numeragdo convencional, base 10, todo nimero inteiro positivo n pode ser expresso
na forma polinomial

n:ar~10’r+ar,1'1()r71+-~+au1-101+au0=auraur,1...alao7
coma; € {0,1,2,...,8,9} parai=0,...,rea; # 0. Por exemplo,

2024=2-10>+0-10>+2-10" +4.

Mas o papel desempenhado pelo 10, os agrupamentos de 10 elementos, podem ser realizados em qualquer
agrupamento de b elementos, isto é formalizado no seguinte resultado.

Lema 1. Seja b um niimero inteiro positivo nao nulo. Todo niimero inteiro positivo n pode ser expresso na
forma polinomial

n=a,-b'+a,1-b" 1+ +a; b +ag=[araq...a1a0]p ,

sendor > 0,a; € {0,1,...,b—1} parai=0,...,rea, #0.

Assim, na representacdo de um nimero na base 6, por exemplo, utilizamos os algarismos ou simbolos
{0,1,2,3,4,5} e agrupamos de seis em seis elementos. Portanto, [2024]¢ tem o seguinte significado

[2024]6=2-6%+0-62+2-6' +4.
E mais, [2024]¢ = [448]10, pois

2.63+0-62+2-6'+4
2-216+0+12+4
432 + 16 = [448]10.

[2024]¢
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Portanto, para converter um nimero expresso em uma base qualquer b para a base 10, basta calcularmos
as poténcias indicadas. Por exemplo, [245]7 = 2 - 724+4-74+5=98+28+5=131. Assim, o nimero
[245]7 = [131]10.

Agora, para fazer uma conversao oposta, isto €, passar da base 10 para a base b, € preciso escrever o nimero
como adi¢do de poténcias de b. Dado o nimero 131 na base 10, e desejando expressar esta quantidade na
base 7, podemos utilizar divisdes sucessivas por 7, enquanto os coeficientes forem maiores que 7, e escrever

131 = 18x7+5
= (2XT7+4)x7+5
= 2XT?+4XT+5
= [245];.

Os procedimentos utilizados no sistema decimal para efetuar as operagdes de adicdo ou multiplicacao
também podem ser realizados num sistema posicional de base b, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 7. (a) Na base b = 6 vamos realizar uma adi¢@o, fazendo os agrupamentos de 6 elementos da
direita para a esquerda.

(2-62+0-62+2-6'+4)+(5-61+4)
634+0-62+(2+5)- 6"+ (4+4)
62 +0-62+(2+5)-6"+(1-6+2)
63+0-62+(2+5+1)-61+2
6340-62+(1-6+2)-61+2
634+0-62+(1-6%+2-6")+2
63+ (0+1)-6%2+2-6"+2

63 4+1-62+2-61+2

= [2122]¢ .

[2024]6 + [54]6

I
NN N DN NN DN

(b) Na base b = 5 vamos realizar uma multiplicacdo, fazendo primeiramente a distributiva e depois os
agrupamentos de 5 elementos da direita para a esquerda.

(1-52+2-5'+4)-4

= (1-4-5°+(2-49-5'+4-4

= (1-4)-52+(1-5+3)-5'+(3-5+1)
= 4-524+(1-5+3+3)-5'+1

= 4-524+2-5'+1)-5' +1

= 4-52+(2-5°+1-5Y) +1

= (4+2)-52+1-5'+1

= (1-5'+1)-52+1-5'+1

= 1-5541-52+1-5'+1

= [1111]s.

[124]5 - [4]5

3. Numero feliz com um expoente qualquer
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A seguir, apresentamos uma generalizacdo de niimero feliz, considerando um expoente e > 1 e qualquer
base b > 2. De maneira natural, o conceito de niimero feliz, pode ser estendido da seguinte forma:

Definicao 3. Um ndmero natural x = [axay 1 ...ag]p escrito na base b > 2 é chamado de ndmero e-feliz
se, S, (x) = 1, para algum inteiro positivo m > 0.

Uma questdo que se levanta € a seguinte: existe nimero feliz pra qualquer b e qualquer e? A resposta é
trivialmente sim, conforme exemplos a seguir.

Exemplo 8. Dado qualquer inteiro nio negativo k e quaisquer b e e fixados, o niimero x = (10%)y, é e-feliz,
visto que S; L(x)=1.

No préximo exemplo usamos o conceito e notagdo dos nimeros repunidades generalizadas ou repunidades
em uma base b qualquer. Acerca das repunidades generalizadas, em lingua portuguesa, sugerimos [3].

Exemplo 9. Para todo k inteiro positivo, considere o nimero repunidade, [Ry], = [ 111---11]},, em uma
—

k algarismos
base b. Fazendo x = [Ryp], e para qualquer e, temos que

S2,(x) =S.,(10) = 1.
Portanto x € e-feliz.

Exemplo 10. Para uma base b > 2 fixada, usaremos a nota¢éo x = [10x]1, em que k indica a quantidade de
digitos 1 e 0 alternado no niimero inteiro positivo x, numa base b fixada. Por exemplo, [105], = [10101]y,
e [10g] = [10101010]y,. Se b for par (base decimal), entdao [1021, ], € e-feliz na base b, qualquer que seja o
expoente e. De igual modo, se tivermos b impar entdo [102p41]1, € e-feliz. (Verifique!)

Nota 2. Vale ressaltar que, na base decimal, temos o conceito de nimero par(mdltiplo de 2) quando o
nimero termina em (o algarismo da unidade é€) 0, 2, 4, 6 ou 8. No entanto, tal conceito ndo se aplica
diretamente em outras bases. Por exemplo, se b = 9, temos que [16]9 = [3 - 5]9. No entanto, [16]9 ndo é
um nimero par (base decimal).

Nota 3. Os ndmeros x = [10x]p, sdo conhecidos como niimeros suavemente ondulantes generalizados do
tipo um-zero. Acerca dos nimeros suavemente ondulantes generalizados, veja [2, 15].

Exemplo 11. [11] Na base 5, o ndmero [103]5 é 2-triste visto que S§$5(103) = [20]s, 83,5(103) =[31]se
S5 5(103) = [103]5. Assim, para todo k > 1, S§ ;(103) € {[103]5, [20]5, [31]5}.

Generalizando o que vimos no Exemplo 11, em uma base b qualquer, um nimero pode ser feliz; porém, em
uma outra base b’ # b, ser um niimero triste. Como visto na Nota 1, o nimero 28 é 2-feliz na base 10 pois
83(28) = 1. Contudo na base 5, o nimero [103]5 = 28 & 2-triste.

4. Pontos fixos da funcio feliz

Os pontos fixos sdo importantes em vdrias dreas da matemadtica, especialmente na teoria dos sistemas
dinamicos, andlise funcional e equagdes diferenciais. Muitas vezes, os pontos fixos t€m significados
importantes. Em sistemas dinamicos, por exemplo, podem representar estados de equilibrio ou estabilidade.

Nesta secdo, vamos apresentar resultados e exemplos relativos a pontos fixos da funcdo feliz. De maneira

formal, temos:
-
o8 A= s
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Definicdo 4. Seja x um niimero natural na base b, dizemos que x € ponto fixo da funcéo feliz se Sé LX) =x.

Veja que, se x # 1 € um ponto fixo, entdo pode existir um y # 1 com S}ef ,(y) = x para algum k > 1, ou
seja, ao atingir um ponto fixo, as iteracdes param e, portanto, nunca atingird o nimero 1. Dessa forma, se
um ndimero atingir um ponto fixo x # 1 da funcao feliz, ele automaticamente sera feliz.

Uma pergunta natural é: todo nimero triste atingird (convergird para) um ponto fixo da funcéo feliz apds
um numero finito de iteracdes? O Exemplo 11 mostra que nao, pois temos um conjunto finito ciclico de
elementos nas iteracoes.

Em [11] é apresentada uma caracterizacao dos pontos fixos da funcdo feliz Sé ,,(x), ou seja, determina-se

os nimeros x tal que S% 1, (%) = x. Enquanto, em [5], sdo apresentados pontos fixos da fung¢édo Sé b (x), com
0 < b < 10, além de resultados relativos a iteragdo de S5’} (x).

No Lema 1, vamos considerar o caso particular da fungdo feliz S}l L, (x). Ressalta-se que, para os casos e = 2
e 3, resultados andlogos podem ser vistos em [11, 5]. Ainda nesta se¢ao, resultados mais gerais da fungdo
feliz Si , (1) serdo apresentados.

Proposigiio 1. Se b > 4 e x > 3b*, entdo Sy, (x) < x.

Demonstracdo. Seja x = axb* + - - -+ agb’. Tem-se que,

albl - af= Y (b~ a?). 3)

k k k
1
x-S ib (x) =
i=0 i=0 i=0

otermo i = 0 é pelo menos (b—1)(1— (b—1)3), o termo i = 1 é pelo menos (b —1)(b— (b— 1)), o
termo i = 2 é pelo menos (b~ 1)(b% — (b 1)3). Todos os outros termos sio nio negativos. Podemos ainda
escrever, X — S}l L (X) = @ + B, em que,

a+pf= ak(bkfai)+~-+a3(b37a§)+ag(b27ag)+a1(b7a‘;’) +a0(17a8).

a B

Sendo x > 3b* = [30000]y,, tem-se que k > 4 e como aj # 0, a parcela ay (b* — ai) ¢ estritamente
maior do que zero; enquanto que as parcelas aj_q (b* 1 — aifl) +---+ag(b® - a3) sdo maiores ou iguais
a zero. Veja que o menor valor possivel para a é 3(b4 -k =4 a,=3 a1 =" -=ag=0),iss0
implica que @ > 0 e ainda o menor valor possivel para § ocorre quando ag = a; = ag = b — 1, ou seja,
B=0b-1DDB*-(b-13+Ob-1)(b-(b-1)3)+(b-1)(1-(b—1)3). Assim,

a+B>3b*-D+b-D+B*-b-1)%+
(b-1) (- (-1 +(b-1(1-(b-1)%
13b3 ~ 18b% +12b -7

b2(13b - 18) + (12b 7).

X — Sib (x)

_+_

Veja que b%(13b — 18) + (12b — 7) > 0, visto que b > 1 e, assim, b> > 0, 13b -~ 18 > 0e 12b - 7 > 0.
Portanto, 8411 ,(X) < x, para todo x > 3b?. O
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Exemplo 12. Em particular, na base b = 10, os pontos fixos da fun¢io S}(x) pertencem ao conjunto
{1,2,--+,3-10* - 1}. Isto também significa que, ndo hd pontos fixos de S} (x) com mais de 5 algarismos.
Note que, os niimeros n = 1634, 8208, 9474 sao pontos fixos. De fato,

Si(1634) = 1% +6%+3* +4% = 1634;
S1(8208) = 8*'+2%1+0"+8% =8208;
S1(9474) = 9t 4+4* 4+ 7'+ 4% = 9474,
Exemplo 13. Para outras bases, tem-se também:
S14(1103) = 1%+1%+0"+3" = [1103]4;
S14(3303) = 3"+3"+0"+3"=[3303]4;
S35(103) = 1°+0%+3° = [103]5;
Si5(2124) = 2% +1%+2" +4" = [2124];
S16(4054) = 4"+0"+5" +4" = [4054]g;
Sis(420) = 4"+2"+0" = [420]s;
Sio(432) = 4"+3"+2"=[432].

Durante nosso estudo formulamos e provamos a Proposi¢ao 1. Posteriormente, uma busca cruzada por
algumas referéncias e citagdes, encontramos uma generalizacdo deste resultado, o Teorema 1 a seguir.
Assim, o Teorema 1 é uma generalizagdo da Proposicdo 1, para quaisquer base b > 2 e todo expoente e > 2.

Teorema 1. [6] Para qualquer base b > 2, se x > (e — 1)b®, entdo Si LX) <x
Demonstracdo. Se b = 2, tem-se que Sib(x) < x, para todo x > 1. Considere agora b > 2, fixando

x > (e—1)b®, temos
n
X = Z x;b!,
i=0

comx, #0e0<i<mn,0<x <b-1. Inicialmente, se x > b®"!, entdo n > e + 1. Usando o Teorema
Binomial
x>b"> (b-1)"+n(b- 1" > @m+1)(b-1)°>S!, (x).

Agora, se x < b®*!, entdo a suposicdo x > (e — 1)b®, implicaquen = ee x, > e — 1. Dai,
e
X = Z xib' > xeb®+xe b > xe(b— 1) +xe(b— 1)t +x b
i=0
e—2

(e=1)(b-1)°+x¢+x2, + ) x¢ =81, (%),
i=0

\%

como desejado. O

Vale destacar que o Teorema 1 garante que os pontos fixos da fun¢do Si ,(x), se encontram no conjunto
{1,2,---,(e—1)b®}. Note ainda que, Sé ,(1) = 1, isto é, para qualquer poténcia e, qualquer base b > 2,
x = 1 sera sempre um ponto fixo.

Nas Proposicdes 2 e 3, apresentamos resultados relativos a pontos fixos consecutivos da fungdo feliz.
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Proposicao 2. Seja x um niimero representado na base b > 2. Se x é miiltiplo de b, entdo x é ponto fixo
de Sé b (X) se, somente se, x + 1 também for ponto fixo.

Demonstragcdo. Note que, se x € miltiplo da base b, o nimero x é terminado em 0. Logo,
S<1;,b (x+1) = Sé,b(X) +1°= S;b(x) +1. )

Portanto, S;_b(x) = X se, somente se, S}3 px+1)=x+1 O

A Proposi¢ao 3 garante que nao € possivel obter mais de dois nimeros consecutivos que sejam pontos fixos
da funcao feliz. Uma demonstracdo para o caso particular e = 2, pode ser vista em [17] .

Proposicao 3. Ndo existem trés pontos fixos consecutivos da fungao feliz.

k
Demonstragdo. Sejam x = Z aib' e (x + 1), pontos fixos da funcdo feliz. Dai,
i=0
k
x = Sl(x)= Z al +as,
i=1
k e— e )
x+1 = S;b(x+1)=2af+(a0+1)ezx+ (j)agj+1.

i=1 j

—

1l
—

Observe que a igualdade anterior implica que, ch;f (?)a(cfj = 0. Logo, necessariamente ay = 0, implicando
que n é um mdltiplo da base b. De forma anéloga, se (n+ 2) fosse ponto fixo, teriamos que (n+ 1), também
seria um miuiltiplo da base b, o que é uma contradi¢do, ja que n é miltiplo de b. Portanto, conclui-se que
ndo existem trés nimeros consecutivos que sao pontos fixos. O

4.1. Pontos fixos da c-funcao feliz

Nesta secdo, serd apresentada uma generalizacio da funcdo feliz que serd chamada de c-fungao feliz, que
pode ser “entendida” como uma translacdo por uma constante ¢ da fungdo feliz. Serdo exibidos alguns
exemplos de pontos fixos na base b = 10; bem como, um cédigo executado no software Octave. Tal funcdo
¢ definida a seguir:

Definicao 5. Dado o nimero x representado na base b > 2. A c-funcao feliz, serd definida por:

k k
T = 75 (Zaibi =| e+ ©)
i=0 i=0

com a; € {0,1,2,---b— 1} e c um nimero inteiro positivo fixado.

No trabalho [17], s@o apresentadas propriedade relativas aos pontos fixos da 2-fungdo feliz. E ainda, é
determinada a cardinalidade do conjunto dos pontos fixos da 2-funcdo feliz, comn = ub", 0 <u <be
w > 0. Vale ressaltar que resultados andlogos aos apresentados nas Proposi¢des 2 e 3 sdo vélidos também
para a c-funcao feliz.

A seguir sdo apresentados alguns exemplos de pontos fixos da c-fungdo feliz nabase b = 10. Vamos também
utilizar a notagdo, .°, para nimeros escritos na base b = 10.
a%s
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Exemplo 14. Alguns exemplos de pontos fixos da c-fungdo feliz na base b = 10:

F(35) = 3%+5%+1=35,
F(75) = TP+5%+1=T75,
F2(437) = 43 +3%+ 7% +3 =434 +3 =437,
F(2626) = 2% +6%+2" +6% +2=2626,
FO(17332) = 1°+7°+3°+3°+2°+6=17326+6 = 17332,
Foh(63015) = 6°+3°+0°+1°+5°+4=63011+4=63015.

Os pontos fixos no Exemplo 14, bem como no Exemplo 13, foram obtidos com auxilio computacional de
um cédigo executado no Octave, como mostra a Figura 1.

Figura 1: Cédigo executado no Octave

1 F}ase=input 'Escolher a base: ") ;

2 e=input ('escolher o expoente: ");

3 c=input {'escolher o wvalor de c: ")

4 % Primeiro passo: Escolher de forma aleatdria

5 %0s § algarismos gque ¥va0 compor O nUmerc na base b

& aS=randi ([0,base-1],1,1);

7 ad=randi ([0, ,base-1],1,1});

g ad=randi ([0,base-11,1,1);

9 aZz=randi ([0,base—-1],1,1}):

10 al=randi([0,base-11,1,1);

13 n_inicial=[a5 a4 a3 a2 al]; %Rlgarismos gque viA0 compor O nUmerc na base b
12 n basell = aS5*base*4 + a4*base*3 + a3*base*Z + aZ*base + al ; %numero na base 10
a2 n=n_inicial .*e; %elevando cada algarismo ac expoente e

14 Sl=sumin) ; %fazendo a2 soma dos numeros cbtidos

15 5=51+c; %hplicando a :'L1:1n_:3_c c-felis

1l

7 L——_|while n_basell ~= § %Engquanto niac encontrar um ponto fixo, repita Os processos anteriores
1z

15 ab=randi ([0, ,base-1],1,1});

Z0 ad4=randi ([0,base-1],1,1);

21 a3=randi ([0,base-1],1,1});

22 a2=randi ([0,base-1],1,1);

23 al=randi ([0, ,base-1],1,1};

24

25 n_inicial=[a5 a4 a3 a2 all;

26 | n baseld = ab*base*¢ + ad*base*3 + ald*base*l + a2*base + al
27 n=n_inicial.*e

22 | Sl=sumin);

29 5=51+c;

30 end

31

32 5 %ponto fixo na base 10

33 N=dec2base (5, ,base) %pontoc fixo na base b

Fonte: Autoria

5. O paraiso da base bindria

Aqui consideramos o caso em que e = 1, embora o uso “convencional” do termo feliz toma e > 2.
Assim, na Equagfo (1) vamos considerar b = 2 e e = 1. Lembramos que qualquer nimero natural [n]s,
serd representado por [n]s = ai2" + a 1251 + -+ + a;2' + a92°, com k natural expresso na base 10 e

N
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a; € {0,1}. E, assim, a fungo feliz 8%72 : N — N ¢ dada por

k k
Sio(n) =87, (Z ai2i) = Z aj . (6)

i=0 i=0
Conforme Defini¢ao 3, dizemos o nimero natural (n)y, € feliz se S1’5(n) = 1, para algum m > 0 natural.

Como dissemos, no trabalho [11] mostra-se que todo inteiro positivo € feliz na base b = 4 e e = 2. Nesta
secdo mostraremos um resultado correlato para b = 2 e qualquer e > 1. Explicitamente temos:

Teorema 2. Seja e > 1 um niimero natural, entdo todo niimero 1]z é feliz pela fungdo Se 2(n).

Antes da demonstragao, alguns exemplos.

Exemplo 15. Na Tabela 1, verificamos que os nimeros 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111 sao felizes pela fungio
S1,2(n), conforme funcdo (6), em no maximo 3 iteracoes.

Tabela 1: Iteracdes da funcdo feliz na base 2
n H S% 5(n) ‘ S% 5(n) ‘ S? 5(n) ‘ S7 5(n)

1 1 1
10 || 1 1
11 10 1 1
100 || 1 1
101 || 10 1 1
110 || 10 1
111 || 101 10 1 1

Como na Tabela 1, S 5(n) indica o valor constante de Slig(n) para algum k > 1. Para demonstrar o
resultado principal desta se¢do, que qualquer nimero na base bindria é feliz pela fungéo S; 2, vamos usar
o seguinte fato: que para todo [n]y > 1 tem-se que [n]e = [x-10]2 ou [n]s = [x - 10 + 1]9, para algum
[x < n]s. Além disto, faremos uso dos seguintes resultados auxiliares, que sdo propriedades simples que
seguem imediatamente da definicdo.

Lema 2. Para quaisquer [X]2 e [y]2 inteiros positivos, temos que

*Sio(x+y) = 812(532(’() + Ssi,2(Y)) ,
* ST o(xy) =87 5(S] (%) - ST, (¥)) -

Lema 3. Para todo [x] natural da forma [x = 10X]y, com k natural na base 10, segue que S12(x) = 1.

O préximo resultado garante que todo nimero na base 2 é 1-feliz, vejamos.
Proposicao 4. Todo niimero [n], é feliz pela fungdo S1 2(n), isto é, Slf?2(n) = [1]2 para algum ko > 1.

Demonstragdo. Faremos por indugdo em [n > 1]2. Segue do Exemplo 15 que o resultado é valido para
n=1.
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Admita que o resultado € vélido para todo [1 < x < n]2. Vamos mostrar que o resultado € valido para n.
Como n > 1, temos duas possibilidades. Primeiro caso, admitamos que [n = x - 10]2. Segue dos Lemas
anteriores, e hipdtese de inducdo, que

12 (n)

?,2(" -10)
12( T,z(X) : 3*1,2(10))
La(11) =8i,(1) = 1.

De igual modo, caso tenhamos [n = x - 10 + 1]5. Ainda, fazendo uso dos Lemas anteriores, caso anterior e
hipétese de indugdo. Segue que

12(n) = Si,(x-10+1)
= ?,Q(ST,Q(X' 10) + ST,Z(D)
= Si.(1+1)
= ”1"2(10) =1.
Disto concluimos que S 5(n) = 1 para todo [n]>. O

5.1. Prova do Teorema 2
O Teorema 2 segue diretamente da Proposicdo 4, vejamos:

Demonstragdo. Temos que [n]s = a1 25 +a; 1251+ -+ + 2,28 + 2092, comk > 1 e a; € {0,1}. Agora,
basta observar que para qualquer e > 0 natural, 1° = 1e 0° = O e, assim, S’y (n) = S5 (n) paratodom > 1.
Disto concluimos o resultado. O

6. Consideracoes finais

Os resultados apresentados neste trabalho t€m o intuito de apresentar conceitos bésicos relacionados a
fungao feliz e niimeros felizes, incentivando assim a curiosidade matemdtica. Estudar algumas “classes”
de nimeros na componente curricular de matematica e algumas das suas especificidades no ensino béasico
pode ser um desafio para estudantes e professores, e pode ser uma ferramenta importante em muitas areas da
matemadtica, servindo de suporte a resultados significativos, ndo s6 na matematica, mas também em ciéncias
afins. Acerca dos nitmeros felizes, recomendamos o trabalho [1], que explora a construgdo do niimero feliz
e algumas propriedades, bem como apresenta uma proposta didatica e metodoldgica acerca das atividades
de ensino. Em um préximo trabalho faremos a analise da drbita (conjunto das itera¢des) da fungao feliz,
além de responder a questao: Um niimero triste converge para um ponto fixo ou tem orbita finita (ciclica)?
Estudando assim, o comportamento da fungdo feliz analisando sucessivas iteragdes.
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