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Uma caracterizacao dos poligonos regulares

Flavio Franga Cruz® Alexsandro Gomes Fernandes®

Resumo

Podemos caracterizar poligonos regulares como os poligonos que maximizam (minimizam) area na classe
dos poligonos inscritos (circunscritos) em uma circunferéncia. A demonstracdo usual deste resultado
€ baseada na desigualdade de Jensen, cuja dedugdo padrdo apoia-se fortemente no Célculo Diferencial
e Integral. Recentemente, foi apresentada em [2] uma demonstracdo alternativa desta caracterizacao,
ancorada numa manipulagao astuciosa de somas infinitas. Neste trabalho, apresentamos uma demonstragao
deste resultado utilizando apenas Matematica elementar. Precisamente, a prova que apresentamos tem como
principal ferramenta algumas desigualdades cldssicas envolvendo fungdes trigonométricas.
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Abstract

We can characterize regular polygons as the polygons that maximize (minimize) area within the class of
polygons inscribed in (circumscribed around) a circle. The usual demonstration of this result is based on
Jensen’s inequality, whose standard derivation relies heavily on Differential and Integral Calculus. Recently,
an alternative demonstration of this characterization was presented in [2], anchored in a clever manipulation
of infinite sums. In this work, we present a demonstration of this result using only elementary Mathematics.
Specifically, the proof we present has as its main tool some classical inequalities involving trigonometric
functions.

Keywords: Regular Polygons; Minimum Area; Maximum Area; Inscribed; Circumscribed.

1. Introducao

Um poligono é uma figura geométrica plana delimitada por segmentos de reta, chamados de lados, que
se encontram em vértices. Os poligonos podem ter diferentes formas e quantidades de lados, e sao
classificados como convexos ou concavos, dependendo da disposicao dos vértices em relag@o ao interior da
figura. Historicamente, os poligonos sao conhecidos desde a antiguidade. Civiliza¢cdes como os babil6nios
e os gregos ja estudavam suas propriedades geométricas. O matematico grego Euclides, em sua obra “Os
Elementos”, apresentou diversas proposigdes sobre poligonos e suas relagcdes. Os poligonos regulares, que
sao aqueles que t&m todos os lados e angulos iguais, sempre despertaram interesse, especialmente em obras
artisticas e arquitetonicas, como as construgoes de templos e monumentos da Grécia antiga, e possuem
uma importancia significativa tanto na Matematica quanto em sua aplicagdo pratica. Eles sdo fundamentais
em diversas dreas, como na arquitetura, design grafico e na arte, onde suas simetrias e proporcdes sao

utilizadas para criar composi¢des harmoniosas e esteticamente agradaveis. Além disso, na Matematica,
N
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os poligonos regulares servem como pontos de referéncia no estudo de simetria, razdes proporcionais e
transformacdes geométricas. No ensino de Matemdtica elementar, o entendimento dos poligonos regulares
€ crucial pois induzem o desenvolvimento de habilidades espaciais, raciocinio l6gico e a compreensao dos
conceitos fundamentais de drea, perimetro e dngulo. A familiaridade com essas formas também prepara
os estudantes para o estudo de topicos mais avancados, como geometria analitica e trigonometria. A Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) enfatiza o ensino da geometria de forma integrada, buscando que
os alunos desenvolvam uma compreensao profunda dos conceitos geométricos, incluindo os poligonos. A
BNCC propde que os estudantes experimentem, analisem e criem representacdes de figuras geométricas,
reconhecendo as propriedades dos poligonos e sua importancia nas dimensdes da vida cotidiana. O estudo
dos poligonos regulares aparece como uma oportunidade para desenvolver habilidades de observacio,
analise critica e resolugao de problemas, além de contribuir para a formagao de uma base s6lida no raciocinio
matematico. Os poligonos regulares sdo muito mais do que meras figuras geométricas; sdo ferramentas
essenciais na Matemadtica e possuem um impacto profundo na formagao educacional dos estudantes, sao
elementos que ndo apenas enriquecem o conhecimento mateméatico, mas também promovem a consciéncia
sobre a beleza e a ordem presentes no mundo ao nosso redor.

Nos “Elementos” de Euclides é demonstrado que poligonos regulares sao inscritiveis e circunscritiveis a
uma circunferéncia. Arquimedes, no século III antes da era crista, fez uso de poligonos regulares inscritos
e circunscritos para determinar o valor aproximado do nimero 7, usando o que hoje conhecemos como
método da exaustdo. Para obter tal aproximagdo, Arquimedes, inicialmente, inscreveu e circunscreveu
hexdgonos regulares em um circulo de raio 1. Em seguida, duplicou sucessivamente o nimero de lados
destes poligonos. Assim, inscreveu os poligonos regulares com 3 X 2% 1 lados, cujos semiperimetros sdo
b, € circunscreveu poligonos regulares com 3 x 2" 1, cujos semiperimetros sdo a,. As sequéncias by, e a,
sdo respectivamente decrescentes e crescentes e temos que b, < 27 < a,. Assim, aumentando n obtem-se
estimativas superior e inferior cada vez melhores para 7. A abordagem de Arquimedes sugere que dentre
os poligonos inscritos em uma circunferéncia e com mesmo nimero de lados os regulares seriam os que
possuem maior drea. E, analogamente, entre os poligonos circunscritos, os regulares seriam os que possuem
menor area. De fato, os poligonos regulares podem ser caracterizados como os poligonos que maximizam
(minimizam) 4rea na classe dos poligonos inscritos (circunscritos) em uma circunferéncia.

A despeito da naturalidade desta caracterizacdo, a literatura disponivel sobre o tema € escassa. No livro Fun-
damentos de Calculo da colecado PROFMAT [1], considera-se o seguinte problema: Seja I um semicirculo
de raio R e didmetro AgAy. Para cada inteiro n > 2, mostre que existe um n-agono AgA1As ... Ay 1
satisfazendo as seguintes condigcoes: (a) Ao ... Ay 1 € T. (b) A drea do poligono AgA1As... Ay 1 éa
maior possivel. A solucdo apresentada € baseada na desigualde de Jensen, cuja demonstragao utiliza pro-
priedades da derivada segunda das fungdes convexas. Uma busca no popular site MathOverFlow, resultou
apenas no topico de titulo Area méxima de um poligono ciclico quando é um poligono regular (tradugao
livre) [3]. Ao longo da discussao apresentada no tdpico, a caracterizacdo dos poligonos descrita acima €
abordada. A demonstragdo dada, assim como em [1], € uma consequéncia direta da desigualdade de Jensen.
O tema € abordado ainda no artigo da revista Pardbola intitulado Uma prova elementar de que o poligono
regular é o de maior drea entre os poligonos inscritos em um circulo [2], elaborado por quatro estudantes
japoneses do ensino médio e seu professor. Utilizando uma técnica extremamente bem elaborada e lidando
adequadamente com somas infinitas, os autores demonstram o resultado sem fazer uso da desigualdade de
Jensen.

Neste trabalho, apresentaremos uma demonstracdo da caracterizagdo dos poligonos regulares como os
poligonos que maximizam (minimizam) 4rea na classe dos poligonos inscritos (circunscritos) em uma
circunferéncia, utilizando uma abordagem acessivel aos alunos dos anos finais da Educacao Bdsica. Es-
pecificaimente, a prova apresentada utiliza como ferramenta principal algumas desigualdades elementares
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envolvendo funcoes trigonométricas.

2. Preliminares

Apresentaremos defini¢des e resultados que serdo utilizados na demonstragao do resultado principal. Inici-
amos com a seguinte definicdo.

Definicao 1. Dizemos que um poligono esta inscrito numa circunferéncia se todos os vértices do poligono
pertencem a circunferéncia. Um poligono € dito circunscrito a uma circunferéncia se todos os lados do
poligono tangenciam a circunferéncia.

Dada a importancia do resultado abaixo para o problema abordado aqui, optamos por apresentar sua
demonstracao.

Proposicao 1. Todo poligono regular é inscritivel e circunscritivel a uma circunferéncia.

Demonstragdo. SejaP, um poligono regular de vértices A1, Ao, ..., Ajelados Ay Ag, AgAg, ..., Ay 1AL
Sem perda de generalidade, tragcamos as bissetrizes internas dos angulos consecutivos cujos vértices sao
A, e Ay, obtendo o ponto O de interseccdo dessas retas. Assim, o tridingulo OA; A, € isdsceles, pois
LOA1A3 = £A1A50, deonde obtemos A1 O = A»0, garantindo que O € equidistante de A e Ay. Seguimos
tracando o segmento OA3 obtendo o tridngulo OA3A3, onde A1 As = Ay Az, ZOA5A3 = £10A5A5,e OA,
€ lado comum aos dois tridngulos (Figura 1). Assim, pelo caso LAL, temos AOA;As = AOA3A3,
implicando que AOA5A5 é isGsceles, ou seja, A;O = A30. Como em um poligono regular todos os
angulos sdo iguais, entdo A3O € a bissetriz do angulo cujo vértice € A3. Repetimos, de forma analoga,
o processo de ligar o ponto O ao vértice seguinte do poligono e assim provamos que o tridangulo obtido é
congruente aos anteriores, concluindo que A1O = A;O =---= A, 10 = A, 0, ou seja, todos os vértices de
P, sdo equidistantes do ponto O, garantindo que podemos tragar uma circunferéncia de centro O passando
por todos os vértices do poligono.

Ay A

0

Figura 1: OA5 como lado comum
Fonte: Autores

Agora, sejam H;, Ho, ..., H,, os pés das alturas baixadas de O as bases dos tridngulos isésceles, que sdo os
lados de P, (Figura 2). Como AOA;As = AOAsAs =--- = AOA AL, entdo OH; = OHy = --- = OH,,
ou seja, os pontos Hy, Hs, ..., H,, de P, sdo equidistantes de O, logo podemos tragar uma circunferéncia
I" de centro O que passa pelos pontos Hy, Hs, ..., H,,. Como as alturas sdo perpendiculares aos lados do
poligono, segue que estas sdo tangentes a I', garantindo que P,, € circunscrito a circunferéncia. O

D)
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Figura 2: Altura do triangulo AOA; A,
Fonte: Autores

No que segue, apresentamos alguns resultados envolvendo as fungdes trigonométricas. Inicialmente observe
que, utilizando as férmulas para soma e diferenca de arcos, obtemos

sen(a + B) +sen(a — B) = 2sen a cos

cos(a + B) + cos(a— B) =2cosa cos 8

1
sen(a + B) —sen(a — B) = 2sen B cos a M
cos(a + B) — cos(a — B) = —2sena sen .
Denotando 0 := a + B ey := @ — 3 obtemos
0y _O+y
F=— ¢ =7
Assim, podemos reescrever (1) da forma
6+ 0
senf +seny = 2sen Y cos Y
2 2
60— 0+
cos@+cosy:2(:os( 27)005( 2y)
2
% 0+y @
senf —seny = 2sen cos | ——
2 2
0+y

9,
cos 6 — cosy = —2sen 2 ¥} sen .
2 2

As identidades acima sdo chamadas de formulas de prostaférese. Vamos determinar mais duas relacdes que
seguem das relacdes acima. Uma delas € a soma das tangentes de dois arcos. Temos

sena  sen sena - cosf3+senf - cosa
tana +tan 8 = + B B B .

cosf  cosf cosa - cos
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Assim, segue de sen @ - cos 8+ sen B - cosa = sen(a + ) que

sen(a +
tana + tang = @A) 3)
cosa - cosf3
De modo andlogo, determinaremos uma relacio para a diferenca das tangentes de dois arcos. De fato,
sena senfS sena-cosf—senpf:cosa
tana —tan g = - = .
cosfp cosf cosa - cos
Portanto,
sen(a —
tana —tan B = M @)

cosa - cosf’

Agora obteremos variacdes das féormulas acima, utilizando o chamado arco metade. Partindo da relacdo
fundamental da trigonometria cos? @ = 1 — sen? @ e da expressio cos 26 = cos? 6 — sen? 6, obtemos

cos 26 = cos? 0 —sen? 6 = (1 - sen6) —sen’ 6 =1 2sen? 6,
ou seja, cos 26 = 1 — 2sen? . Agora, substituindo 26 por 6 na dltima igualdade, recebemos
0
cosf =1 2sen? (—) .
2
Assim,
0 . 1-cosf
sen|—| =+4/ —.
2 2

Por outro lado, utilizando novamente cos 20 = cos2 6 — sen? 6 obtemos
c0s 260 = cos? 0 —sen? 0 = cos? 0 — (1 —cos? ) = 2cos? 6 — 1

ou seja, cos 26 = 2 cos? 6 — 1. Portanto,

0
cos 6 = 2 cos? (5) —1.

0 . 1+cos@
cos | = =_w/—.
2 2

Finalmente, aplicando a defini¢do da fun¢do tamgente, concluimos que

; (9) 1-cos®
an|=| = ———.
2 V1+cosf

Logo,

Racionalizando o denominador,

; (9) Vi—cosf Vi+cosf (1-cos@)(l+cosf) V1-cos26
an|=|= . = = .
2 V1+cos® Vl+cosf +/(1+cosb)(1+cosh) 1+cosd

Como 1 — cos? 6 = sen? 0, entédo
0 Vsen? ¢
tan|=| = ——.
2 1+ cos@
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¢ (%) sen 6
an|=| = —.
2 1+ cos@

Na sequéncia iremos utilizar a expressao da tangente da média aritmética de dois arcos expressa em funcgao
do seno e do cosseno dos arcos envolvidos. Precisamente, se substituirmos 6 por @ + 3, obtendo a igualdade
a+pf sen(a + B)
tan

2 - 1+cos(a+p) ®)

3. Poligonos inscritos com 2™ lados

Nesta se¢do vamos abordar o problema para poligonos com 2™, m € N, lados. Especificamente, mostrare-
mos que dentre todos os poligonos com 2™ lados inscritos em uma circunferéncia, os regulares sdo os que
possuem a maior drea. Trataremos o caso geral na préxima se¢ao.

Proposicao 2. Sejam € N, m > 2. Na classe dos poligonos com 2™ lados inscritos em uma circunferéncia,
os regulares sdo os que possuem maior drea.

Demonstragdo. Considere um poligono £ com 2™ lados inscrito em uma circunferéncia de raio R. Consi-
dere os segmentos de reta que ligam o centro da circunferéncia a cada vértice do poligono. Assim, obtendo
2™ triangulos isdsceles cuja base é um lado do poligono e os outros dois lados medem R (ver figura 3).
Sejam Sq,S2,S3, ..., Som as dreas dos tridngulos em que o poligono foi dividido e a1, @3, @3, ..., @om 08
angulos formados pelos lados iguais de cada tridngulo. Note que @1 + @2 + - - - + @gm = 2. Vamos denotar

Figura 3: Poligono inscrito com 2™ lados

Fonte: Autores
por S(#P) a drea do poligono inscrito P. Pela construgio descrita acima, temos que S(#) € a soma das areas

dos tridngulos obtidos a partir do poligono:

S(P) =S1+So+---+ Som.
Seja h a altura do tridngulo AOA;A;;; em relacdo ao lado OA;, 1, para qualquer 1 < i < 2™. Temos
i== <= h=R i
sen R sen @

N
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Portanto a drea S; do tridngulo serd

Si = % =R?sen a;.

Concluimos assim que a area do poligono P é dada por
2 2 R2
S(P) = -5 senaj + 5 senag + -+ - sen aom,

ou seja,
2

S(P):7(senal+sena2+-~~+sena/2m). 6)
Portanto, os poligonos de maior drea serdo os poligonos para os quais a expressao
senaq +senag + - - -+ Sen wom

possui valor maximo, sob a restricdo a, € (0,7),Vk € {1,2,...,2™}, ja que o poligono é inscrito.
Sabemos que ndo existem poligonos com dois lados, entretanto, a soma de duas parcelas serd bastante
usada na busca da expressao que determina o valor mdximo para a soma dos 2™ senos da igualdade (6).
Inicialmente, para a, 8 € (0, ), vamos verificar que

sena+sen,8$23€n(a;'8) ™

e a igualdade ocorre se, e s6 se, @ = . De fato,, sabemos de (2) que

a,B).

+
sena +senf = QSen(a2ﬁ)cos( 5

E a desigualdade segue de

2sen(a+ﬁ)cos(a'8) < 2sen (M)
2 2 2

pois

2

e a igualdade ocorre se, e s6 se, @ = . Portanto, vale (7), e mais, o valor maximo de sen a + sen 8 ocorre
quando a = f3 e, neste caso, vale a igualdade em (7).

cos(aﬁ) <1

Agora vamos estender este resultado para 2™ termos. Denotamos F :=sena; + - - - + sen @gm € agrupamos
os senos de dois em dois e, aplicando (7) em cada par de senos, obtemos

F=(sena; +senas) + -+ (sen @om-1 + sen aom)

a1+ ag a1 — a2 @om-1 + gm @om-1 — @X9m
= 2sen 5 cos +---+2sen cos

2 2 i (3)
= 23@n(%)+~-~+2sen(w)_
< 2(Sen(w)+...+sen(al2m++aw)).

Repetindo esse processo m — 1 vezes, obtemos

@1+ -+ a@om
F < 2msen(—),

2m

@t s
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ou seja,
ay+- -+ agm
senaj +---+senagom < 2™ sen (2—m) )
Concluimos, portanto, que a soma sen a1 +- - -+sen agm atinge seu valor maximo quando ocorre a igualdade
em (9). Demonstraremos, a seguir, que tal condi¢do se verifica se, e somente se, 1 = @y = -+ = @aom.
Claramente, se os dngulos sdo iguais entdo vale a igualdade em (9). Por outro lado, se
a1+ -+ a@gm
senaj +senas + - - - +senagm = 2™ sen (T)’ (10)

entdo a igualdade ocorre em cada uma das desigualdades geradas pelo processo descrito em (8). Por
exemplo, seguird da igualdade

+ B m-1 + (gm m1 — Qom
F=QSen(al2a2)cos(al202)+---+2sen(02 12 a2 )Cos(a2 1— a2 )

2
que
@i — Qitl
cos|——| =1
2
ou seja, @; = aj1,1 € {1,3,...,2k+1,...,2™ —1}. Aplicando o mesmo raciocinio as demais igualdades
concluiremos que @1 = @2 = - -+ = @gm. ISto garante que entre os poligonos, com 2™ lados, inscritos em

uma circunferéncia, os regulares sao os que possuem maior drea. Além disso, como a1 + - -+ + @gm = 27, a
férmula para determinar a area desse poligono é dada por

2 2
S(P) = ﬁsen(—"),
2 n
onde n = 2™. m]

3.1. Poligonos inscritos com n lados

Nesta secdo apresentamos a demonstracao do caso geral para poldgonos inscritos. Precisamente, temos o
seguinte:

Teorema 1. Sejan € N,n > 3. Na classe dos poligonos com n lados inscritos em uma circunferéncia, os
regulares sdo os que possuem maior drea.

Demonstragdo. Inicialmente, dividimos o poligono £ de n lados inscrito em uma circunferéncia em n
triangulos, com n > 3, em que dois lados de cada tridngulo sdo raios da circunferéncia e o terceiro é um
lado do poligono, como mostrado na Figura 4. Procedendo como na secio anterior, obtemos a expressao

2
S(P) = 7(sena/1 +senasg +---+senay), an

para area S(#) do poligono inscrito £, onde R € o raio do circulo.

@t s
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Figura 4: Poligono inscrito com n lados
Fonte: Autores

Assim, para determinar o poligono de maior 4rea, basta obter o valor maximo para expressao sen @ +
sen s + -+ - + sen @y, sob a condi¢do @y € (0,7),Yk € {1,...,n}, pois o poligono estd inscrito em uma
circunferéncia. Sejan € N tal que 2 < n < 2™, vamos provar que

ay+---+a
senay +---+sena, < nsen (—n) (12)
n
e que a igualdade ocorre se, e sO se, @1 = ... = @y. Seja
a1+ +a
6= ————= € (0,n). 13)
n
Adicionamos (2™ —n) sen § a soma sen @ + - - - + sen ay, € aplicamos (9) para obter que
ap+- o+ ay+ (2™ -n)o
sena1+---+sena/n+(2mn)sen0ﬁ2msen( 2nm ( ) , (14)
e a igualdade vale, se e sé se, @1 = ... = a, = 6. Note que
ap+-+an+ (2™ -n)d
n+( )0 _ 0. (15)
21’1’1
portanto (14) pode ser reescrita como
senai +---+sena, + (2™ —n)send < 2™ sen b,
ou seja,
a1+ +a
senai +---+sena, < nsen (—n) (16)
n
e a igualdade ocorre se, e s6 se, @; = ... = a,. Portanto, os poligonos que maximizam a 4rea sdo os
regulaes.
O

Uma consequéncia da demonstragdo dada acima é que a area S(#) de um poligono regular de n lados P
inscrito em uma circunferéncia de raio R € dada por

S(P) = R72nsen (2?7{) .
ran
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4. Poligonos circunscritos

Nesta se¢@o iremos abordar os poligonos circunscritos. Como acima, inicialmente consideramos o caso de
poligonos com 2™ lados, m € N.

Proposicao 3. Seja m € N;m > 2. Na classe dos poligonos com 2™ lados circunscritos em uma
circunferéncia, os regulares sdo os que possuem menor drea.

Demonstragdo. Seja P um poligono de 2™ lados circunscrito a uma circunferéncia de raio R e centro O, em
que m € Nem > 2. Tragcando segmentos de reta que partem do centro da circunferéncia até os pontos em
que o poligono tangencia a circunferéncia, obteremos 2™ quadrilateros. Sejam P, Po, ..., Pom 0s vértices
do poligono e Q;,Q,, ..., Qym 0s pontos de intersecdo entre o poligono e a circunferéncia. Denotamos
£Q,0Qy = 2a1, £LQy,0Q5 = 29, ..., LQemOQ; = 2a9m. Note que 2a; + 2a5 + - - - + 2a9m = 2. Para
determinar a area S; do quadrilatero OQ;P1Q,, tracamos o segmento OP;, como mostra a Figura 5, que
o divide em dois tridngulos retdngulos congruentes, segundo o caso CH. Logo, a drea S; do quadrilatero
0Q;P1Q, € igual a duas vezes a drea do tridngulo OQ;P;. Assim, se denotarmos x; := Q;P1, teremos
Sl =R- X1.

Figura 5: Poligono circunscrito com 2™ lados
Fonte: Autores

Por outro lado, como o tridangulo OQ;P; possui um angulo reto, os outros dngulos sdo complementares.
Assim, pela lei dos senos, obtemos que

X1 R
sina;  sin(90° —aq)’
ou seja,
< =R sin aq
1 — .
COoSs a1

Logo, x; = R - tana;. Substituindo em S; = R - x; segue que S; = R? - tan@;. Procedendo da
mesma maneira para os demais quadrilteros, obtemos a seguinte expressio para a area S(#) do poligono
circunscrito P:

S(P) = R? (tanay +tanas + - - - + tan agm) .

@t s
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Para determinar o poligono de menor drea, vamos encontrar uma expressao que represente o valor minimo da

soma tan a; +tan s +- - -+tan aom, onde ey € (0, %) Jke{l,...,2™},comm € N,m > 2. Inicialmente,
T

observamos que, para «, 8 € (0, %),

+
tana+tan,822tan(a2'8), (17)

e ocorre a igualdade se, e somente se, @ = 8. De fato, utilizando (3) e (5),

sin(a + ) e tan ((x + ﬁ) sin(a + B)

cosa - cosfB 2

tana +tan g = = ,
B 1+ cos(a + B)

podemos escrever a desigualdade (17) como

sin(a + B) S 2sin(a + B)
cosa-cosfB  1l+cos(a+p)

Dai, como cosa@ - cos 8 > 0 e 1+ cos(a + B8) > 0, temos que a desigualdade é equivalente a
1+ cos(a+8) =2cosa - cosf).
Substituindo 2 cos a - cos 8 = cos(a + B) + cos(a — B)), acima, recebemos
1+ cos(a + B) = cos(a + B) + cos(a — B)

ou seja, (17) equivale a 1 > cos(a — ). Portanto, vale a desigualdade (17) e, como 1 = cos(a — ) se, e
somente se, @ = § concluimos que o valor minimo de tan « + tan 8 € atingido se, e somente se, @ = (.

Para determinarmos o valor minimo de tan a; + tan as + - - - + tan @om procedemos de maneira andloga ao
que foi feito com sin @y + sinas + - - - + sin @om na se¢do anterior. Seja

F:=tana; +tanas +--- + tan aom.
Agrupamos as parcelas da soma como
F = (tana; +tanas) + (tanas + tanay) + - - - + (tan agm-1) +tan agm).

Em seguida, aplicamos a desigualdade (17) a cada par de tangentes, de modo que

P22 (tan (T002) gan (SED) 4 g (22202,

Repetindo esse processo, obtemos

+- 4+ @om
F22mtan(u),

2m
ou seja,
a1+ -+ a@om )

tana; +tanag + - - - + tan agm 22mtan( om

Além disso, se @1 = @2 = --- = agm entdo vale a igualdade. Reciprocamente, como observado na sessiao
anterior, se ocorrer a igualdade na desigualdade acima acima, teremos que vale a igualdade em todas as
passagens onde utilizamos (17) e concluimos que vale @1 = @2 = -+ = @om. O
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Revista eletronic:

4.1. Poligonos circunscritos com n lados

Finalmente, abordamos o caso geral.

Teorema 2. Sejan € N,n > 3. Na classe dos poligonos com n lados circunscritos em uma circunferéncia,
os regulares sdo os que possuem menor drea.

Demonstracdo. Sejam P um poligono circunscrito em uma circunferéncia de centro O eraio R, Py, ..., Py
os vértices de P e Q; Q4 - - - Q,, 0s pontos de tangéncia do poligono com a circunferéncia, conforme figura
6.

Figura 6: Poligono circunscrito com n lados
Fonte: Autores

Procedendo como no caso de 2™ lados, concluimos que a drea do poligono P ¢é dada por
S(P) = R*(tana; +tanas + - - - + tan ay,),

comay € (0,%),Vke{l,...,n}.

Portanto, para obter o poligono de menor area basta minimizar a expressdo tan @y + tanas + - - - + tan ay,.
Vamos mostrar que

a/1+---+an)7 (18)

tanag +---+tana, > ntan(
n

ocorrendo a igualdade se, e somente se, @1 = - - - = ay.
Ja vimos que a desigualdade € vélida se n é da forman = 2™. Sejam m € N tal que n < 2™ e

a1+ +a
g=—— 2
n
Adicionando (2™ —n) tan € a soma tan @y + - - - + tan @, e utilizando que (18) vale para n = 2™ termos,
concluimos que

a1+ +ay+ (2™ -n)6
2m ’

tanay + - +tanay, + (2™ —n) tan @ > 2™ tan

N
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ocorrendo a igualdade se, e somente se, @1 = ... = @, = 6. Por outro lado,

@+ +ay+ (2% -n)d
2m B
Logo, podemos reescrever a dltima desigualdade como

0.

tanaq +---+tana, + (2™ —n) tand > 2™ tan 6,

ou seja,
tanay +---+tana, > ntand

que ¢ exatamente (18), como queriamos provar. O

Concluimos ainda que a area de poligono regular # circunscrito em uma circunferéncia de raio R pode ser
determinada pela férmula

S(P)an%an(%), VneNen > 3.

Consideracoes finais

Este trabalho €, também, uma amostra das indmeras possibilidades de pesquisa em Matematica mesmo
restrito & Matemdtica do ensino béasico. E surpreendente que os resultados apresentados aqui jd ndo
possuissem uma demonstra¢io elementar bastante difundida. Esta auséncia motivou as pesquisas realizadas
em [2] e neste trabalho. De fato, ndo causaria surpresa o surgimento de novos trabalhos com demonstragdes
mais simples e acessiveis que as apresentadas até o momento.
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