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Desvendando a matematica do cubo magico de Rubik

Pedro Roberto de Lima®

Resumo

O cubo mégico (também conhecido como cubo de Rubik) € um objeto com muitas potencialidades didaticas.
Seu uso pode explorar desde conexdes imediatas com a matemadtica na educagao basica (como drea, volume,
significado de algoritmo e ordem de grandeza) até conexdes mais profundos em nivel de graduacio (como
grupos de permutagdes), passando por reconhecimento de padrdes e estimulo ao raciocinio 16gico (esses
ultimos adequados a todos os niveis de ensino). Buscando contribuir nesse contexto, o presente artigo
apresenta um material que permite ao instrutor conhecer os fundamentos matematicos basicos necessérios
para responder algumas questdes essenciais relativas ao cubo magico facilitando, dessa forma, seu uso em
salas de aula dos diversos niveis e/ou em eventos académicos especiais (como oficinas e minicursos).

Palavras-chave: Matematica recreativa; Indug¢ao; Grupo de permutagdes; Cubo magico; Cubo de Rubik

Abstract

The Rubik’s Cube (also known as the Magic Cube) is an object with many educational potentialities. Its
use can range from immediate connections to mathematics in basic education (such as area, volume, the
meaning of algorithms, and orders of magnitude) to deeper connections at the undergraduate level (such
as permutation groups), including pattern recognition and stimulation of logical reasoning (the latter being
suitable for all levels of education). Aiming to contribute to this context, this article presents material
that allows instructors to know the basic mathematical foundations necessary to address essential questions
related to the Rubik’s Cube, thereby facilitating its use in classrooms at various educational levels and/or in
special academic events (such as workshops and mini-courses).

Keywords: Recreational mathematics; Induction; Group of permutations; Magic cube; Rubik’s cube

1. Introducao

O cubo magico (inventado em 1974 e assim chamado até 1980), também conhecido como cubo de Rubik!,
¢ um brinquedo que tem a forma de um hexaedro regular. Ele é formado por 26 cubinhos, todos encaixados
entre si. O cubinho central de cada face € conectado a um eixo interior, o qual permite que as faces sejam
rotacionadas. Cada rotagdo faz com que certos cubinhos troquem de lugar. Em sua configuracao inicial
(isto é, antes de sofrer qualquer rotagdo), o cubo possui cada face com exatamente uma cor. Como as
rotagcdes permutam os cubinhos, apés aplicd-las as cores se misturam (veja a Figura 1).

TRubik (1&-se riibik) é o sobrenome do professor de arquitetura hiingaro que inventou o objeto. Um histérico completo pode ser

visto em [14].
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ROTACOES
SUCESSIVAS

Figura 1: Rotagdes sucessivas misturam as cores do cubo.

A brincadeira mais comum consiste em tomar um cubo que esteja com as cores misturadas e organiza-las
(mas ndo vale desmonté-lo, tem que ser apenas rotacionando as faces!). Esse procedimento é chamado de
resolver o cubo. As vezes (de modo acidental, ou para lubrificagdo) ocorre a situagdo em que pecas do
cubo sao desencaixadas. Naturalmente, podemos pegé-las e encaixa-las novamente. O problema é que ha
mais de um modo de se fazer isso (veja a Figura 2).

"

Figura 2: Como posicionar corretamente uma pecga que foi desencaixada?

Na situacao ilustrada na Figura 2, se as pecas ndo forem encaixadas exatamente como estavam, o cubo
jamais podera ser resolvido novamente. Nesse caso, ha duas alternativas:

(i) Desmontar o cubo todo e remonta-lo em sua configuragao inicial.

(ii) Usar um teorema para descobrir qual € a posicao correta da peca desencaixada.

A segunda opcao, menos conhecida, parece ser bem interessante e instrutiva! Neste texto veremos esse e
outros teoremas relativos ao cubo mégico, bem como algumas aplica¢des. Especificamente, vamos descobrir
respostas para as seguintes questoes basicas que surgem naturalmente e frequentemente no contexto do cubo:

* Por que uma peca que saiu ndo pode ser encaixada de qualquer maneira? (Teoremas | e 2; Secdes 4 € 6.)
* Por que algumas configuracdes sdo impossiveis de obter? (Secdo 7.)

* Como calcular o nimero total de configuragdes possiveis? (Secdo 9.)

* Como resolver o cubo mégico? (Secdo 11.)

A teoria apresentada estd baseada em [ 1], com um diferencial substancial: buscamos apresentar um material

bem detalhado, muito ilustrado e menos técnico de modo a proporcionar uma leitura acessivel para profes-
sores em geral e estudantes de graduacio’. Acreditamos que esse material pode ser utilizado nas disciplinas

2 Até a Segdio 7, apenas matemdtica basica e indugdo serdo necessarias; A partir da Se¢do 8, conceitos e resultados de Teoria dos
Grupos serdo utilizados (com as devidas explicacdes e referéncias).
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que cobrem grupos de permutacdo, sendo especialmente adequado aos cursos de formagao docente visto
que permite uma aplicagdo pratica visual dos conceitos abstratos da teoria. A quem ja sabe resolver o cubo,
sugerimos que facga a leitura com um cubo em maos para acompanhar e verificar os movimentos citados;
a quem ainda ndo sabe, sugerimos que use um simulador online® (como, por exemplo [8]) ou algum dos
varios aplicativos equivalentes existentes para smartphones.

2. Conhecendo o cubo: representaciao, partes e movimentos

Nas figuras que utilizarmos, vamos supor que o lado oposto ao amarelo € branco, que o lado oposto ao
azul é verde e que o lado oposto ao vermelho € alaranjado. Quando for necessario visualizar as cores do
lado esquerdo ou da base do cubo (ocultas na representacdo bidimensional), vamos utilizar quadrilateros
simbolizando espelhos que refletem as cores — como ilustrado na Figura 3.

SfFF

Figura 3: Quadrildteros paralelos aos lados representarao espelhos que refletem as cores.

As rotagdes no sentido horario de cada uma das seis faces serdo representadas conforme as seguintes
notacdes (veja a Figura 4): L = face esquerda (do inglés Left); F = face da frente (do inglés Front); R = face
direita (do inglés Right); U = face de cima (do inglés Up); D = face de baixo (do inglé€s Down); B = face da
trds (do inglés Back).

Figura 4: Efeitos das rotacdes L, F, R, U, D e B na configuragdo inicial, respectivamente.

3 A diferenca entre o cubo real e o simulador é que o simulador permite restaurar a configuragio inicial facilmente sendo, portanto,
propicio a quem ainda ndo aprendeu a resolvé-lo.

" sBm
570 - DLV



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

de Lima

As respectivas rotacdes no sentido anti-horario, por sua vez, serfo representadas por L, F’, R’, U’, D’
e B’. Configuracdes do cubo que podem ser obtidas a partir da configuracao inicial por meio da aplicacdo
de combinagdes desses doze tipos de rotacdes (hordrias e anti-hordrias) serdo chamadas de configuracoes
possiveis. E uma sequéncia de tais rotagdes sera chamada de movimento.

Cada tipo de peca do cubo recebera um nome (veja a Figura 5): as pecas que possuem trés lados visiveis
serdo chamadas de cantos (ha 8 cantos), as pecas que possuem dois lados serdo chamadas de arestas (ha
12 arestas) e as pecas que possuem apenas uma lado serdo chamadas de centros (ha 6 centros).

Y i i

Figura 5: Em destaque, um canto, uma aresta e um centro, respectivamente.

A agdo de permutar pegas consiste em aplicar movimentos que as troquem de lugar. Por exemplo, partindo
da configuracdo inicial: o movimento R* FR” B B R F’ R’ B B R R permuta trés cantos superiores e o
movimento FF UL R’ FFL R U F F permuta trés aresta superiores, ambas no sentido horério (veja a

Figura 6).

Figura 6: Exemplo de permutacdo de cantos e arestas a partir da configuracao inicial.

Note que qualquer movimento pode apenas permutar canto com canto e aresta com aresta (ou seja, um canto
nunca vai para o lugar de uma aresta e uma aresta nunca vai para o lugar de um canto). Por outro lado, a
acdo de mudar a orientacao de pecgas consiste em aplicar movimentos que girem as pecas sem trocéd-las de
lugar. Por exemplo, partindo da configurag@o inicial: a sequéncia U R DRFDF UFD’F R’ D’ R
muda a orientagdo de dois cantos adjacentes “girando’” suas laterais para cima e a sequéncia FR’ F° R’ FF
LDRD’ L’ R’ FFR R muda a orientagcdo de duas arestas adjacentes invertendo suas faces (veja a Figura
7).
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Figura 7: Exemplo de reorientacao de cantos e arestas a partir da configuracao inicial.

3. Teorema sobre a orientaciao dos cantos

Vamos criar uma ‘“embalagem” para o cubo conforme a Figura 8. A demonstragdo do Teorema 1 ird
requerer que imaginemos o cubo guardado dentro dessa embalagem. As figuras nas faces da embalagem
sdo de extrema importancia: nas proximidades de cada canto, sempre ha uma face com duas retas, uma face
com uma reta e uma face vazia (isto €, sem retas). A embalagem ¢é simétrica: giros horizontais de 90° bem
como giros verticais de 180° resultam na mesma imagem da figura.

L

Figura 8: Embalagem de referéncia para o cubo que serd usada na prova do Teorema 1.

Lembrando que estamos considerando o lado amarelo oposto ao lado branco (como ocorre na maioria dos
cubos), cada canto do cubo possui um, e somente um, lado que é amarelo ou branco. Assim, podemos
definir a cor principal de um canto como sendo: amarelo, se ele possuir um lado amarelo; branco, se ele
possuir um lado branco.

Daqui em diante, vamos considerar que a embalagem fique sempre fixa na exata posi¢do ilustrada na Figura
8. Guardando o cubo numa dada configura¢do na embalagem com o centro amarelo voltado para cima,

vamos definir uma funcio f que a cada canto ¢ do cubo associa um niimero, da seguinte maneira®:

0, se acor principal de ¢ coincide com nenhuma reta
f(c) =41, sea cor principal de c coincide com uma reta

2, sea cor principal de ¢ coincide com duas retas.

Por exemplo, rotulando os cantos do cubo por ¢y, cg, ..., cg conforme a Figura 9 e guardando-o na embalagem
naquela posi¢do, obtemos f(c1) = 1, f(c2) = 2, f(c3) = 0, f(cy) = 2, f(c5) = 2, f(cg) =2, f(c7) =1e
f(cs) = 2.

4Note que a funcio também depende da configuracio do cubo (cada vez que a configuragio é alterada, os valores que a fungio
assume também mudam). Mas, por simplicidade, deixamos essa dependéncia implicita na notagdo da funcao.
D

572 ‘s! SBM
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

de Lima

Figura 9: Cubo embaralhado ao lado da embalagem usada na defini¢éo de f.

No exemplo da Figura 9, note que f(cq1) +f(c) +---+f(cg) = 12. O fato dessa soma ser um multiplo de trés
ndo é uma coincidéncia. Ndo importa o quanto vocé brinque com seu cubo, o teorema a seguir® estabelece
que isso sempre ocorre.

Teorema 1. Sejam cq,ca, ..., Cg 0s oito cantos distintos do cubo e S = f(c1) +f(c2) + - -+ + f(cg).

(a) Se S é miiltiplo de trés numa dada configuracdo, entdo S continua multiplo de trés apés aplicarmos L, F,
R, U, D ou B na configuracdo dada.

(b) Em qualquer configuracdo possivel do cubo, a soma S sempre é um multiplo de trés.

Demonstragao.

(a) Suponha que o cubo esteja numa configuracdo em que S é miltiplo de trés e seja M a rotagdo aplicada
nessa configuracao.

Caso 1: M = U. Apés a rotagdo, a cor principal de um determinado canto continuard coincidindo com a
mesma quantidade de retas (veja a Tabela 1). Assim, nenhum dos termos f(c1), ..., f(cg) tem seu valor
alterado ap6s M ser executada e, por conseguinte, a soma S permanece a mesma.

50 teorema também pode ser enunciado em termos de congruéncia: S ser multiplo de trés equivale & condi¢do S = 0 (mod 3).
Aqui, evitamos essa abordagem mantendo a linguagem de multiplos com o propésito de tornar o contetido mais acessivel.
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Descricao Antesde M = U ApésM =U Embalagem de referéncia

f(c;) era 0 antes e
continua sendo 0

apos a aplicacdo
deM =U.

f(c;) era 1 antes e

continua sendo 1 i l

apos a aplicagdo
de M =TU.

f(c;) era 2 antes e

continua sendo 2 ﬁ

apos a aplicagcao
de M =TU.

Tabela 1: Efeitos da rotagdo M = U nos valores que f assume num canto superior. Pela simetria da

embalagem, os outros trés cantos superiores se comportam de modo andlogo. Os cantos inferiores nao sao
afetados por essa rotagdo.

Caso 2: M = D. Pela simetria da embalagem, é andlogo ao Caso 1.

Caso 3: M =F. Apds a rotagdo, a quantidade de retas coincidentes com qualquer par de cores principais
adjacentes continuard a mesma, aumentara trés unidades ou diminuird trés unidades (veja a Tabela 2).
Como dois pares de cantos adjacentes serdo movimentados pela rotagdo, a soma total vai sofrer uma
variacdo de 0, =3 ou %6 e, portanto, ainda serd um multiplo de trés.

Antesde M =F ApésM =F Alterag@o no Embalagem de referéncia
valor de S

+1+2=43

+1-1=0

Tabela 2: Efeitos da rotacdo M = F nas cores principais de dois cantos frontais adjacentes, em trés casos
particulares. Os outros seis casos possiveis para esse par de cantos (em que o amarelo ocupa um dos outros
dois lados do canto) podem ser analisados de modo analogo. Se as cores estiverem invertidas, forem ambas
brancas ou ambas amarelas, a andlise ¢ a mesma. Pela simetria da embalagem, o outro par de cantos dessa
face se comporta de modo andlogo. Os cantos traseiros ndo sdo afetados por essa rotacao.

3
e Q]

@t s

N
‘SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

574



PROFESSOR DE

I I I > MATEMATICA

vl d ot B de Mot de Lima

Caso 4: M = B, L ou R. Pela simetria da embalagem, ¢ andlogo ao Caso 3.

(b) Podemos assumir que L, F, R, U, D e B sao as unicas rota¢des possiveis, pois qualquer outra rotacao
produz uma configuracdo que pode ser obtida por uma combinacio dessas. Por exemplo: aplicar F’
equivale a aplicar F F F; rotacionar uma vez a camada do meio para frente produz uma configuracio que
também ¢é produzida por R L L L. Estabelecida essa simplificacdo, vamos usar induc¢do sobre o nimero
n de rotagdes aplicadas no cubo a partir de sua configuragdo inicial.

Caso base: Quando o cubo estd em sua configuragao inicial, a cor principal de cada canto esta voltada
para cima ou para baixo, ndo coincidindo com nenhuma reta (veja a Figura 10). Logo, se n = 0, entdo
S=f(c1)+---+f(cg) =0+---+0 =0 ¢ um miltiplo de trés.

fFF L

Figura 10: Cubo na configuracdo inicial ao lado da embalagem usada na definicdo de f.

Hipdtese de indugdo: Suponha que, apds aplicar n rotagdes, a soma S seja um mdltiplo de trés.

Passo indutivo: Seja M a (n + 1)-ésima rotagdo. Pelo item (a) ja provado, ap6s M a soma S continuard
sendo um multiplo de trés. O

4. Aplicacao 1: encaixe de um canto

O cubo da Figura 2, que possui um canto Azul-Branco-Vermelho desencaixado, é mostrado na Figura 11
com os cantos rotulados.

’ ﬂq m g i %
y. =4 L7

Figura 11: Cubo embaralhado com pecas desencaixadas ao lado da embalagem usada na definicao de f.

Aplicando a defini¢do de f, obtemos: f(c1) = 0, f(c3) = 2, f(cqg) = 2, f(c5) =1, f(cg) =2, f(cy) =0e
f(cg) = 2. Dai, S = f(cy) +---+f(cg) = f(ce) +9. Como S tem que ser miiltiplo de 3 (pelo Teorema 1-(b)),
segue que devemos ter f(cz) = 0 (ndo pode ser 1 nem 2, pois esses valores produziriam uma soma que nio
¢ multiplo de trés). Assim, o lado branco do canto desencaixado tem que estar voltado para cima. Portanto,
o encaixe correto desse canto é dado de acordo com a Figura 12.
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Figura 12: Forma correta de encaixar o canto Azul-Branco-Vermelho conforme o Teorema 1-(b).

5. Teorema sobre a orientacio das arestas

O caso das arestas serd tratado com uma abordagem semelhante ao caso dos cantos visto na Se¢@o 3. Para
isso, vamos considerar a embalagem mostrada na Figura 13. Nesse caso, a embalagem também ¢é simétrica:
giros horizontais ou verticais de 180°, bem como um giro horizontal de 90° seguido de um giro vertical de
90°, resultam na mesma imagem da figura (de modo que a reta na face oculta da figura é vertical).

A Yo

Figura 13: Configuracio inicial ao lado da embalagem de referéncia que serd usada na prova do Teorema 2.

Aqui, vamos definir a cor principal de uma aresta como sendo a cor que coincide com uma reta quando
o cubo em sua configuracdo inicial é guardado na embalagem posicionado como na Figura 13. A Tabela 3
relaciona a cor principal de cada uma das doze arestas.

Aresta Cor principal Aresta Cor principal
Amarelo-Azul Azul Branco-Verde Verde
Amarelo-Vermelho Amarelo Branco-Alaranjado Branco
Amarelo-Verde Verde Azul-Vermelho Vermelho
Amarelo-Alaranjado Amarelo Vermelho-Verde Vermelho
Branco-Azul Azul Verde-Alaranjado Alaranjado
Branco-Vermelho Branco Alaranjado-Azul Alaranjado

Tabela 3: Cor principal de cada aresta.

Daqui em diante, vamos considerar que a embalagem ficard sempre fixa na posi¢ao ilustrada na Figura 13.
Guardando o cubo numa dada configuragdo na embalagem com o centro amarelo voltado para cima,

N
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vamos definir uma funcdo g que a cada aresta a do cubo associa um niimero, da seguinte maneira®:

0, se a cor principal de a coincide com nenhuma reta

g(a) = 1

, seacor principal de a coincide com uma reta.

Por exemplo, rotulando as arestas por a1, as, ..., a1 conforme a Figura 14 e guardando o cubo na embalagem
naquela posicéo, concluimos (com auxilio da Tabela 3) que g(a;) = 1, g(ag) = 1, g(az) = 0, g(ayg) = 1,
g(as) = 0, g(ag) = 0, g(ar) = 0, g(as) = 1, g(ag) = 1, g(aio) = 0, g(a11) = O e g(arz) = 1".

a3z

Yo

Figura 14: Cubo embaralhado ao lado da embalagem usada na defini¢cdo de g.

Pelo Teorema 2 abaixo, também nao € coincidéncia que g(a1) + g(ag) + - - - + g(a2) = 6 € par.
Teorema 2. Sejam aj,asg, ..., a12 as doze arestas distintas do cubo e T = g(a1) + g(az) + - + g(aio).

(a) Se T é par numa dada configuragdo, entiao T continua sendo par apos aplicarmos L, F, R, U, D ou B na
configuracdo dada.

(b) Em qualquer configuracdo possivel do cubo, a soma T sempre é par.

Demonstragao.

(a) Suponha que o cubo esteja numa configuracdo em que T € par e seja M a rotacdo aplicada nessa
configuracdo.

Caso 1: M = U. Apés a rotagdo, a cor principal de uma determinada aresta vai passar de uma reta para
nenhuma, ou de nenhuma para uma (veja a Tabela 4).

6 A nota de rodapé nimero 4 também se aplica aqui, com o adendo de que, nesse caso, a fun¢io também depende da posi¢do em
que o cubo é colocado na embalagem (pois a embalagem nao é simétrica em relagio a giros horizontais de 90°).

7 Aqui usamos o fato de que a7 é Amarelo-Alaranjado, ag é Branco-Verde, ag é Vermelho-Verde e a;; é Amarelo-Verde (o que
pode ser deduzido da figura).
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Descricao Antesde M = U ApésM =U Embalagem de referéncia

f(a;) era 1 antes
e passaaser 0
apos a aplicacdo
deM =TU.

/

f(a;) era O antes
e passa a ser 1
apos a aplicagdo
de M =TU.

)
aaal

4 n

Tabela 4: Efeitos de M = U nos valores que g assume numa aresta superior. A cor rosa simboliza a posi¢do
da cor principal. As outras arestas se comportam de modo andlogo ou ndo s@o afetadas por essa rotacao.

Assim, cada par de arestas adjacentes rotacionadas vai alterar a soma T em 0, +2 ou -2 (veja a Tabela 5).
Como o movimento rotaciona dois pares de arestas adjacentes, a soma total vai sofrer uma variacdo de 0,
+2 ou +4 e, portanto, continuara sendo par.

Antesde M = U AposM =U Alterago no Embalagem de referéncia
valor de T

+1-1=0

ﬂ +1+1=+42

-1+1=0

)

Tabela 5: Efeitos de M = U nas cores principais de duas arestas adjacentes superiores, nos quatro casos
possiveis. A cor rosa simboliza as posi¢des das cores principais. Pela simetria da embalagem, o outro par

de arestas da face superior se comporta de modo andlogo. As demais arestas ndo sdo afetadas por essa
rotacao.

Caso2: M =L, F, R, D ou B. A anilise ¢ andloga ao Caso 1 (relativamente a alteracdo no valor de T,
cada par de arestas adjacentes se comporta exatamente como um dos quatro casos apresentados na Tabela
5).

ran
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(b) Como na prova do Teorema 1-(b), podemos assumir que L, F, R, U, D e B sdo as tinicas rotagdes possiveis
e usar indugao sobre o nimero n de rotacdes aplicadas no cubo a partir de sua configuragdo inicial.

Caso base: Quando o cubo estd em sua configuracdo inicial, a cor principal de cada aresta estd coincidindo
com uma reta (pois € assim que as cores principais foram definidas; veja a Figura 13). Logo, se n = 0,
entio T =g(a;)+---+glage) =1+---+1=12¢& par.

Hipdétese de indug@o: Suponha que, ap0s aplicar n rota¢des, a soma T' seja par.

Passo indutivo: Seja M a (n + 1)-ésima rotacdo. Pelo item (a) ja provado, apds M a soma T continuara
sendo par. 0

6. Aplicacdo 2: encaixe de uma aresta

O cubo da Figura 12, que possui uma aresta Amarelo-Verde desencaixada, ¢ mostrado na Figura 15 com as
arestas rotuladas.

Vo

Figura 15: Cubo com uma aresta desencaixada ao lado da embalagem usada na defini¢do de g.

Aplicando a definicdo de g, obtemos (com auxilio da Tabela 3): g(az) = 0, g(ag) = 1, g(ag) = 1,
g(as) = 1, g(ag) = 0, g(ag) = 0, g(ag) = 1, g(ag) = 0, g(awo) = 1, g(ai1) = 1 e g(arz) = 0°. Dai,
T =g(a;)+---+g(ajz) =g(a;) + 6. Como T tem que ser par (pelo Teorema 2-(b)), segue que devemos
ter g(a1) = 0. Assim, o lado verde (cor principal) da aresta desencaixada tem que estar voltado para cima.
Portanto, o encaixe correto é dado de acordo com a Figura 16.

Figura 16: Forma correta de encaixar a aresta Amarelo-Verde conforme o Teorema 2-(b).

7. Aplicacao 3: padroes impossiveis

Uma brincadeira comum entre os cubistas consiste em tomar o cubo em sua configuracio inicial e aplicar
movimentos que, em vez de baguncar as cores, construam configuracdes visualmente interessantes — os

8 Aqui usamos o fato de que ag é Branco-Verde, a7 é Branco-Azul, a3 é Alaranjado-Azul e a;; é Branco-Vermelho (o que pode
ser deduzido da figura).
)
579 @% sem



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

de Lima

chamados padrdes (no inglés, patterns). Por exemplo, o movimento RR UURRLL U UL R’ produz
listras em todas as faces (veja a Figura 17).

RRUURRLLUUDL R>

Figura 17: Construgao de um padrao de listras.

Um padrao particularmente interessante seria aquele em que ha um dnico cubinho de canto girado (veja a
Figura 18). Qual seria o movimento que fornece esta configura¢ao?

» W
== ==

Figura 18: Como girar apenas um canto?

Como mostra o resultado seguinte, desde que o cubo nao seja desmontado, ndo € possivel fazer isso.

Corolario 1 (Corolério do Teorema 1). O padrdo acima proposto é impossivel de obter, ou seja: ndo existe
movimento que produza um unico canto incorretamente orientado.

Demonstragdo. Suponha que seja possivel obter um tnico canto cj incorretamente orientado mantendo
todas as outras pegas corretas. E imediato que f(cx) = 1 ou f(cx) = 2 e que, para todo i # k, tem-se
f(c;) = 0. Portanto, S = 1 ou S = 2. ABSURDO, pois viola o Teorema 1-(b). O

Note que outros corolarios similares podem ser obtidos do Teorema 1-(b), bem como versdes andlogas para
arestas podem ser obtidas do Teorema 2-(b).

Observagcao 1. Embora ndo seja possivel girar um tnico canto, é possivel adaptar o movimento ilustrado
na Figura 7 para obter um padrao parecido com o padrao impossivel da Figura 18: aplicando LL U’ R* D
RFDF UFD’F R’ D’ RL L obtemos dois cantos diametralmente opostos incorretamente orientados
(veja a Figura 19). Uma galeria com os padrdes mais comuns pode ser vista em [10].
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T

LLURDRFDF
UFD’FR D RLL

SFE

Figura 19: Cantos diametralmente opostos incorretamente orientados.

8. Teorema sobre a paridade das permutacoes

8.1. A notacao de ciclos

Informalmente, uma permutagao de uma lista ordenada de elementos pode ser entendida como sendo uma
reordenacgdo (ndo necessariamente distinta) desses elementos. Por exemplo, uma lista (x1, X2, X3,x4) de 4
elementos possui 4! = 24 permutagdes distintas:

(x1, X2, X3,X4)
(x1, X2, X4,X3)
(x1, X3, X2,X4)
(x1,X3,X4,X2)
(X17X47X27X3)
(%1, X4, X3, X2)

(x2,X1,X3,X4)
(x2,X1,X4,X3)
(x2,X3,X1,X4)
(x2,X3,X4,X1)
(XQa X4,X1, X3)
(X23 X4,X3, Xl)

(x3,X1,X2,X4)
(x3,X1,X4,X2)
(x3,%2,X1,X4)
(x3,X2,X4,X1)
(X3,X4,X1, X2)
(x3,X4,X2,X1)

(x4, X1,X2,X3)
(x4,X1,X3,X2)
(x4,%9,X1,X3)
(x4,X2,X3,X1)
(X4a X3,X1, X2)
(X4a X3,X2, Xl)

Note que, partindo da lista original (x1,X2,X3,X4), a permutagdo (x3,X4,Xs,X7) € obtida quando o 1°
elemento vai para o lugar do 4°, 0 4° vai para o lugar do 2°, o 2° vai para o lugar do 3° e o 3° vai para o lugar
do 1°. Isso pode ser representado da seguinte forma abreviada: (1 - 4 — 2 — 3 — 1). Podemos, ainda,
utilizar a seguinte notagdo mais concisa: (1 — 4 — 2 — 3), onde fica convencionado que o elemento
final dentro dos parénteses sempre vai para o lugar do elemento inicial. Nesse contexto também é comum
omitir as setas de modo que, na pratica, a referida permutacio € representada simplesmente por (1 4 2 3).
Nesse sentido, a notagdo (3 1 4 2) representa a permutacdo em que o 3° elemento vai para o lugar do 1°, o
1° vai para o lugar do 4°, o 4° para o lugar do 2° e 0 2° para o lugar do 3°. Ou seja, representa a permuta¢ao
(X37 X4, X2, Xl)'

As vezes, uma permutacdo ndo altera a posicdo de todos os elementos. Por exemplo: na permutagio
(x3,X1,X2,X4), 0 12 termo foi para o lugar do 2°, o 2° para o lugar do 32, o 3° para o lugar do 1% e 0 4° ficou
parado. Seguindo as ideias anteriores, as trocas de lugar dessa permutac@o sdo indicadas por (1 2 3). Eo
fato de que o 4 ficou parado ¢ indicado por (4). Assim, a permuta¢do completa ¢ indicada por (1 2 3)(4).
Nesse sentido, a notagdo (3)(2 4 1) representa a permutagdo em que o 3° elemento ficou parado, o 2° foi
para o lugar do 4°, o 4° para o lugar do 1° e o 1° para o lugar do 2°. Ou seja, representa a permutacao
(x4,X1,X3,X2).

Parénteses com dois elementos também podem ocorrer com um significado similar: a notacéo (1 3)(2 4)
representa a permutacao em que o 1° elemento trocou de lugar com o 3° e o 2° trocou de lugar com o 4°,
ou seja, representa (X3, X4,X1,X2); j4 a notagdo (2)(3)(1 4) representa a permutacdo em que o 2° e o 3°
elementos ficaram parados e o 1° trocou de lugar com 42, ou seja, representa (x4, X2, X3, X1).

Sob as notagdes acima explicadas, as 24 permutagdes de (x7, Xo, X3, X4) listadas no inicio desta se¢do podem

N
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. . 0
ser representadas, respectivamente, do seguinte modo”:

M@ B3)(4) (3)(4)(12) (4)(123) (1234)
(1(2)(34) (12)(34) (1243) (3)(124)
(D) (23) (4 (132) (2)(4) (1 3) (2)(134)
(1)(243) (1432) (2)(143) (2)(3)(14)
(1)(234) (1342) (13)(24) (1324)
(D(3)(24) (3)(142) (1423) (14)(23)

Nesse contexto, cada par de parénteses ¢ chamado de ciclo. Um ciclo nunca possui elementos repetidos,
pois ele determina a posi¢do que cada elemento passou a ocupar (e nenhum elemento ocupa dois lugares
diferentes bem como nenhum lugar é ocupado por mais de um elemento).

8.2. Produto de permutacoes

Cada ciclo especifico pode ser visto como sendo uma ag@o que reordena os elementos da lista, mantendo
fixos os elementos que eventualmente néo aparecam. Por exemplo, o ciclo (1 3 4) em que ndo aparece o
elemento 2 representa a permutagdo (2)(1 3 4). Nesse sentido, a justaposicdo de ciclos é entendida como
sendo a aplicacdo sucessiva das respectivas acoes de reordenagdo, € chamada de produto de permutacoes
e aqui sempre serd lida da direita para a esquerda'’. Por exemplo, a notagdo (2 3)(1 3 4) representa
a permutacdo obtida quando inicialmente executamos a reordenagdo definida pelo ciclo da direita (1 3 4)
obtendo (x4, X2, X1,X3) €, em seguida, executamos a reordenagdo definida pelo ciclo da esquerda (2 3)
obtendo (x4,X1,X2,x3). Como essa dltima permutacdo também pode ser representada por (1 2 3 4),
escrevemos (2 3)(1 3 4) = (12 3 4). Devemos ter atencdo ao calcular um produto de permutagdes porque,
em geral, a ordem importa. Por exemplo, se primeiro aplicarmos (2 3) e em seguida (1 3 4) obtemos
(134)(23)=(1324)#(1234)=(23)(134)"".

8.3. Transposicoes e paridade

A quantidade de elementos de um ciclo é chamada de comprimento do ciclo. Por exemplo: o ciclo (2 3)
tem comprimento 2; o ciclo (1 3 4) tem comprimento 3. Um ciclo de comprimento 2 é chamado de
transposicdo'”. E possivel demonstrar'® que todo ciclo (n; ns ns - -+ ny_; ny) pode ser expresso como
um produto de transposi¢des da seguinte forma:

(ny ng n3 -+ g ng) = (0g D) (ng Dx—1) -+ - (01 n3) (01 N2). (D

9Listamos as 24 permutagdes para que o leitor ndo familiarizado com a notagdo tenha acesso a uma grande variedade de exemplos.

19Eormalmente, uma permutagdo de n elementos é definida como sendo uma bijecdo @ : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} e o produto
a3 entre duas permutagdes é definido como sendo a composicdo a o B (primeiro aplicamos 3 e depois @). E isso que motiva a leitura
da direita para a esquerda na notagao de ciclos. Ressaltamos, entretanto, que sequéncias de rotagoes e de movimentos continuario a
ser lidas normalmente da esquerda para a direita.

prova-se que o conjunto das permutagdes munido desse produto forma um grupo (veja o Teorema 8.5 em [4]). Como a ordem
em que a operagdo € realizada importa, esse grupo nao é comutativo. No cubo, isso significa que a ordem das rotagdes interferem
no resultado final; por exemplo: o movimento U R produz uma configuracdo diferente daquela produzida por R U. Porém, prova-se
também que o produto comuta quando os ciclos sdo disjuntos (veja o Teorema 5.2 em [5]). Uma versdo do cubo que produz um grupo
comutativo seria trivial de resolver! (veja [3]).

12Uma transposi¢io também é chamada de 2-ciclo. Analogamente, um ciclo de comprimento 3 é chamado de 3-ciclo e, em geral,
um ciclo de comprimento n é chamado de n-ciclo.

13Veja o Teorema 5.4 em [5].
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Por exemplo:
(1432)=(12)(13)(14).

De fato: aplicando (1 4) em (x71,X2,X3,X4) obtemos (x4,Xs,X3,X1); aplicando (1 3) nessa udltima
reordenagdo obtemos (x3, X2, X4, X1); finalmente, aplicando (1 2) obtemos (x2, X3,x4,X1) que € (14 3 2).

Em geral, a decomposi¢do de uma permutagdo p como um produto de transposi¢des ndo ¢ unica. Por
exemplo, também temos (1 4 3 2) = (1 2)(1 4)(4 3). Porém, fixada p, pode-se demonstrar'* que a
quantidade de transposicdes necessdrias para expressar p como um produto de transposicdes € sempre par
ou sempre impar; quando é par, dizemos que p € uma permutacio par; quando € impar, dizemos que p é
uma permutacao impar.

8.4. O teorema

Cada movimento do cubo troca cantos e arestas de lugar. Mas um canto nunca vai para o lugar de uma
aresta e uma aresta nunca vai para o lugar de um canto. Assim, nomeando as pecas conforme a Figura 20, a
posi¢do dos cantos numa dada configuracio é dada por uma permutacdo de (cq,ca, ..., Cg) € a posi¢do das
arestas é dada por uma permutacéo de (aq, as, ..., a12).

4 3

L

ail

Figura 20: Nomeagao das posicdes (fixas) do cubo, e dos cantos e arestas (méveis) na configuracao inicial.
Por exemplo, o movimento U D R produz a configuracdo mostrada na Figura 21. Nessa situagdo, a posicao
dos cantos é dada pela permutagao

(C2,¢s5,¢3,€1,¢8,C6,Cq,07) = (147852) = (12)(15)(18)(17)(14)
e a posi¢do das arestas é dada pela permutagdo

(a'27 ag, a4, a1, as, a9, a3, ag, a12, a7, 10, a‘11) = (1 43710111296 2)
= (12)(16)(19)(112)(1 11)(1 10)(1 7)(1 3)(1 4).

14Veja 0 Teorema 5.5 em [5].
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Figura 21: Exemplo de permutacdes de cantos e arestas.

Note que as permutagdes exemplificadas sdo ambas impares (suas expressdes como produto de transposicdes
possuem quantidades impares de transposicdes: 5 e 9, respectivamente). O préximo teorema estabelece
que a igualdade da paridade verificada nesse caso especifico nao € uma coincidéncia.

Observagao 2 (Efeito de transposi¢des repetidas). Uma permutagdo (i j) troca o elemento da posi¢do i com
o elemento da posi¢do j. Assim, aplicando (i j) em uma dada lista (x1, X2, ..., Xj, ..., Xj, ..., Xk) obtemos
(X1,X2, ..., Xj, ..., Xi, ..., Xk). Aplicando (i j) novamente, desfazemos a troca voltando para a lista original .
Portanto, o produto (i j)(i j) ndo produz nenhuma alteracio na lista original podendo ser expresso por
1)y =00.

Observagao 3 (Paridade do produto). Como a soma de par com impar resulta em impar, o produto de duas
permutacdes com paridades distintas resulta numa permutag¢ao impar. Como a soma de par com par resulta
em par e soma de impar com impar também resulta em par, o produto de duas permutagdes com paridades
iguais resulta numa permutacio par.

Teorema 3. Em qualquer configuracdo possivel do cubo, a permutagcdo dos cantos e a permutagdo das
arestas possuem a mesma paridade (ou seja: sao ambas pares ou ambas impares).

Demonstragdo. Como na prova do Teorema 1-(b), podemos assumir que L, F, R, U, D e B sdo as utnicas
rotagdes possiveis e usar indugdo sobre o nimero n de rotagdes aplicadas no cubo a partir de sua configuragao
inicial.

Caso base: Se n = 0, o cubo estd em sua configuragdo inicial de modo que nenhuma peca foi trocada de
lugar. Assim sendo, em vista da Observagao 2 e usando a nomeacao da Figura 20, a permutagdo dos cantos
¢é dada por

MR)B) ) (5)(6)(7)(8) = (12)(12)(34)(34)(56)(56)(7 8)(7 8)
e, analogamente, a permutagdo das arestas € dada por
(DM(2)(3)(4)---(11)(12) =(12)(12)(34)(34)--- (11 12)(11 12).

Como em cada caso hd um nimero par de transposi¢des, ambas as permutacdes sao pares.

Hipdétese de indugao: Suponha que, apds aplicar n rotagdes, a permutacdo P, dos cantos e a permutacdo P,
das arestas possuem a mesma paridade.

Passo indutivo: Sejam M a (n + 1)-ésima rotagdo, P a permutaciio dos cantos apds a aplicagio de M e P,
a permutacgdo das arestas apds a aplicacdo de M. Vamos mostrar que P, e P, possuem a mesma paridade.

15No contexto da teoria dos grupos, essa propriedade se reflete no fato de que a inversa de uma transposicio é ela propria.
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*Caso 1: M = U. A Figura 22 mostra o efeito de M nos cantos c;, ¢j, ck € i que se encontram na face
superior do cubo. Note que c; (posi¢do 1, conforme a Figura 20) vai para o lugar de c; (posi¢@o 4), que vai
para o lugar de cy (posi¢do 3), que vai para o lugar de c; (posi¢do 2), que vai para o lugar de ¢; (posigdo 1).

; - S

Ci Ci Cj Ck

] ~> [l

Figura 22: Efeito de M = U nos cantos superiores. Os demais cantos nio sdo afetados por essa rotagio.

Assim, pela igualdade (1), temos P, = (1 4 3 2)P, = (1 2)(1 3)(1 4)P.. Isso mostra que P é obtida
multiplicando P, por uma permuta¢dao impar. E um argumento inteiramente andlogo mostra que P, é
obtida multiplicando P, também por uma permutagao impar. Assim, pela Observagao 3:

—Se P. e P, sdao ambas pares, entdo P e P, serdo ambas impares;

—Se P, e P, sdo ambas impares, entdo P. e P, serdo ambas pares.

*Caso2: M =L, F, R, BouD. Andlogo ao Caso 1.

9. Aplicacao 4: Numero de configuracoes possiveis

Formar uma configuragao possivel do cubo equivale a tomar 4 decisdes consecutivas:
Decisao 1: Escolher uma permutacgio possivel de cantos.

Decisao 2: Escolher uma permutagao possivel de arestas.

Decisao 3: Escolher uma orientac¢do possivel de cantos.

Decisao 4: Escolher uma orienta¢do possivel de arestas.

Observagao 4. A palavra “possivel” nas declaragdes acima serve para enfatizar que devemos eliminar as
escolhas que geram configuragdes impossiveis de obter como, por exemplo, aquela ilustrada na Figura 18
(os critérios de impossibilidade de que dispomos sdo aqueles produzidos pelos teoremas 1, 2 e 3).

Vamos contabilizar as maneiras de tomar cada decisdo.

De quantos modos diferentes podemos tomar a Decisdo 1? Como existem 8 cantos, existem 8! maneiras de
tomar a Decisao 1.

De quantos modos diferentes podemos tomar a Decisdo 2? Como existem 12 arestas, num primeiro momento
poderiamos pensar que existem 12! maneiras de tomar a Decis@o 2. Porém, apds tomar a Decisdo 1, s
podemos escolher uma permutagdo de aresta que possua a mesma paridade da permutacio de cantos (pelo
Teorema 3). E possivel demonstrar'® que, do total de permutacdes de qualquer grupo de objetos, exatamente
metade é par e metade é impar. Portanto, metade das permutac¢des contabilizadas no valor 12! ndo poderio
ser escolhidas por terem a paridade diferente daquela escolhida para os cantos. Assim, restam no maximo

16Veja o Teorema 5.7 em [5].
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12!/2 escolhas possiveis. Ou seja, apds tomar a Decis@o 1, existem no méximo 12!/2 maneiras de tomar a
Decisao 2.

De quantos modos diferentes podemos tomar a Decisdo 3?7 A principio, cada um dos 8 cantos pode ser
orientado de 3 maneiras diferentes (veja a Figura 11). Assim, num primeiro momento, poderiamos pensar
que existem 3% maneiras de tomar a Decisdo 3. Porém, apés escolher as orientagdes dos 7 primeiros cantos,
sobra apenas uma orienta¢do para o oitavo canto que faz com que a soma f(cy) +f(cg) +- - - +f(cg) sejaum
muiltiplo de 3 (condigio dada pelo Teorema 1). Portanto, existem no méaximo 37 orienta¢des que podem ser
obtidas na pratica. Ou seja, existem no maximo 37 maneiras de tomar a Decisdo 3.

De quantos modos diferentes podemos tomar a Decisdo 4? Analogamente ao caso dos cantos, existem (em
razdo do Teorema 2) no maximo 2!! orientagdes de arestas que podem ser obtidas na prética. Ou seja,
existem no maximo 2'! maneiras de tomar a Decisdo 4.

Pelo principio fundamental da contagem, resulta da discussdo que fizemos até aqui que o nimero total de
configuracdes possiveis do cubo magico € de, no maximo,

12!
8!- -5 37 .21 = 43.252.003.274.489.856.000 ~ 43 quintilhdes.

Estamos dizendo “no méaximo” porque, até aqui, ndo podemos garantir que esse é o “nimero exato de
configuracdes possiveis”. Podemos apenas afirmar que esse € o “niimero de configuracdes que satisfazem
as condicdes dos teoremas 1, 2 e 37, pois ele foi obtido com base no seguinte fato: Se uma configuracio é
possivel, entdo

(a) A soma f(cy) +---+f(cg) é miltiplo de 3 (Teorema 1).
(b) A soma g(ay) +---+g(aj2) é miltiplo de 2 (Teorema 2).

(c) As paridades das permutagdes de cantos e de arestas sdo iguais (Teorema 3).

Assim, na prética, o que fizemos foi contabilizar as configuracdes que satisfazem essas trés condig¢des
simultaneamente. Se houvesse algum outro critério de impossibilidade nao abordado nas secdes anteriores,
o ndmero obtido seria reduzido. Ocorre, porém, que € possivel demonstrar (veja a Secao 10) que a reciproca
do referido fato também vale: toda configuragdo que satisfaz simultaneamente as condi¢des (a), (b) e (c)
€ uma configuracdo possivel. Assim, o nimero obtido ndo € apenas um limitante superior para o nimero
de configuracdes possiveis. Ele é o valor exato: cada uma das 43.252.003.274.489.856.000 configuragdes
contabilizadas realmente é uma configuracao possivel.

Observagao 5 (Quao grande € 43 quintilhdes?). Para termos uma nog¢do de como € grande o nimero de
configuracdes possiveis, podemos observar que se existisse um cubo do tamanho de um grao de areia em
cada configuracdo possivel, eles poderiam substituir a areia de todas as praias existentes no mundo e ainda
sobraria mais do que o quadruplo da quantidade utilizada'’. Essa quantidade enorme de configuracdes
possiveis ja foi subestimada: conforme escreveu J. A. Paulos em 1988 apud [11], “A Companhia de
Brinquedos Ideal afirmava na caixa do Cubo Mégico original que ele poderia atingir mais de trés bilhdes de
possiveis configuracdes. Isto € o mesmo que o MacDonald’s orgulhosamente anunciar que eles ja venderam
mais de 120 hamburgers”.

"De acordo com o Capitulo 9 de [2], o total de grios de areia existentes em todas as prais do mundo é de aproximadamente 7,5
quintilhdes.
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10. O Teorema Fundamental da Cubologia

O objetivo desta secdo é demonstrar que as trés condi¢cdes necessdrias para um configuracdo ser possivel
dadas pelos teoremas 1, 2 e 3 também sdo suficientes (quando olhadas juntas). Para isso, é conveniente
introduzir um novo conceito: o movimento inverso de um movimento M é um movimento M que
“desfaz” a agdo que M faz. Por exemplo, como uma verificagao direta no cubo nos mostra: se M = R, entdo
M'1=R:;se M=RD’,entioM*=DR’;se M=RD’F,entioM!' =F DR’. Em geral, M~ & obtido
aplicando as rotagdes que produzem M na ordem inversa e com sentido de rotaco contrarios'®.

Lema 1. Toda permutacdo par de q > 3 elementos pode ser escrita como um produto de ciclos da forma
(12m)comm € {3,4,5,...,q}.

Demonstragdo. Seja P uma permutagao par. Entdo, ela é um produto de um nimero par de transposicoes.
Note que cada transposicao pode ser decomposta como um produto de transposi¢des que comegam com
1: (ij) = (11)(1j)(1i). Fazendo essa decomposi¢do em P e agrupando as transposigdes aos pares da
esquerda para direita, podemos supor que cada par é formado por duas transposicdes distintas (pois os pares
iguais podem ser removidos, ja que o uma desfard o que a outra fizer; veja a Observacdo 2). Finalmente,
observamos que o produto de duas transposicdes distintas que comecam com 1 pode ser escrito do seguinte
modo: (11)(1j)=(121)2(12j)(121). m|

Lema 2. Dada qualquer configuracdo possivel do cubo e qualquer m € {3,4,5,6,7,8}, existe um movi-
mento que produz a permutag¢do (1 2 m) para os cantos sem alterar a posi¢ao das arestas.

Demonstragdo. Sejam cy, ca € ¢ 0S cantos que se encontram nas posicoes fixas 1, 2 e m, respectivamente
(indicadas na Figura 20). Aplique um movimento My que coloque ci, c2 € ¢, nas posicdes indicadas na
Figura 23.

C1 C2

S
]

Figura 23: Posicdo adequada dos cantos para produzir (1 2 m).

Ap6s isso, aplique o movimento M = R’ FR’BB RF’ R’ B B RR (ilustrado na Figura 6) e desfaca o
movimento My. Isso colocard c; no lugar de co, co no lugar de ¢, e ¢, no lugar de c¢; sem alterar
a posicdo das demais pecas, conforme o desejado. Por exemplo, se c,, for o canto indicado na Figura
24, podemos tomar My = R I’ F ou My = D R . No primeiro caso, o movimento completo serad
MoMM,'=RL F)YRFR"BBRF R’BBRR)(F'LR").

8nterpretando cada movimento como sendo uma permutagio, 0 movimento inverso é o elemento inverso no sentido da teoria dos
grupos (veja nota de rodapé nimero 10). Assim, a propriedade enunciada (fécil de verificar para casos especificos e bastante intuitiva
no contexto do cubo) é uma versao da teorema do inverso de um produto (veja o Teorema 2.4 em [5]).

N
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S C2 Cm €1

Figura 24: Exemplo de como obter (1 2 m) nos cantos usando M =R’FR BBRF R’BBRR (Mg =R
L F auxilia a preparar a posi¢ao das pecas para a aplicacdao de M, e deve ser desfeito no fim).

C1 Co.

O

Lema 3. Dada qualquer configuracdo possivel do cubo e qualquern € {3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12}, existe
um movimento que produz a permutacdo (1 2 n) para as arestas sem alterar a posicdo dos cantos.

Demonstragéo. E analoga a demonstragdo do Lema 2. Nesse caso, usamos o movimento N = F F U L R’
FFL R UFF (também ilustrado na Figura 6) — o qual permuta trés arestas no sentido horario sem alterar
a posicao das demais pecas. Um exemplo é mostrado na Figura 25.

Y s s Vo 7 g i 5

EN an 2

m o m me

aj

an

Figura 25: Exemplo de como produzir (1 2 n) nas arestas usando N =FFULR’FFL R U F F (nesse
caso especifico, o movimento auxiliar pode ser Ng =F I FF,ou Ng =R U FR’).

O

Teorema 4 (Teorema Fundamental da Cubologialg). Sejam c1,...,cg os oito cantos distintos do cubo,
ay, ..., a1g as doze arestas distintas, { a funcdo definida conforme a Secdo 3 e g a funcdo definida conforme
a Secdo 5. Um configuracdo do cubo é possivel se, e somente se, as seguintes trés condicoes sdo satisfeitas
simultaneamente:

(a) A soma S =f(c1) +---+f(cg) é milltiplo de 3.
(b) A soma T =g(ay) +---+g(ae) é miltiplo de 2.

(c) A paridade da permutacdo de cantos é igual a paridade da permutagdo de arestas.

Demonstragdo. Suponha que o cubo esteja numa configuracio possivel. Resulta dos teoremas 1, 2 e 3 que
as trés condigdes sao satisfeitas.

19 Assim chamado, por exemplo, em [1] e [7].
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Reciprocamente, suponha que o cubo esteja numa configuragdo em que as trés condi¢des sejam satisfeitas.
Queremos mostrar que € possivel obter essa configurag@o a partir da configuragdo inicial. Para isso, basta
mostrar que existe um movimento M que a converte na configuracdo inicial (dai, M~! é precisamente o
movimento que a produz). Isso serd feito arrumando a permutacdo dos cantos e arestas e, em seguida,
arrumando suas orientacoes.

Sejam P, a permutagao dos cantos e P, a permutagdo das arestas. Em razao de (c), podemos supor que P,
e P, sdo ambas pares (se ndo forem, aplique U?").

Etapa 1: Arrumacio da permutacio dos cantos. Pelo Lema 1, P, se decompde como um produto de
permutacgdes da forma (1 2 m) comm € {1, ...,8}. Digamosque P, = (12my) --- (12m3)(12m;). Tome
um cubo em que a permutagdo dos cantos seja a mesma da configuragdo inicial. Pelo Lema 2, podemos
executar um movimento M; que produz (1 2 m;) nos cantos sem alterar as arestas. Apds termina-la,
pelo mesmo lema, podemos executar um movimento My que produz (1 2 my) também sem alterar as
arestas. Repetindo esse processo, concluimos que P. € obtida da permutacdo inicial de cantos sem alterar
as arestas aplicando, sucessivamente, os movimentos My, My, ..., My. Escrevendo M. = My My --- M,
concluimos que 0 movimento inverso M;i aplicado na configuracdo dada coloca cada canto no seu lugar

correto’! sem alterar a posicdo das arestas.

Etapa 2: Arrumacio da permutacao das arestas. Pelo Lema 1, P, se decompde como um produto de
permutacgdes da forma (1 2 n) comn € {1, ...,12}. Digamos que P, = (1 2nj)--- (1 2n3)(1 2 ny). Tome
um cubo em que a permutacdo das arestas seja a mesma da configuracao inicial. Pelo Lema 3, podemos
executar um movimento N7 que produz (1 2 nj) nas arestas sem alterar os cantos. Apds termind-la, pelo
mesmo lema, podemos executar um movimento Ny que produz (1 2 ny) também sem alterar os cantos.
Repetindo esse processo, concluimos que P, € obtida da permutacdo inicial de arestas sem alterar os cantos
aplicando, sucessivamente, os movimentos Ny, No, ..., Nj. Escrevendo M, = N; Ny --- Nj, concluimos
que 0 movimento inverso M;:lm aplicado na configuragdo resultante da Etapa 1 coloca cada aresta no seu
lugar correto sem alterar a posi¢ao dos cantos.

Etapa 3: Arrumacio da orientacdo dos cantos. Nesse estdgio, apés a Etapa 2, todos os cantos e arestas
jé estdo nos lugares corretos. Segure o cubo e numere os cantos conforme a Figura 26.

Cy C3
C1 C2
. -
Cs C6

Figura 26: Numeragao dos cantos.

Caso esteja com a orientacdo incorreta, o canto c; pode ser arrumado aplicando uma ou duas vezes o
movimento M = UUR"DRFDF UFD’ F’ R’ D’ R (ilustrado na Figura 7). A Figura 27 ilustra o caso
em que duas aplica¢des sdo necessarias.

20pelo que vimos na prova do Teorema 3, aplicando U numa permutagio impar (de cantos ou arestas) obtemos uma permutacio par.
21Em geral, com a orientagdo incorreta porque os movimentos de permutagdo usados apenas trocam cantos de lugar, sem considerar
orientacdo; por exemplo, hd mais de uma possibilidade para Mg e cada uma ird posicionar os cantos como uma orientagdo diferente.
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Figura 27: Exemplo de como arrumar a orientacio de um canto com duas aplicagdes do movimento
M=URDRFDF UFD’F R’D’R. Se a face amarela do canto ja estivesse inicialmente voltada
para a esquerda, apenas uma aplicagdo seria necessaria.

Apés fazer isso, podemos aplicar uma rotacao horizontal horaria de 90° no cubo de modo que cy ocupe
a posi¢do em que estava c¢; (canto superior esquerdo da face da frente). Dai, uma ou duas aplicacdes de
M também vai arrumar co caso ele esteja incorretamente orientado. Repetindo esse processo, podemos
arrumar a orientagdo dos cantos cs, ¢4, Cg € c7 (nessa ordem)?2. Ap0s fazer isso, 0s cantos c; € cg estardo
arrumados ou desarrumados. Se estiverem arrumados, a Etapa 3 estd terminada. Suponha, entdo, que
estejam desarrumados. Pela hipétese (a) e pelo Teorema 1-(a), a soma S continua sendo um multiplo de
trés”>. Assim, as tinicas possibilidades para os cantos desarrumados sio aquelas mostradas na Figura 28.
No primeiro aplicamos M e, no segundo, aplicamos M M.

Figura 28: Possibilidades para os tltimos dois cantos desarrumados ao lado da embalagem de referéncia
usada na defini¢do de f. Nesse caso temos S = f(c5) + f(cg), 0 que impede qualquer outra possibilidade
para os brancos desarrumados.

Etapa 4: Arrumacao da orientacio das arestas. Nesse estagio, apds a Etapa 3, falta apenas arrumar a
orientagdo das arestas. Um argumento analogo ao que foi utilizado na Etapa 3 para os cantos se aplica para
a orientacdo das arestas. Nessa situacdo, o movimento necessarioé M =FR’F R "FFLDRD’'L'R’F

228e, por exemplo, ¢4 ja estiver arrumado, passamos para cg. Se, por exemplo, c4 estiver desarrumado e cg arrumado, cg serd
desarrumado apds arrumar cy4; daf cg terd que ser arrumado em seguida. O mesmo vale para os outros cantos.
23Para aplicar o Teorema 1-(a) na situagio atual, devemos lembrar que U= U U U, F'= F F F, etc. Assim, rotagdes anti-horérias
também preservam o fato de S ser muiltiplo de 2.
a
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F R R - o qual reorienta arestas adjacentes aos pares sem alterar a permutacio e a orientagao das demais
pecas (veja a Figura 7). Na numeragao da Figura 20, podemos arrumar as orientagdes das dez primeiras na
seguinte ordem: ai, ag, ag, a4, ag, 412, a5, ag, &g € a19. A hipdtese (b) e o Teorema 2-(a) implicam que,
quando faltarem apenas duas arestas adjacentes para serem consideradas, estardo ambas arrumadas estando
a presente etapa ja concluida ou ambas desarrumadas — caso em que a etapa estard concluida apés uma
aplicacdo de M (veja a Figura 29).

Figura 29: Exemplo de possibilidade para as tltimas duas arestas desarrumadas, onde as cores principais
sdo vermelho para a aresta da frente e verde para a outra, ao lado da embalagem de referéncia usada na
definicdo de g. Nesse caso temos T = g(a7) + g(c11), 0 que impede qualquer outra possibilidade de
desarrumagdo. Note que para calcular g precisamos do centro amarelo para cima, ou podemos girar a

embalagem apropriadamente. Aqui ela foi girada, mas aparece idéntica em razao de sua simetria.
|

11. Aplicacao 5: Como resolver o cubo magico?

No contexto do cubo magico, um algoritmo é um movimento (sequéncia de rotacdes) que executa uma
permutacdo ou orientagdo especifica. Uma andlise das demonstragdes feitas na se¢ao precedente nos fornece

o seguinte método para resolver o cubo mégico utilizando apenas quatro algoritmos”:

1. Utilizando FF UL R’ FF L’ R U F F, coloque cada aresta no seu lugar (aqui ndo precisa se importar
com a orienta¢do; mas boa parte das arestas podem ser colocadas de modo intuitivo e ja com a orientagcdo
correta — o que facilita o préximo passo).

2. Utilizando FR’FPR’FFLDR D’ L' R’ FFR R, arrume as arestas que estdo com orienta¢ao incorreta.

3. Utilizando R FR* B B R F’ R’ B B R R, coloque cada canto no seu lugar (sem se importar com a
orientagao).

4. Utilizando U’ R’DRFDF UFD’ F’ R’ D’ R, arrume os cantos que estiverem com orientagao incorreta.

Nesse método, nada nos impede de comecar pelos cantos ou deixar todas as orientacdes por ultimo. Mas a
formulag@o apresentada parece facilitar a execugdo. Apesar do fato curioso desse método ter sido deduzido
como corolario das demonstragdes que fizemos e exigir apenas quatro algoritmos, ele tem a desvantagem
de exigir muitas repeticdes de movimentos longos — o que torna a resolucdo do cubo relativamente magante
e lenta (especialmente quando cometemos algum erro ja préoximo do fim!). Certamente algumas melhorias
poderiam ser feitas. Por exemplo: o movimento do passo 4 possui uma versao que gira o canto no sentido

2*Em todos os passos pode ser necessario/conveniente utilizar movimentos auxiliares que colocam as pegas nas posi¢des propicias
para a aplicacdo do algoritmo e, depois de aplica-lo, desfazer os movimentos auxiliares — em analogia com que foi nas provas do Lema
2 edoLema 3.
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anti-horério evitando, dessa forma, que ele seja repetido duas vezes”; o movimento do passo 3 poderia

ser substituido pelo movimento mais curto R> UL U’ R U L’ U’?°. Um panorama geral das versdes mais
refinadas desse método, chamadas de Edges First (“arestas primeiro”) e Corners First (“cantos primeiro”),
pode ser visto em [12, 13]. Porém, ao leitor interessado em aprender a resolver o cubo, sugerimos fortemente
que se dedique ao método das camadas conforme descrito, por exemplo, em [6]. Ele tem as vantagens de
ser considerado um dos mais simples, possuir poucos algoritmos (alguns bem curtos) e ser o primeiro passo
para o aprendizado do método CFOP (ou método de Fridrich), que é o método utilizado pelos cubistas

profissionais®’.

12. Proposta de oficina

Ao leitor interessado em apresentar oficinas que ensinem a resolver o cubo, hd um material preparado
com base no método das camadas disponivel no seguinte link: <https://drive.google.com/file/d/17k-5jq-
W7Lg90FHIIMWHoGbaGBWLZ2j0/view?usp=sharing>. O presente autor ja teve ocasiao de participar de
oficinas desse género no seguinte formato:

* Monta-se uma equipe em que todos estejam familiarizados com o método do material no link.

» Cada membro da equipe fica responsavel por ensinar um grupo de 4 ou 5 ouvintes.

» Cada ouvinte ganha uma versio impressa (colorida!) do material e um cubo para utilizar durante a oficina”®.

Esse formato geralmente € bastante atrativo e, a depender do publico, pode constituir uma base para futura
exploracdo dos aspectos matematicos tratados neste artigo.
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