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Formula de Bhaskara: uma abordagem
via geometria analitica

Daniel Jelin ® Antonio Luis Venezuela ®

Resumo

Este artigo aborda a férmula resolutiva da equacdo de segundo grau por meio da Geometria
Analitica. O objetivo é mostrar que a chamada “férmula de Bhaskara” e as relagdes de Girard
podem ser determinadas analiticamente pelo estudo da intersecao no espago tridimensional de um
plano com uma curva parametrizada especifica, cujo trago coincide com a parédbola.
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Abstract

This article addresses the quadratic formula through Analytic Geometry. Its aim is to show that
the roots of the quadratic equation and the Girard-Newton formulae can be analytically determined
by investigating the intersection of a plane with a specific parameterized curve, whose line coincides
with the parabola, in the three-dimensional space.

Keywords: Quadratic Equation; Girard-Newton formulae; Analytic Geometry.

1. Introducao

Solugbes para casos particulares do que hoje chamamos equagoes quadraticas sdo conhecidas desde
a Antiguidade. Na tradicdo do ensino brasileiro, sua formula resolutiva é creditada ao matemaético
indiano Bhaskara II, que viveu no século XII. Mas nos exatos termos em que hoje é ensinada,
a expressdo surge muito tempo depois [1], de que é mostra um curto artigo de 1896, em que o
matemético amador Henry Heaton demonstra que a solucdo de ax? + bx + ¢ = 0, com a # 0, é

_ —b+y b2-4ac

x = ————. O artigo termina com uma pergunta intrigante: “Isto ¢ novo”? [2]

A férmula de Bhaskara, como a expressdo é chamada no Brasil — e aparentemente s6 aqui [3] — é
uma das mais conhecidas do aluno. No Ensino Médio, é largamente usada tanto na Matematica
como na Fisica. Em geral, suas propriedades sdo dadas sem justificativas [4], embora haja mui-
tas delas ao alcance do estudante. A mais usual é dada por meios algébricos, a partir da forma
candnica do trinémio do segundo grau. Ha também demonstragdes por meio de construgoes geo-
métricas, algumas de importancia histérica. Propomos aqui a abordagem da Geometria Analitica
por exercitar ao mesmo tempo a manipulagao algébrica e a interpretacdo geométrica, com o que,
acreditamos, é possivel enriquecer o repertério do docente.
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A estratégia consiste em relacionar as rafzes de uma equacéo quadrética & intersecio, em R3, de
um plano com uma curva parametrizada. Por esse caminho, sera necessario mostrar também as
relacoes de Girard para o polindbmio de segundo grau, ou seja, as relagoes entre os coeficientes e
a soma e o produto de raizes. A teoria associada a Geometria Analitica pode ser encontrada nos
trabalhos de Baldin e Furuya (2011) [5] e Boulos e Camargo (2005) [6]; e a associada aos polindmios
e equagoes, no trabalho de Iezzi (2005) [7].

2. Geometria analitica, polinémios e raizes

Nesta secao serd mostrado como representar o polinémio de segundo grau por meio da Geometria
Analitica. A conexdo entre eles serd realizada por uma especifica curva parametrizada, cujo traco
coincide com a parabola.

2.1. Conexao entre polindmios e geometria analitica

Defini¢ao 1. Sejam I =]a,b[c R e x,y,z : I - R funcdes. A funcio y : I » R3 definida por
y(t) = (x(t),y(t),z(t)) é chamada de curva parametrizada.

Defini¢ao 2. O conjunto € = y(t), t € I, é chamado de traco da curva y e é representado no
sistema de coordenadas cartesianas Oxyz, conforme a Figura 1.

Definigao 3. Se uma das fungoes reais, x, y ou z, for constante, a curva parametrizada y é chamada
de curva plana vinculada ao plano T1,TI c R3.

7(a)
(0]
Y
T
Figura 1: Trago € da curva parametrizada no sistema Oxyz.
R
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Definigdo 4. Sejam os coeficientes ag,a;,a, € R,a, # 0. A funcdo p : I - R definida por
p(t) =ag+a;t+ a2t2 é chamada de polinémio de segundo grau. O gréfico do polinémio de segundo
grau p(t) coincide com a pardbola. Quando existe tg € I | p(tg) = 0, ty é chamado de raiz do
polinémio de sequndo grau p(t). Dizemos que tg é uma solugcdo analitica da equacio de sequndo
grau p(t) = 0 quando podemos representar ty em funcao dos coeficientes ag,a; e a,.

Defini¢ao 5. No sistema Oxyz, sendo O = (0,0,0) € R3, chamaremos de vetor dos coeficientes ao
vetor OC = (ag,a;,a,) € R3, sendo ag,a; € a, os coeficientes do polinémio p(t) e chamaremos de
vetor varidvel ao vetor OR = (1,t,t%),t € R (Figura 2).

Figura 2: Representagdo do polinémio de segundo grau p(t) e os vetores OC L OR.

Esses vetores, 0OC e (-)—ﬁ, foram definidos dessa forma depois de observarmos que seu produto
escalar gera o polinémio p(t), ou seja, para t € R, temos:

p(t) = OC - OR. (1)

De fato: o
OC - OR = (ag,a1,a,) - (1,1, t2) = ag + a t + art? = p(t).

A equacdo (1) permite estudar a equagao de segundo grau por meio do contetido teérico da Geo-
metria Analitica. Assim, considerando a equagdo de segundo grau p(t) = 0, podemos escrever:

OC-OR =0. (2)

N
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Pela equagao (2), temos que OC e OR sao ortogonais [5], conforme mostrado na Figura 2. Seja a
curva parametrizada y : R - R3 definida por:

7(t) = OR = (1,t,t%),8t € R. (3)

Assim, x(t) = 1,y(t) = t e z(t) = t>. Como x(t) = 1, y € uma curva plana, vinculada ao plano IT
(Figura 2), sendo IT paralelo ao plano Oyz. Observamos que a conexdo entre polindmio de segundo
grau e a Geometria Analitica é realizada por meio da curva parametrizada plana y no plano II.

2.2. Enunciado de um problema: equagao de segundo grau e suas raizes

A partir da subsegdo 2.1, o proximo passo é tomarmos dois pontos pertencentes a curva plana
7. Para tanto, vamos considerar o seguinte desenvolvimento. Sejam os pontos D,E € II. Dali,
relativamente ao sistema de coordenadas Oxyz, temos os seguintes vetores: OD = (1,y,,z;) € R3
e OF = (1,y,5,2) € R3. Com isso, podemos determinar o vetor DE = OE-OD = 0,¥,=¥1,22-21),
conforme representado na Figura 3. O comprimento de DE ¢ dado por:

”—D_E” = \/02 + (o =y )? + (22— 21)% (4)

R3

O

Figura 3: Representacao do vetor DE c II.

Vamos supor que existam os parametros t{,t, € R,t; # t,, 0s quais sao raizes do polinémio de
segundo grau p(t), ou seja, p(t;) = 0 = p(t,) (Figura 4). Pela equagao (3), podemos representar:

OZ; = 7 (t)) = (1. t3). (5)
075 = 7(t2) = (1,1, 13). (6)

D)
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Dai, considerando a equagéo (2), temos as seguintes afirmagoes:

O—ZTJ_G(—j e (7)
0Z,10C, (8)

sendo OC o vetor dos coeficientes.

Figura 4: Pardmetros t,t,, que determinam, respectivamente, os vetores OZ;, OZ,.

A proposta deste trabalho é obter a solucdo analitica da equacdo de segundo grau por meio da
Geometria Analitica. Com o objetivo de estruturar este trabalho de tal forma que possamos deduzir
a féormula de Bhaskara, a partir do conteido tedrico desenvolvido na subsecao 2.1 e na presente
subsecdo, vamos enunciar a seguir um problema.

Problema 1. Sejam as equagdes (5) e (6) e as afirmagoes (7) e (8), determine analiticamente as
raizes reais da equagdo de segundo grau p(t)=0.

3. Desenvolvimento

A solugéo do Problema 1 pode ser obtida pela férmula de Bhaskara (solucdo analitica), a qual é
deduzida usualmente pela forma canénica do trindmio do segundo grau. Neste trabalho, deter-
minaremos a solugdo analitica a partir das equagoes (2), (3), (5) e (6) e as afirmagoes (7) e (8).
Para tanto, propomos um roteiro que mostrara, passo a passo, a construgdo de todos elementos
necessarios para deducgao da férmula de Bhaskara.

Resumidamente, o referido roteiro é constituido de nove itens, de (a) até (n). Do item (a) até (c),
as construgoes a serem realizadas tém suporte na Figura 5. Nos itens (d) e (e) determinamos os
N\
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comprimentos de PAe m e no item (g) obtemos o vetor TZ{, os quais dao suporte para o calculo
da érea do triangulo PMZ; nos Itens (h) e (i). No Item (f) construimos a reta s; e o ponto B,
com os quais podemos estabelecer a igualdade entre Hm” e ‘—' ,

(j) apresentamos a Proposigao 1, cujo resultado notavel estd associado a pardbola e é fundamental
para dedugdo da férmula de Bhaskara no Item (n). No Item (k ), obtemos as relagoes de Girard
a partir da da equacio g geral do plano, determinado pelos vetores OZI e OZ2, e a partir delas os
vetores OM OP e PM podem ser representados pelos coeficientes ag,a; e ay no Item (1). No Item
(m) calculamos o comprimento ”PMH Finalmente, no Item (n), as raizes t; e t, sdo deduzidas
analiticamente, com o suporte dos itens anteriores.

(a) O segmento Z;Z, e seu ponto médio, M;

Considerando a Figura 5 e as equagoes (5) e (6), construimos o segmento Z;Z,, sendo M o seu
ponto médio (Figura 6). Dai, OM = % . (OZ] + OZ2). Logo, o vetor OM é dado por:

— t7 +t3
OM = (Ly,.7) = (l’tl ;tz,%), (9)

Figura 5: Representacao dos pontos e retas envolvidos no desenvolvimento desta secao.

(b) A retar e o ponto P;
Sejaaretar,r c IT er || Oz, que passa por M € r, conforme Figura 5. Tomamos o ponto {P} =rny,

assim temos: )
— b+t [T+ 13
OP=<1,ym,y$n>=(1,lTZ,( = 2) ) (10)
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(c) A retase o ponto A;

Seja areta s, s C IT e s || Oy, onde Z; € s, conforme Figura 5. Tomamos o ponto {A} = s nr, logo
temos:

OA = (L,y,.t?) = (l,t’ ;tz,t%). (11)

(d) O comprimento do vetor PM;

No plano IT, consideramos o triangulo PMZ;, de base PM e altura Z; A, conforme Figura 6.

IT

Figura 6: O triangulo APMZ,, de base PM.

A partir das equagoes (9) e (10), podemos determinar o seguinte:

2 2 2
PM = OM - OP = (o,o,tl”z(tl ”2> )ﬁ

2 2
PM = (0,0,(%)2). (12)
Logo, usando a equagdo (4), temos:
IPr] = (f152)” 13

(e) O comprimento do vetor Z;A;
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A partir das equagoe (5) e (11), podemos determinar o seguinte:

m’=O—AA>*OZI = (0, tl +t2 *tl,O) =
Z\A = (o, t2;tl,o). (14)

Logo, usando a equacgao (4), temos o comprimento do vetor m:

= _ |[t1 —t2

[ZA] - |252|. (15)
Como t; # t,, temos que ”ZIA” #0.
(f) A reta s; e o ponto B;

Seja a reta sy, s; € IT e sy | Oy, com Z, € sy, conforme as figuras 5 e 6. Tomamos o ponto
{B} = sy nr. Como sy || s, os tridngulos AZ;AM e AZ,BM sdo congruentes, logo, conforme a
Figura 7:

[214] = [BZ] (16)

Figura 7: Os tridngulos congruentes AZ;AM e AZ,BM.

(g) Determinando o vetor PZy;

545 " sBm
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Tomando as equagoes (5) e (10), calculamos:

2
PZ, =07, - 0P = (O,tltl ;tz,t%f(t‘ ;tz) )@

55 _ tlftz 4t%*(t1+t2)2
PZ, = (O, 7 7} . (17)
(h) A area do tridngulo PMZ; por meio da Geometria Analitica;
Considerando as equagoes (12) e (17) aplicadas no produto vetorial:
i j k
ey B2 447 — (t) +t5)?
PZ, xPM = D) 4 =
t—t )2
0 0 ( 5
4 \3
Pz, x PM = ((%) ,0,0> .
Dai, tomando a equagdo (4), a drea do tridngulo PMZ; (Figura 6) é dada por:
» 1 = = 1 |t t2)\>
Areay = 5 - [PZ; % PM| = 5 - ’(T) N
” Lt (it L |t =6\ [ttt
AreaA‘i"( 22) (252) =2 () P (18)
Considerando que 8a € R, temos que |a2| = |a|2, logo a equacao (18) pode ser escrita como:
) Lttt
Areap = E‘T| ’T ’
e nessa expressao substituimos a equagdo (15) para obtermos:
. 1 =2 =
Areay = 1 [ZAL - |78 (19)
(i) A &rea do tridngulo PMZ; por meio da Geometria Plana;
Pela Figura 6, a area de PMZ; é dada por:
) - al PM| - [Z, A
Areap = base - altura _ H " ” 1 H (20)

2 2

(j) A relagdo entre os comprimentos HWH e ”—Z_IKL
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Proposi¢ao 1. Sejam W, ﬁ)’, _(.)—A.),O—Zl), entdo: HWH = HZTA”Z

Demonstragio. Igualando as equagoes (19) e (20), temos:

2
[PAM] - [Z A = 21 A |2, A]

Como H—Zl—A” # 0, temos que:

- — 2
[PM] = [z, Al
O
A partir da Proposicdo 1, obtemos:
7] = [P (21)

(k) As relagdes de Girard,;

Como t; # t, e considerando as afirmacoes (7) e (8), temos que os vetores correspondentes a y (t1)
e 7 (t5) sdo linearmente independentes, logo ¥ (t;) e ¥ (t,) geram um plano Q ¢ R3 (Figura 8). A
equagao geral do plano Q, gerada por y(t1) e ¥ (t5), é obtida por:

X yV z
1t t3],8% = (%,7,7) € Q.
1 t, t3

Ri&

v(t1) v

v(t2)

Figura 8: O plano Q gerado pelos vetores y (t;) e y (t5).

Dai:
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(t1t3 — tt)X + (t7 —t3)§ + (t, —t,)Z = 0.

(22)
Além disso, 8V = (%,7,2) € Q, tem-se que C/lm, conforme a Figura 8, logo:
OC-v=0=agk+a;y+ay2=0. (23)
Igualando as equagdes (22) e (23), temos:
(6183 —tTt, —ag)X + (tT —t3 —a)F + (ta —t; —ay)Z = 0.
E pela igualdade entre polinémios, temos:
t1t3 ity —ag =0 [tyta(ty—ty) =2y
2 2 t1t2a2 = qq
tlftz—al =0= (tlftz)(t1+t2) =a; =
*az(tl + tz) =aj.
ty—t) —ay =0 l(ta—ty) = ap
Assim, temos as relacoes de Girard:
)
tity = —, (24)
tl + tz =1 (25)
2
A partir da equacido (9) e considerando a equagdo (25), temos:
_ tl + t2 _ aq
Ym =T T 2ay (26)

(1) Os vetores OP e OM em funciio dos coeficientes ag,a; € a,;

Considerando as equagoes (10) e (23), podemos escrever o vetor OP como segue:
2
op - (1 21 21
o (1 2.5 -

2 2
(67 +63)" =t + 261ty + t3 = t7 + t3 = (¢ +t3)" —2t;t,.

Desenvolvendo:

E nessa expressao substituimos as equagdes (24) e (25) e obtemos:

a2 —2a,a
1—220. (28)
a3

Considerando as equagdes (9), (24) e (28), podemos escrever o vetor OM como:

t3+ 13 =

2
-, a; a7 —2a,a
OM = (1,y,,, %) = ( ilT;O) (29)
2
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(m) De volta ao vetor PM;

A partir das equagodes (27) e (29), podemos reescrever o vetor PM da seguinte forma:

., 24
PM = (0, 0, M) . (30)
das
E o comprimento do vetor PM é:
— a? —4aya 2 a2 - dayn,
PM]| = [ = = 1= 31
P = () =g @

A equagdo (31) garante que sempre teremos ”PMH > 0, j4 que, consideramos na Subsecdo 2.2 a
existéncia das raizes t,t, € R,t; # t,, da equagao de segundo grau p(t) = 0. Para podermos
estender a andlise sobre a existéncia, ou ndo, dessas raizes, a equagdo (31) passa a ser escrita como:

2
a7 —4aray

o - 1%

(32)

(n) Determinando analiticamente as raizes t; e t,;

A Figura 9 foi construida a partir das figuras 5 e 7, e nela estao representados os pontos t; e t,,
tl + tz

bem como y, = 3

|74 &
: y y
i A 4
i1 0 Ym to Y

Figura 9: As raizes t; e t,, relativas ao eixo Oy

Considerando a Figura 9, temos que:
b= v B8] © t2 = v, + [P
Mas, pela equacio (16), Z,A = BZ,, entdo:
b1 = v (7] ¢t =3, + [Z1A]
Dai, utilizando a equagdo (21), ficamos com:

1 = ¥~ |[PM] € 2 = v,y + |[PM]:
54 s
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Substituindo as equagdes (26) e (32), temos:

__ 81 43,23,0 - 4&2&0
232 4a2 4a2

Dessa forma, obtemos a solugdo analitica (férmula de Bhaskara) da equagéo de segundo grau, ou
seja, as respectivas raizes:

~ap — |a? —4dasa —ay + a7 —4asa
2&2 ’

t: t:
1 a %]

4. Conclusao

Buscamos ao longo do artigo determinar analiticamente as raizes de um polindémio de segundo grau
por meio de nogoes elementares de Geometria Analitica. Mostramos que a solugdo buscada pode
ser deduzida da intersecdo no espaco tridimensional entre: uma curva parametrizada especifica,
que corresponde & parabola; um plano cujos coeficientes sdo os mesmos do polinémio em questao.
Para determinar os pontos dessa intersecao, consideramos inicialmente que o vetor normal ao plano
é necessariamente ortogonal aos vetores correspondentes aos pontos de intersecdo. Para conhecer
as coordenadas desses pontos, valemo-nos da distancia de cada um até seu ponto médio e da
descri¢ao do ponto médio em funcéo dos coeficientes do plano. Ao longo do roteiro, demonstramos
as relagoes de Girard para o polindomio de segundo grau e, ao fim dele, determinamos suas raizes.
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