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Um método de contagem na soma dos termos de uma
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Resumo

Apresentamos neste trabalho uma técnica de contagem como solucgao alternativa de trés problemas
muito discutidos em aulas de mateméatica. Exploramos o relacionamento entre os problemas da
determinacao da soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética, o da determinagao
do nimero de diagonais de um poligono convexo de n lados e o do calculo de uma probabilidade
em um espago amostral finito. Sdo aplicagoes relevantes para motivar os métodos de contagem no
Ensino Médio.

Palavras-chave: Métodos de Contagem; Progressoes Aritméticas; Probabilidade Aplicada.

Abstract

In this work, we present a counting technique to solve three problems frequently discussed in
mathematics classes. We explored the relationship between the problems of determining the sum
of the first n terms of an arithmetic progression, how to determine the number of diagonals in a
convex polygon with n sides and that of calculating a probability in a finite sample space. They
are relevant applications to motivate counting methods in high school.

Keywords: Counting Methods; Artimetic Progressions; Applied Probability.

1. Introdugao

Técnicas de contagem comumente apresentadas no Ensino Médio, em determinados problemas
de Probabilidade e outras areas, ndo podem ser empregadas diretamente. Resta entdao voltar a
poderosa ferramenta, os Principios Bésicos de Contagem. Outras técnicas relacionadas a esses
principios sdo de extrema importancia. Elas permitem solu¢des mais simples de varios problemas.
Por exemplo, em probabilidade sob espagos amostrais finitos.

Neste trabalho, motivamos o uso das técnicas de contagem [2, 4, 5, 7, 8] na determinacdo da soma
S, dos n primeiros termos de uma progressao aritmética (PA). Além disso, mostramos o relaciona-
mento desse problema com a determinagao do nimero de diagonais de um poligono convexo de n
lados e o do calculo de uma probabilidade em um espago amostral finito. Sobre progressées, uma
apresentagdo mais detalhada pode ser vista em [3, 4].
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2. Soma dos Termos de uma Progressao Aritmética (S,)

Para o desenvolvimento desta Segéo e o restante deste trabalho, consideraremos a seguinte defini¢ao
de uma progressao aritmética (PA).
Definigdo 1. Uma progressao aritmética (PA) é uma sequéncia numérica (aj,a,,as,...), na qual
cada termo a partir do sequndo é a soma do termo antecessor com uma constante r denominada
razdo. O n-ésimo termo a,, também denominado, termo geral, frequentemente € escrito na forma:
a,=a;+(n—-1)r,ne N.
(ag +ay)n

2

Exemplo 1. Mostrar que a soma dos n primeiros termos de uma PA é S, =

Formalmente, apresentamos duas provas.

Prova: (1) Temos que
S,=a;+ay+az+--+a,

ou, equivalentemente,
Sp,=a,+a, 1 +a, o+ +ag

A soma dessas duas ultimas igualdades pode ser escrita na forma,

2S, = (a; +a,) +(ay +a, 1) + (a3 +ay, o)+ + (a, +ap)

(a;+ay)+(a+r+a,-1)+(a;+2r+a, —2r) + -+ (a, +a;)

(ag +ay) +(ag+ay) +(ag +ay) +--+(a; +a,):
n vezes

Logo,

(al + an)n.

S, = 3

Esta é a demonstragdo mais divulgada nos livros didaticos para soma dos n primeiros termos de
uma PA. Duas outras demonstracées, com menos popularidade, podem ser obtidas. Uma por
inducdo matemética, e a outra pelo Teorema de Chu apresentado em [6].

A seguir, usamos argumentos de analise combinatoria para construir uma demonstracio alterna-
tiva para a soma S, dos n primeiros termos de uma PA.

Prova: (2) (Continuagdo do Exemplo 1). Note que,
Shn=a;+ (@ +1)+(a; +2r) + -+ [a; + (n— Dr]. (1)

Entao,
Sp,=am+[1+2+3+--+(n—1)]r. (2)

A soma 1+2+3+-+ (n—1) na equagdo (2) pode ser representada como o niimero N de elementos
acima ou abaixo da diagonal principal de uma matriz quadrada (A, ,,)-

ary a2 413 ot aqq
azp Ay a3 v Ay
Anun = @ij)nwn = | a31 a3 azz v azy,
apnp  ap2  aAp3 7t App

N
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Para determinar N, temos na primeira linha da matriz A,,,, (n—1) elementos, na segunda linha
n — 2 elementos, e, assim, sucessivamente até a linha n —1 com 1 elemento. Isso significa que
N=1+2+3+--+(n—1). Basta observar que

2N +n =n2,
de onde extraimos
_n(n-1)
N= 25 (3)
De acordo com a equagdo (2),
S, =an+ n(n—il)r. (4)
2
. nm-1) (n) . . .
Observe que o nimero N = —5 =\, )ca quantidade de subconjuntos com dois elementos do

conjunto de indices {1, 2, ...,n} suficientes para descrever os elementos acima ou abaixo da diagonal
principal da matriz A,,,. Entdo, S, pode ser escrita na forma

S, = (T)al + (;) (5)

~ . . . n , . .
Na equacdo (5) o coeficiente binomial ) corresponde ao numero de subconjuntos com dois
elementos do conjunto de indices {1,2,...,n} associados aos termos da matriz A, . Além disso,
d la, = Dr, pod =% p d a0 (5
o termo geral a, = a; + (n—1)r, podemos escrever, r = - ortanto, segue da equagdo (5)
que
(a; +ay)n

Para fazer uma apresentacdo em sala de aula, podemos assumir todos os elementos da matriz
. . N s s so. n-1.

A, xn iguais a 1, destacando a correspondéncia do i-¢ésimo termo da série »},"; i com a soma dos

elementos da i—ésima linha abaixo da diagonal principal da matriz A, ,,,i=1,2,...,n—1.

arp  ap a3 o Ay r1t 1 -1
ay| Az a3 v Ay L1 1 1
Apn =| az1 azp azz - oaz, |=| 1 1 1 1
an] Qp2 a3zt Anpp 11 - 1

3. Exemplos Relacionados

Nesta Secio, usamos o método de contagem para determinar N da equagdo (3) na solucdo de dois
problemas muito exigidos no Ensino Médio. O primeiro, a determinacao do niimero de diagonais
de um poligono convexo de n lados. O segundo esté associado a probalilidade em espagos amostrais
finitos.

N
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n(n73)'

Exemplo 2. Mostrar que o nimero de diagonais de um poligono convexo de n lados é 5

Um segmento de reta tragado no interior de um poligono convexo ligando dois vértices é chamado
de diagonal. A Figura 1, construida por meio do GeoGebra [1], apresenta a superposigdo de trés
poligonos regulares: um quadrado, um hexagono e um hoctégono. Eles foram escolhidos com o
propésito de associar o nimero de seus lados a uma progressao aritmética. As 20 diagonais do
octégono também estdo representadas.

Figura 1: Quadrado, hexdgono, hoctégono e diagonais.

Os n vértices de um poligono de n lados podem ser nomeados usando os n elementos do conjunto
Q = {1,2,...,n}. Por conseguinte, as d,, diagonais, podem ser nomeadas usando os n? elementos
do conjunto Q x Q. Agora, basta notar que d,, pode ser obtido pela correspondéncia 1 a 1 entre
djj, i<j=1,2,...,n com os elementos acima da diagonal principal da matriz A,,. Ao fazer isso,
estamos incluindo o nimero n de lados do poligono. Dai, o nimero de diagonais d,, é dado por

n'

n :
o = (2)“ “wooynt ¢

Logo,

n(n-73)

—s

Exemplo 3. Considere uma urna com n bolas idénticas numeradas de 1 a n, n = 2. Suponha que
duas bolas sejam retiradas aleatoriamente. Determine a probabilidade de se obter dois miumeros
consecutivos quando o processo de retiradas das bolas for:

d, =

N
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(a) Sem reposigao.

Seja, A = {dois nimeros consecutivos}. Se o processo de retiradas das bolas é sem reposicao,

A ={(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),...,(n—1,n)}.

-1
O ntmero de elementos do espago amostral é % pela equacdo (3) e #A =n—1.
Entao,
n—1 2
P(A) = nn-1) “n
2

(b) Com reposi¢do.

O espaco amostral pode ser escrito na forma Q = Q x Q,. Sendo que Q; = Q, ={1,2,---,n}.
Note que,

A ={(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),...,(n—1,n)} U {(2,1),(3,2), (4,3),(5,4),...,(n,n—1)}.

Portanto,
’ _#A_Z(nfl)_27£
P(A)_#Q_ n2 1 n2
Podemos observar que
P(A)

im —— =
n--+oo P (A)

Estatisticamente, isso significa que, para n suficientemente grande, a extracdo de duas bolas da

urna com ou sem reposicao sao procedimentos equivalentes.

Para enfatizar o relacionamento do Exemplo 3 (a) com o Exemplo 2, suponha que se possa caminhar
em um poligono regular de n lados, apenas sobre os lados ou diagonais. Podemos assumir que o
par (n,1) é formado por dois nimeros consecutivos para concluir que a probabilidade, p,, de se

estar caminhando sobre os lados é )
n

P TN AT
2

Neste artigo, aplicamos um método de contagem para determinar a soma dos n termos de uma pro-
gressdo aritmética. A Andlise Combinatéria é vista por muitos alunos como um assunto complicado
e mecanizado. Isso pode estar relacionado a falsa ideia de repassar ao estudante que problemas de
contagem sdo meras aplicagdes de formulas. A falta de contextualizacdo e de estratégias alterna-
tivas de resolucao dos problemas produzem esse cenario.

4. Consideragoes Finais

Podemos observar que, apds os principios basicos de contagem estarem bem fundamentados, téc-
nicas mais sofisticadas podem ser introduzidas.

Sem duvida, os problemas de combinatdria geralmente cobrados em vestibulares para acesso ao
Ensino Superior e em olimpiadas de matematica de A&mbito nacional sdo assuntos que nao devem ser
desprezados. Acreditamos que os exemplos de aplicacbes apresentados sdo relevantes para motivar
o ensino de métodos de contagem em salas de aula.
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