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Torres de Hanoi de 3 e 4 pinos:
abordagens para o Ensino Basico
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Resumo

Este trabalho mostra como explorar diversos conceitos matematicos usando o jogo cléssico Torres
de Handi com 3 pinos, e também como encontrar a solugao para uma de suas variantes com 4 pinos.
Para o caso classico de 3 pinos, investigamos uma férmula matematica que expressa a quantidade
minima de jogadas necessarias para vencer o jogo em funcao da quantidade de discos usando recor-
réncias/recursividade, modelagem matematica e progressoes geométricas. Apresentamos também
férmulas para o nimero de vezes que um disco ocupa cada um dos pinos durante a solugao ideal
do quebra-cabega, ou seja, a que utiliza a menor quantidade de jogadas possiveis. Para a variante
do jogo com 4 pinos, conhecida como quebra-cabeca de Reve, encontraremos uma férmula fechada
que expressa a quantidade minima de jogadas para vencer o jogo em funcdo do nimero de discos.

Palavras-chave: Torre de Handi com 3 pinos; Torre de Handi com 4 pinos; Recorréncia; Quantidade
Minima de Movimentos; Modelagem Matemaética.

Abstract

In this work we show how to explore mathematical concepts using the classical puzzle Tower of
Handi with 3 pegs, and how to find the solution for one of the variations with 4 pegs. For the
classical case with 3 pegs, we investigated a mathematical formula that express the minimum
amount of moves required to win the game based on the number of disks, we use recurrences,
mathematical modeling and geometric progressions. We also present formulas for the number of
times a disc occupies each one of the pegs during the ideal puzzle solution, that is, the one that
uses the least amount of moves possible. For the variation with 4 pegs, known Reve’s puzzle, we
find a closed formulae that express the minimum quantity of moves to win the game.

Keywords: Tower of Handi with 3 pegs; Tower of Handi with 4 pegs; Recurrences; Minimum
Amount of Moves; Mathematical Modeling.

1. Introdugao

O quebra cabeca as Torres de Handi ficou famoso por meio do matematico francés Edouard Lucas
no ano de 1893, na obra Récréations Mathématiques, volume III, [6]. Lucas conheceu-o através do
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amigo e professor N. Claus (do Sido), que fora apresentado ao quebra-cabega em uma das suas
viagens ao Vietna, especificamente na regido de Tonkin.

Figura 1: Edouard Lucas.

Lucas estimou o tempo necessario para resolver o jogo considerando um movimento por segundo.
Com 64 discos, seriam necessarios 18.446.744.073.709.551.615 movimentos, o que equivale a bilhoes
de séculos para resolver sem pausas. Além disso, Lucas comparou a solu¢do matemaéatica com um
quebra-cabeca muito famoso da China, o Baguenaudier, que é um quebra-cabeca de desemaranha-
mento de anéis.

Logo apds a descoberta do jogo, surgiram outras variagoes de desafios no inicio do século XX,
sendo a mais famosa as Torres de Handi com 4 pinos citada na obra The Canterbury Puzzle do
especialista em quebra-cabegas e mateméatico Henry Ernest Dudeney, [2]. 87

H&4 muitas curiosidades envolvidas nesse jogo, por exemplo: a semelhanca entre o Triangulo de
Sierpinsk e um grafo representando os possiveis movimentos dos discos da Torre, ver em [9]. Para
o0 caso classico, em uma solucao para o jogo utilizando a menor quantidade de movimentos possivel,
suponha que essa seja interrompida em uma jogada i,; em [3] ou [8] é descrita a configuragio da
torre nesse instante, isto é, em qual pino cada um dos discos estara. Mais curiosidades e detalhes
sobre o assunto no livro [4].

O quebra-cabega Torres de Handi é composto por uma base e trés pinos; chamaremos esses de A,
B e C. No pino A ha discos empilhados com diferentes tamanhos, em sequéncia do maior para o
menor, como mostra a figura a seguir:

N
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Figura 2: Torre de Handi com 3 pinos.

O objetivo do jogo é transferir a pilha de discos do pino inicial A para o pino C, usando as regras
a seguir:

o Apenas um disco pode ser movido por vez.
e Nenhum disco pode ficar em cima de um de raio menor.

e Apenas o disco do topo pode ser movido.

Nesse artigo, exploramos as ferramentas matematicas no estudo da quantidade minima de mo-
vimentos necessarios para vencer o quebra-cabeca com n discos nos dois casos, com 3 e 4 pinos,
e também quantas vezes cada disco se mover-se-a4 para os pinos A, B e C, caso cldssico com 3
pinos. Consideramos as sequéncias numéricas {a,}, onde a, é a quantidade minima de movimentos
necessarios para transferir os n discos de um pino A para C quando possuirmos 3 pinos e {b,},
para 4 pinos. Estamos a procura de uma expressio para a, € by,.

2. Torre com 3 pinos

2.1. Recursao

Suponha que temos os n discos empilhados no pino A em forma de cone e desejamos transferi-los
para o pino C. Observe que o ultimo disco, ou seja, o maior de todos, serd movido apés retirarmos
os n — 1 discos que estao em cima dele, para isso usaremos a,_; movimentos e os colocaremos no
pino B. Entdo, transferimos o maior disco para o pino C usando 1 movimento, e para finalizar
realocamos os n— 1 discos no pino B para o pino C, usando mais a,,_; movimentos e concluimos o
jogo. Para isso, efetuamos a, ; + 1 + a, | movimentos no total, ou seja,

a,=2a, 1 +lea; =1, (1)

pois com 1 disco temos apenas 1 movimento, que seria retird-lo do pino A e coloca-lo do pino C.
Acabamos de obter uma forma recursiva para a sequéncia (a,) .

N
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Figura 3: Solugdo com n discos.

Para uma torre com 1 disco é necessario 1 movimento apenas, daf a; = 1 :

=

Figura 4: Solugdo com 1 disco.

Para uma torre com 2 discos sdo necessarios 3 movimentos:

SAIEINE

A B c | [_A B [ B c ] A B [9

Figura 5: Solugdo com 3 discos.

Logo, a, =2a; +1=2.1+1 = 3. Com 3 discos, substituimos a3 =2a, +1=23+1=7:

570 " sBm

‘SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEM) TIcA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Ferreira, Oliveira e Neto

Lll=li =11
did=1tl=111

—~ a

=>

Figura 6: Solucao com 3 discos.

Intuitivamente, percebemos que o maior disco move-se 1 vez, o segundo maior 2 vezes, o disco
seguinte 4 vezes, ou seja, cada disco tem o dobro de movimentos do seu antecessor. Sendo assim,
podemos escrever:

ap =21 +202 4 4241,

que é a soma de uma Progressio Geométrica com n termos, primeiro termo 2°~! e razao 271.

Assim,
_avl-2m

=~ =a,=2"-1 (2)

para todo n natural, obtemos uma expressao fechada para a,,.

2.2. Indugao Matematica

Note que essa argumentagao foi apenas intuitiva. Uma prova formal para esse fato pode ser
obtida usando Indugdo Matematica, que é uma ferramenta poderosissima em demonstragdes de
proposic¢des no conjunto dos ntimeros naturais. Em resumo, seja uma proposicdo ou propriedade
que desejamos mostrar ser satisfeita para todos os niimeros naturais. Tal proposicao é verdadeira
para n = 1 . Se, por hipdtese, a proposicio for satisfeita para um certo n, e isso implicar em ser
satisfeita para n + 1, entdo a proposicao é valida para todo n natural.

Queremos provar que a, = 2" — 1 para todo n natural. Para n=1, temos a; = 1 = 2! - 1; logo, a

proposicao é verdadeira para n=1. Suponha, por hipétese de inducdo, que a, = 2" — 1 para algum

N
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natural n. Agora, suponha que temos n + 1 discos, e queremos saber quanto vale a,,;. Vimos na
féormula recursiva que a,,; = 2a, + 1, e, entdo,

ane =2a, +1 =220 1) +1 =271,

Logo, se supusermos a proposi¢do valida para n , entdo ela vale para n + 1 . Desse modo, por
Inducao Matematica, ela é valida para todo n natural.

2.3. Modelagem Matematica

Uma outra maneira de encontrar o termo geral de e a0 mesmo tempo abordar o assunto fungoes
é usar modelagem matematica, ou seja, estudar o comportamento da sequéncia e encontrar uma
funcao elementar que a descreva. De modo geral, toda sequéncia numérica (a,) é uma fun¢do com
dominio nos naturais e imagem nos reais. Procuramos f : R - R dentre as fungoes estudadas
no ensino basico (polinomial, trigonométrica, logaritmica e exponencial), uma que coincida com
a sequéncia, isto é, a, = f(n). Para facilitar, a partir de agora chamamos a, de f(n). Considere
a tabela abaixo, que representa as quantidades minimas de movimentos necessarios para vencer o
jogo de acordo com a quantidade de discos:

’ Numero de discos \ Quant. movimentos

1
3
7
15
31
63
127

| O O =~ | W N[ —

Tabela 1: Nuimero minimo de jogadas em func¢do do nimero de discos.

A partir dela, tragamos o grafico de pontos cujo eixo das abscissas corresponde ao niimero de discos
e o eixo das ordenadas a quantidade minima de movimentos.
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Figura 7: Gréfico ajustado.

Observando o grafico, desconfiamos que seja uma polinomial ou fungdo com crescimento exponen-
cial. Primeiramente, observe, intuitivamente, que é crescente e injetiva pois quanto mais discos o
jogo possui, maior a quantidade de movimentos necessaria para vencer o jogo. Mostraremos agora

que f nao é do tipo polinomial.
Proposi¢ao 1. A fungdo f(n), nimero minimo de movimentos em func¢io do nimero de discos n,

nao € polinomial.

k A
Demonstragdo. Suponha por contradigdo que f(n) = » bynP é um polinémio de grau k, com

p=0
by # 0. Entao:

k
fm+1) =) by(m+1)P. (3)
p=0

N
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Subtraindo de (3) f(n), obtemos:

k k
fn+1)-fm) = Y b,m+1)P-> bnP
p=0 p=0
= ) b, ((m+1)P-nP)
p=0

k-1
= b (@+ HE-n¥)+ Y by ((n+ 1P -nP)
p=0

k < k-1 k—-1-p k < P P
= by(n +Z D n -n +pr((n+1) —nP)

p=0 p=0

el e - k-1
by Z( b )n P +Z‘bbp((n+l)p7np),
=

p=0

que é um polindémio de grau k — 1. Por recorréncia, vimos que f(n) = 2 - f(n—1) + 1; logo,
fm+1) =2 -f(n) + 1. Assim, f(n+ 1) —f(n) = f(n) + 1. Se f fosse uma polinomial de grau k, entao
o grau de f(n + 1) —f(n) teria o mesmo grau de f(n) + 1, que é k. O que ndo ocorre em polinémios.
Logo, f nao é uma funcao polinomial.

O

Uma outra demonstracdo da Proposi¢do 1 é por meio de derivadas de ordem superior. Vejamos a
seguir.

K
Demonstragdo. Seja f(n) = 3, b,nP um polinémio de grau k, com by # 0.
p=0
Sabendo que f(n) =2 -f(n—1) + 1 e derivando k vezes f, obtemos:

f9m) = k! by

Assim, temos:

m = 2. f9m-1)
=>bk = 2bk

Essa igualdade sé é verdadeira se by, = 0, o que contraria a nossa hipotese. Portanto, fun¢ao f nao
pode ser um polindémio. O

Proposicao 2. A funcdo f(n), numero minimo de movimentos em funcio do nimero n discos, nao
é logaritmica.

Demonstragdo. Seja f(n) = log, (bn +c) +d, 8a,b,c,d € R, onde a # 1 e a > 0.
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Utilizando a relagdo da recorréncia (1), temos:

fn+1) = 2-f(n)+1

=log, (b(n+1)+c)+d = 2-(log,(bn+c)+d)+1
= log, (bm+1)+c)+d = 2-log, (bn+c)+2d+1
= log, b(m+1)+c) = log, (bn+c)?+d+1
= log, (b(n+1) +¢)~log, (bn+c¢)? = d+1
(b(n+1) + c)
I - = d+1
= oga( (bn + ¢)?2 *
bn+1)+c
d+1 _
-a " (bn+c)?
sad*!l. (bn+c)2 = bm+1)+c
= ad*1h?n2 + 2ad*ben + c2ad*! = bn+b+c.

Igualando os coeficientes de mesma poténcia temos:

adtlp? = 0, (4)
2a8*be = b e (5)
c2ad*l = b+e. (6)

De (4), temos que a = 0 ou b = 0. N&o é possivel a = 0, pois contraria a definicdo de logaritmo;
logo, b = 0. Assim, f(n) = log, (c) + d é constante, mas f ndo é constante, logo, ndo pode ser desse
tipo. O

Continuando a nossa andlise, vamos verificar se f é exponencial. Analisando o comportamento
das derivadas de ordem superior da funcdo polinomial £k (n) =2- f(k)(n —1), vemos que a fungdo
relacionada ao jogo é uma fungdo de crescimento exponencial. Logo, a fun¢ao f(n) = k-a™ + b, tal
que k, b e a € R constantes, com a # 1, é a funcao candidata que procuramos.

Proposi¢ao 3. A funcio f(n), nimero minimo de movimentos em fung¢io do niumero n de discos
~ 7z . . 7’ ~ X . . .
nao é exponencial, isto €, nao tem a forma f(x) =b",0 <b # 1, e sim de crescimento exponencial.

Demonstragao. De acordo com [5], as fungdes exponenciais tém, exclusivamente, as seguintes pro-
priedades:
L f(x) - f(y) = f(x+y)
2. f(x) = b", 8x € R, onde f(1) = b
3. f(nx) = f(x)»
4.x<y=f(x)<f(y),b>1
x<y=f(y) <f(x),0<b<1

Sabemos que para vencer o jogo com 1 disco é necessirio apenas 1 movimento, ou seja, f(1) = 1.
Com 2 discos, sdo necessarios 3 movimentos entao, f(2) = 3. Com 3 discos, sdo necessarios 7
movimentos, ou seja, f(3) = 7.

Observando as caracteristicas da defini¢do de fungdo exponencial, vemos que obedece apenas uma
das propriedades:
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1. f(1) - f(2) = 1-3 = f(1 +2) = 7 (falso)

2. f(x) = b*, 8x € N, onde f(1) = b = 1 (falso)
3. f(2-1) = f(1)? (falso)

4. 1<2= (1) <£2), b>1 (verdadeiro)

O que mostra claramente que a funcdo nao é do tipo f(n) = b". Resta-nos analisar a funcdo da
familia da exponencial mais geral, a do tipo f(n) =k-b" +¢c,a>0,b # 1,k # 0,b,c,k € R.

Pela relagao da recorréncia (1) sabemos que f(n) =2 - f(n—1) + 1, daf obtemos:

fn) = 2-fn—-1)+1
sk-a"+b = 2-(k-a®™l+b)+1
>k-a"+b = 2.k-a®'+2.b+1
s>k-a® = 2.k-al +b+1
sk-a-a®! = 2.k-a®l+b+1. (7)

Da equacao (7), vamos igualar os coeficiente dos dois lados. Temos que 2-k =k-a=a =2e
b+1=0= b =-1. Portanto, a fungdo f(n) = k- 2" —1 é a procurada. Resta saber o valor de k.
Como f(1) = 1, entdo f(1) = k-2' —1 = 1. Logo, 2k = 2, implicando k = 1. Assim, a funcdo que
procuramos é

f(n) = 27— 1. (8)

O

2.4. Progressao Geométrica

Para finalizar essa se¢do, encontraremos uma expressao para f(n) usando progressoes geométricas
e a quantidade total de movimento de cada disco na solugao do jogo.

Suponha uma torre com n discos. Se observarmos o movimento de cada disco no jogo, vemos
que o maior disco move-se uma unica vez. O disco n — 1 move-se duas vezes: uma vez para ir
ao pino B, logo a seguir n —2 discos serao colocados em cima dele, o maior disco fard seu tnico
movimento para o pino C, a seguir os n — 1 discos retornam ao pino A, e o disco n— 1 fard seu
segundo movimento para o pino C, totalizando dois movimentos. O disco n —2 fard o dobro de
movimentos do disco n—1, totalizando 4 movimentos. E assim sucessivamente. Considere a tabela
a seguir onde a primeira coluna é a quantidade total de discos e a segunda descreve a soma dos
movimentos de cada disco, do maior (sempre 1) até o menor.
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’ N¢ discos \ Quant. movimentos ‘

1 1

2 1+2

3 1+2+4

4 1+2+4+8
5 1+2+4+8+16

Tabela 2: Numero minimo de jogadas para 5 discos em func¢do da soma dos movimentos de cada
disco

A tabela anterior mostra que a quantidade de movimentos de cada disco é o dobro do anterior, em
especial poténcias de base 2, sendo que o maior disco tem apenas 1 movimento.

’ N¢ discos \ Quant. movimentos ‘

1 20

2 21 420

3 22 427420

4 23 +22 421420
5 24423 422427420

Tabela 3: Numero minimo de jogadas para 5 discos em fun¢do da soma dos movimentos de cada
disco

Pra reforgar esse padrao, vamos utilizar novamente a Proposi¢ao , mostrando a quantidade minima
de movimentos para 6 discos:

an = 2~an,1+1

25 424423422421 420 = 2.(204 21 £ 22423 424) 41
6 discos 5 discos

As tabelas anteriores mostram essa propriedade de uma maneira empirica. Vamos ver uma prova
formal para um disco k. Intuimos que, para uma Torre de Handi com n discos, a quantidade
minima de movimentos de um disco k serd 27K,

Teorema 1. A quantidade de movimentos de um disco k em fungdo de n discos no total é dada por
dy=2"% 1<k<n.

Demonstragio. Seja k fixado tal que k < n. Paran = 1, entdo k = 1 e dy; = 2171 = 20 = 1
que é verdadeiro, pois com 1 disco s6 ocorre 1 movimento. Suponha por hipétese que d,, j = o0k
para algum k < n. Provaremos que dp, |y = 20+1-k para todo k < n + 1. Se k < n, entdo, para
movermos a torre com n+ 1 discos do pino A para o pino C, primeiro movemos a torre com n discos
de A para B; realizando d,, , movimentos com o disco k, por hipétese movemos o disco k + 1 para
o pino C, e depois movemos a torre com n discos de B para C, realizando mais 2" % movimentos
com o disco k. Totalizamos 2 - 27k = pn+l-k

Assim, dypp = 2" K se k <n. Sek =n+ 1, entdo, dyyq g = 200D =20 = 1 que é a
quantidade de movimentos do disco n + 1.
ran
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Figura 8: Solucao da Torre com 3 pinos.

Agora que ji sabemos que a quantidade de jogadas de cada disco é uma progressido geométrica de
razao 2, com o primeiro elemento valendo 1, podemos encontrar a férmula fechada da quantidade
minima de movimentos em funcdo de n.

Aplicando a férmula da soma S, de n termos de uma progressio geométrica, de dj, ; = 1 e razao
igual a 2, temos:

dp-2%-1) 1-2*-1)
S, = B =—7 =2"1

Logo, a, =S, =2"-1.

2.5. Numero de vezes que um disco k vai para os pinos A, B ou C
Nesta secao, iremos estudar, através de sequéncias e recorréncias, o nimero de vezes que cada disco
é movido para o pino inicial (A), o pino intermedidrio (B) e o pino final (C).

Sejam A, 1, B, i e C, i a quantidade minima de jogadas que um disco k vai para os pinos A, B e
C, e d, x a quantidade de movimentos que do disco k para um total de n discos.

Primeiramente, vamos observar o padrao com 1, 2, 3, 4 e 5 discos no total.

Discok | A | B | C | Total
Discol | 0 | 0 | 1 1

Tabela 4: Ntumero de vezes que um disco vai para os pinos

Como temos apenas 1 disco, entdo esse s6 ¢ movimentado uma vez para o pino C, ou seja, Ay ; =0,
By;=0eCy; = 1. Para 2 discos temos a Tabela 5.

Discok | A | B | C | Total
Disco2 | 0 | 0 | 1 1
Discol | 0 |1 |1 2

Tabela 5: Numero de vezes que os discos 1 e 2 ocupam os pinos

O maior sempre vai primeiramente para o pino final C, enquanto o disco menor vai para o pino B
e C, uma vez para cada. Usando a notacao, teremos:
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A2’2 = 0, B2’2 =0e 02’2 =1.
AZ,I = O?BZ,I =1le Cz’z =1.

Vejamos agora uma tabela para 3 discos no total:

Discok | A | B | C | Total
Disco3 | 0| 0 | 1 1
Disco2 | 0 | 1| 1 2
Discol | 1 | 1| 2 4

Tabela 6: Nimero de vezes que os discos 1, 2 e 3 ocupam os pinos

A3’3 = 0, B3’3 =0e C3’3 =1.
A3’2 = 0,B372 =1le C372 =1.
A3’1 = 1,B3’1 = 1 € C3’1 = 2

Observe que a soma das quantidades das jogadas do disco k em cada pino resulta na quantidade
total de movimentos do disco k, que pelo Teorema 1 é 2"X, ou seja:

An,k + Bn,k + Cn,k =20k, (9)

Teorema 2. Considere o jogo com n discos. A quantidade de vezes que o disco k ocupa 0s pinos
A, B e C, respectivamente, durante a solu¢do do jogo é dada por:

2n+1—k +3+ (71)n+k

Cn,k = 6 > (10)
n—-k _1yn+k+1

e L an
n+l-k _1\n+k

Apr=2 36+( Dty (12)

Demonstracao. Usaremos Inducdo Matematica, primeiro mostraremos que as trés férmulas ante-
riores sdo verdadeiras para n = 1; por hipdtese de indugao suporemos que sao verdadeiras para um
n qualquer, e mostraremos que valem para n + 1 discos, isto é,

2n+27k —3+ (-1 )n+k+1

An+1,k = 6
2n+]7k + (7])n+k+2
Bk = 3 e
2n+27k +3+ (71)n+k+1
Cn+1,k = 6

Paran =1, temos que k=1, e

Al,l = 6 :O
1-1 1y 14141
B, = 277+ (—1) -0
’ 3
1+1-1 _1y\1+1
Ciy = 2 +3+(-1) _1
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Logo, as trés férmulas valem para n = 1.

Suponha que sejam vélidas para n discos, e vamos provar que valem para n+ 1 discos. Para mover
n + 1 discos para o pino C, primeiro movemos os n discos menores para o pino B, o maior disco
para o pino C, e por ultimo os n discos que estdo em B para C também.

Observe que A, | é a quantidade de vezes que o disco k passa por A ao movermos a pilha de n
discos de A para C. Assim, A, ) é também a quantidade de vezes que o disco k passa por B ao
movermos a pilha de n discos de B para C. Como B,y é a quantidade de vezes que o disco k
passa por B ao mover a pilha de n discos de A para C, B, ) ¢ também a quantidade de vezes que
o disco k passa por C ao mover a pilha de n discos de A para B. Seguindo o raciocinio, C, i é a
quantidade de vezes que o disco k movimenta-se para o pino C ao transferirmos os n discos de A
para C, e é também a quantidade de vezes que o mesmo disco k passa por B ao movermos os n
discos de A para B.

Para sabermos quantas vezes um disco k se movimentar-se-4 para o pino A durante esse processo
de transferir n + 1 discos de A para C, calculamos quantas vezes ele se move para A ao colocarmos
os n discos em B, e somamos as quantidades de vezes que se move em A para transferir os n discos
de B para C: A ;= A,k + B,k Damesma forma, B, 1 = A, +Cy e Gk =Bk +Chx

Assim, se as férmulas valem para n, podemos mostrar que valem para n + 1.

Aniix = Anx+Bux
~ 2n+17k73 + (71)n+k . Zn—k + (71)n+k+1
B 6 3
2n+17k73+ (71)n+k 2'2n7k+2. (71)n+k+1
= 6 * 6
2n+17k 34+ (71)n+k 2n+17k +2. (71)n+k+1
B 6 * 6
2. 2n+17k e (71)n+k
- 6
2n+2—k _3_ (71)n+k+l
- 6

De modo anédlogo obtemos

Bn+l,k = An,k + Cn,k
2n+17k 3+ (71)n+k 2n+17k +3+ (71)n+k
= +
6 6
P e DRt
- 6
B 2n+17k + (71)n+k
- 3

N
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E também
Cn+1,k = Bn,k + Cn,k
2n7k + (71)n+k+1 2n+17k +3+ (71)n+k
+
3 6
2.onk L 9. (-1 )n+k+] on+l-k 3+ (-1 )n+k
= 6 * 6
2n+27k +3 4+ (71)n+k+1
- 6
Para concluir, vamos verificar que A, + B + Cp i = 27K pois essa soma corresponde ao total

de vezes que o disco k passou pelos pinos A, B e C, respectivamente, logo, devers valer 22K,

2n+l—k73+2n+]7k+2n+17k+3 +2(71)n+k+2(71)n+k+l

An,k + Bn,k + Cn,k

6

B 3. 2n+17k + 2(71)n+k + 2(71)n+k+1
B 6

3. 2n+17k
- 6

2n+17k
)
— 2nfk'

O

Exemplo 1. Considerando o jogo das Torres de Handi com 10 discos, quantas vezes o disco 1 foi
movido para o pino C?

Solugdo. Aplicando a férmula (10) obtemos:

210+171 +3+ (71)10+1

ClO,l = 6
1024431
- 6
1026
-6
= 171

Logo, o disco 1 foi movido para o pino C 171 vezes.

Exemplo 2. Calcule quantas vezes o disco 4 foi movido para o pino B com um jogo de 6 discos.

Solugao. Aplicando a férmula (11) obtemos:

2674 + (71 )6+4+1
3
4-1

3

1l
—_

i
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Exemplo 3. Calcule quantas vezes o disco 4 foi movido para o pino A com um jogo de 6 discos.

Solugdo. Aplicando a férmula (12) obtemos:

26+1-4 _ 3 (71)6+4
6
8-3+1
6

A6,4 =

3. Torre com 4 pinos - Niumero Minimo de Movimentos

Suponha que temos os n discos empilhados no pino A em forma de cone e desejamos transferi-
los para o pino D. H4 véarias formas de fazer essa transferéncia, mas estamos a procura da que
minimiza a quantidade de movimentos. Denominaremos a quantidade minima de movimentos
necessaria para mover os n discos de b,,.

B C D

Figura 9: Torre de Handi com 4 pinos.

De modo semelhante ao que foi feito no caso dos 3 pinos, observe que o ultimo disco, ou seja, o
maior de todos, serd movido apés retirarmos os n—1 discos que estdo em cima dele e o distribuirmos
nos pinos B e C. Ocorre que existem varias maneiras de tais discos estarem alocados nesses pinos
B ou C, desse modo o caso da Torre com 4 pinos é distinto da Torre com 3 pinos, uma vez que
nessa s6 ha um modo dos pinos estarem distribuidos.

Vamos supor um método de solucdo e verificar se é o melhor. Para essse método, x, serd a
quantidade de movimentos para mover n discos de um pino para outro usando os 4 pinos. Imagine
que coloquemos todos os n—1 menores empilhados no pino B; para isso usaremos x,,_; movimentos.
Entao, transferimos o maior disco para o pino D usando 1 movimento, e para finalizar realocamos
os n— 1 discos no pino B para o pino D, usando mais x,, | movimentos e concluimos o jogo. Para
isso, efetuamos x, | + 1 + x,,_; movimentos no total, ou seja,

Xy, =2x, g +1lex; =1, (13)

N
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TS

A B C D

Figura 10: Torre de Hanoi com 4 pinos.

pois com 1 disco, temos apenas 1 movimento que seria retird-lo do pino A e colocé-lo do pino D,
logo, x,, = 2" — 1. Seréd que essa é a menor quantidade de movimentos possiveis? Ou seja, x, = b,?

Vejamos outra situacdo possivel: nesse caso chamaremos de y, a quantidade de movimentos para
mover n discos. Imagine que transferimos os n—2 discos menores para B usando y, , movimentos,
o segundo maior disco transferimos para C e o disco maior para D. Depois, transferimos o segundo
disco maior para D, e para terminar os n—2 discos menores para D. Realizamos assim y__, + 1 +
1+1+y, , movimentos, logo,

Yo =2y, ,+3ey, =1Ly,=3 (14)

uma recorréncia diferente de (13). Vamos comparar os resultados para n = 3 discos. Como y, = 1
ey, =3, entdo y; = 2y, +3 = 5. Na solugdo do pardgrafo anterior tinhamos x3 = 23 -1 =17. Logo,
a recorréncia obtida dd-nos menos movimentos necessarios que (13). Serd que (14) é a recorréncia
procurada para 4 pinos? A resposta é ndo, vejamos por qué.

Para 6 discos, a solucao de (14) serd y, = 2y, +3 = 2.(2y,+3)+3 = 21. Contudo, temos uma solugao
com menos movimentos: retirar os 3 menores discos de A e colocar em B usando z3 movimentos,
mover os 3 maiores discos de A para D usando os pinos A, C e D; logo, usamos a3 =23 -1 =7
movimentos. Por fim, movemos os 3 discos menores que estdao em B para D usando z3 movimentos,
totalizando 5 + 7 + 5 = 17 movimentos. Assim, (14) estd descartada também.

N
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Figura 11: Torre de Handi com 4 pinos.

Podemos concluir que o caso com 4 pinos é mais complexo do que o de 3 pinos, e a solugdo nao é tao
simples assim. Os resultados apresentados aqui estdo em [1] com uma linguagem de programagao.

Observe que queremos encontrar a quantidade minima de movimentos e observamos que dado um
certo valor k, k < n, usamos b,,_; movimentos para mover os n -k discos menores para B; logo, a
seguir movemos os discos restantes que sdo k para D, para isso poderemos usar apenas os pinos A,
C e D, isto é, faremos a; movimentos, e para finalizar movemos os discos menores que estavam em
B para D, usando os 4 pinos, ou seja, b,, ;. movimentos. Totalizando b, = 2b,, ) + a;, movimentos.
Queremos encontrar o k que torna b, minimo. Assim, queremos

by = min{2b,,  +a} = min{2b,, ; + 2k -1}, (15)

i
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Figura 12: Torre de Handi 4 pinos - Justificativa.

Analisando alguns casos: n =1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13, 14, 15, observamos e levantaremos a
hipotese de que os valores de k satisfazem a sequéncia

{1,1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,4,5,5,5,5,5,5, ...}. (16)

Se assim o for, dado n, precisamos saber sua posi¢do na sequéncia, ou seja, o k. Sejam |x] o maior
inteiro menor ou igual a x, e [x] o menor inteiro maior ou igual a x.

i
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Proposi¢ao 4. Seja a sequéncia {k,} = {1,1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,4,5,5,5,5,5,5, ..}, entdo,

B

(17)

Demonstracao. Essa sequéncia é composta por blocos de repeticdo dos niimeros naturais. O tltimo
numero de cada bloco de repeticao é igual a soma das quantidades de elementos de cada bloco
anterior a ele, por exemplo,

ky=1,2=2ks=2,5=3+2, kg=3,9=4+3+2. (18)

Logo, a soma da quantidade de niimeros de cada bloco resulta na ultima posi¢ao do bloco. Dado
n, para sabermos o k,, correspondente a ele, resolvemos

k,k, +1+2)

3 =n. (19)

Obviamente essa igualdade nem sempre é satisfeita; devemos resolver a equagdo do segundo grau

-3++v9+8n

ki +3k, 2n=0=k, = :

(20)

Se o valor de k;, for inteiro, entdo o nimero minimo de movimentos serd b, = 2b, j + ay . Caso

nao seja inteiro, entao,
. [\/8n+93] ~ [\/8n+11}
n — 2 - s

2

V8n+1-1  V8n+9-3
2 2

esse tltimo valor é mais simplificado e < 1 para todo n natural. O

Para provar o teorema principal dessa se¢ao, precisamos do resultado a seguir.

Proposicao 5. A sequéncia {b,} satisfaz a recorréncia

buiq = by + 2K, (21)

Demonstrag¢do. Se temos n + 1 discos em A, devemos retirar os n discos menores usando a menor
quantidade de movimentos e aloca-los em B e C.

Se by, = 2b, i+ &y, a solugao para n discos ¢ transferir os n—k,, discos menores para B usando
os 4 pinos, depois os k, restantes para C (em vez de D, caso convencional) usando os 3 pinos, e
ndo faremos a tltima etapa, que é transferir os n—k,, discos para C; assim usaremos b, j + aj_
movimentos.

Agora, transferiremos o disco n+ 1 para D, os k,, que estdo em C para D, e, para terminar, os n—k,
que estdo em B para D, usando 1 +ay_+b,,_y . Logo, usamos 2b,, i +2a,_+ 1 movimentos.Assim,
bus1 =2by . +2ay +1=2b, +ay +ag +1=b,+a, +1=b,+2k. O

O seguinte resultado da-nos uma férmula fechada para o nimero minimo de movimentos da torre
com n discos e 4 pinos.

N
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Teorema 3. Seja n o nidmero de discos de um Torre de Handi com 4 pinos. Se

{J8n+11j
== |

entao,
k,(k,—1
b, = 2kn (nflf%)ﬂ. (22)
Demonstracdo. Suponha que o teorema é valido para n,, mostraremos por indugao que ele é ver-
dadeiro para n + 1. De acordo com a proposicio anterior b,,,; = b, + 2K, Logo, por hipétese de
inducdo, by, = 2kn (nf 1- W) + 1+ 2k, H4 2 possibilidades k,,,; = k, ouk,,; =k, + 1. Se

k,,1 = k,, entdo,

by =2kn(n71,w)+1+2kn=2kml ((n.,.]),l,w)_,_l_

logo, o teorema é valido. Caso k. =k, + 1, queremos mostrar que

byt = 2katl ((n+1),1, (ky + 1)(kn+1*1)) Ll

2

Simplificando,

(23)

b1 = 2kn+1 (nf —(kn +21)(kn)) + 1.

Pela proposicao anterior

bni = 2kn (Il*l*#) +1 + 2k = 2kn (nf ky (ky — 1)) +1,

que serd igual a (23) se, e somente se,

ey + Dk =0 2D

= 4n-2(k, + )(kn)—2n k,(k,—1)
= 202k, + 1) (k) + Kyl — 1) = 0
= 2(ky) (k) Ky (ky 1) 20 =
=k,2k, -k, +1)-2n=0

s> k(k,+1)-2n=0

Sk = ~1++yY8n+1
n — f
587 ‘-uSBM
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que comprova a veracidade do resultado. O

Exemplo 4. Quantos movimentos s&o minimamente necessarios para resolver o quebra-cabeca Torre
de Handi com 4 pinos quando temos 40 discos?

Solugao. Nesse caso, temos

l V840 +1-1 j
kyo = — 5 |~ 8,
entao
by = 250 (407 1Kol D 1)) il
by = 28 (397@) i1
b40 = 28 11+ 1
b40 = 2817
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