PROFESSOR DE

MATEMATICA PMO v.8, n.4, 2020

ONLINE ISSN: 2319-023X
Revista eletronica da Sociedade Brasileira de Matematica https://doi.org/10.21711/2319023x2020/pmo835

Um modelo matematico (discreto) de propagagao de
uma doenca no Ensino Médio

Carlos Alberto Martins de Assis ®

Resumo

As doencas epidemioldgicas sao uma grande preocupagao em nossa sociedade. Com isso, conhecer
melhor como ocorre a propagacao, os locais de maior incidéncia, tempo de vida da doenga, processos
de cura, e outros fatores relacionados é essencial para controlar a sua disseminacdo. Sendo assim,
este artigo ird propor um modelo matemético (discreto) simples, conhecido pelos epidemiologistas
como modelo SIS (Suscetivel-Infectado-Suscetivel), e que pode facilmente ser trabalhado no Ensino
Médio a fim de estimular a curiosidade dos alunos. Dai, utilizando o virus da gripe - uma doenca tao
comum - o presente artigo mostrara, através desse modelo, como o surto dessa doenga comporta-se
em uma populacao de criangas.
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Abstract

Epidemiological diseases are a major concern in our society. Thus, better understanding how the
spread occurs, the places with the highest incidence, the disease’s lifetime, healing processes, and
other related factors, are essential to control its spread. Therefore, this article will propose a
simple (discrete) mathematical model, known by epidemiologists as the SIS (Susceptible-Infected-
Susceptible) model, which can easily be worked on in high school in order to stimulate students’
curiosity. Hence, using the flu virus as a common disease, this article will show how the outbreak
of this disease behaves in a population of children through this model.

Keywords: SIS model; Epidemiology; High school.

1. Introdugao

A utilizacao de modelos matematicos para estudar a propagagao de doengas contagiosas vem desde
1760, pelo menos, quando Daniel Bernoulli elaborou um trabalho sobre a variola [3]. Mas, em 1906,
o epidemiologista inglés Sir Willian Heaton Hamer observou que a disseminacdo de uma doenca
em uma populagdo é diretamente proporcional ao produto da quantidade de individuos sadios
pela quantidade de individuos infectados. Essa ideia de Hamer, conhecida como a “lei da agao
de massas”!, foi originalmente formulada através de um modelo de tempo discreto. Nos estudos

1Lei da acdo de massas para a epidemiologia é baseada na suposicdo de que individuos infecciosos misturam-se
homogeneamente aos suscetiveis em toda a populagao.
an
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epidemioldgicos, os modelos mateméaticos possibilitam entender melhor a dindmica de propagagao
de uma doenga em uma determinada situagdo. Sendo assim, o objetivo deste artigo é propor um
modelo matematico que permitird entender o funcionamento da propagagao de uma doenca em sua
versao discreta. Tal modelo que serd utilizado é conhecido pela sigla SIS (que significa Suscetivel-
Infectado-Suscetivel) e pode ser trabalhado em sala de aula com alunos do Ensino Médio.

2. Apresentagido do funcionamento do modelo

Inicialmente, considerando uma unidade de tempo, digamos n em dias; uma populagdo inicial
constante (nao sdo considerados nascimentos e mortes), que serd indicada por N; e a existéncia de
individuos que nao estao infectados, dos quais definiremos como suscetiveis e indicaremos por (S,)),
e individuos que estao atualmente infectados, que indicaremos por (I,) . O fluxo da propagacao
de uma doenga no modelo SIS afirma que:

“Um grupo de pessoas nao infectadas, quando entra em contato com o grupo dos infectados, ap6s
se recuperarem da doenga, voltam para a categoria inicial, configurando-se um cenario ciclico”.

No entanto, muitas vezes, essas situagoes sao resolvidas usando a solugdo de sistemas variacionais,
onde é bem aconselhavel tentar entender como sdo as variagoes das categorias envolvidas no fend-
meno analisado. Com isso, podemos dizer que a variagdo do nimero de individuos suscetiveis no
tempo n e n + 1 serd indicada por AS, = S, —S,. Por analogia, a variacdo dos infectados sera
Al, =1,,;—L,. A transmissdo de uma doenca ocorre, por exemplo, através do contato pessoal,
pelo uso de objetos etc. Sendo assim, vamos definir que a incidéncia da propagacao da doenca seja
(a), onde
numero de individuos infectados

a = N , (1)
e esse valor atuando na populacao fixa N acarreta uma diminui¢do no nimero de individuos susce-
tiveis, provocando um aumento no numero de infectados no tempo n em dias, isto é, o ntimero de
individuos infectados origina (a - S,,), novas pessoas infectadas no tempo n. Entéo, para saber qual
o nimero total de novos infectados, basta multiplicar (« - S,,) pelo ntimero total de infectados (I,,)
no tempo n, implicando (a - S, -1,). Note que a transmissdo da doenga é diretamente proporcional
ao numero de suscetiveis e infectados, onde foi modelado pelo produto entre suas quantidades
(aqui se usa a “lei da agio de massas”). Podemos definir, também, que a constante positiva de
proporcionalidade para a recuperagdo dos individuos infectados seja (8), em que

numero de 6bitos  niumero de individuos recuperados

b= N * numero de individuos infectados (2)

e, na maioria das vezes, ela é conhecida como taxa de recuperacdo ou remocao.
Assim, conforme foi mencionado anteriormente de como é o funcionamento do modelo SIS, ob-
servamos que quando o nimero de individuos suscetiveis entra em contato com os infectados, o
numero deles diminui, enquanto o nimero de pessoas infectadas aumenta na mesma proporcao.
Dai, deve-se subtrair (a - S, -1,,) e adicionar (g8 -1,). Logo, a variacdo do nimero de individuos
suscetiveis sera dada por

Sn+lfsn=7a'sn'1n+ﬂ'1n’ (3)

o que implica AS, = —a - S, - I, + B -I,. Agora, para obter a variagdo do nimero de pessoas
infectadas com a doenca, também no tempo n, basta ver que o niimero delas diminui, uma vez que
algumas sdo curadas. Isto é, para os individuos recuperados que agora voltaram para a categoria
inicial, devem ser subtraidos (8 -1,) de (a - S, -I,). Dai, temos

In+171n:a'sn'1n7ﬂ'1n’ - (4)
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ou melhor, Al, =a-S,-1,-8-1,.
Com isso, a dindmica da disseminagdo de uma doenga pode ser descrita pelo sistema de equagoes,

AS,=-a-S, -1, +p-1,

, (5)
Al,=a-S,-1,- g1,

onde S, +I, = N . Mas, conforme estd em [1], podemos encontrar uma férmula de recorréncia para
obtermos S, ;. Em outras palavras, perceba que ao substituir I, = N—S,, em (3), teremos

Sn+1 = Sn - aSn ' (Nfsn) + ,B ! (N,Sn) (6)
ou, ainda,
Spe1 = aSp + S, - (1-aN - p) + BN, (7)
paran=0,1,2,3,....

3. Uma situagao-problema para o modelo

Vejamos:

“0 virus da gripe é muito comum em criangas. Sendo assim, suponha que em uma escola com 1.000
criangas, 2 dessas criangas estejam com o virus. Para a gripe, o periodo infeccioso é tipicamente de
1 a 3 dias. Se o considerarmos, por exemplo, igual a 2 dias, isso significa que a taxa de recuperagao
serda f§ = % (por crianga e por dia), mostrando com isso que em um dia metade das criancas com
gripe se recuperaram. Avalie o surto de gripe nessa populagao fixa, passados 20 dias do comeco
da disseminagao da doenga.”

Sabemos que o total de criancas é N = 1.000. A incidéncia da propagacdo da gripe serd igual a
a = ﬁ = 0,002, e a constante de recuperagao serd igual a g = % = 0,5. Substituindo esses
valores em (7), o nimero de criangas suscetiveis serd calculado através da equagao

S,.1 = 0,00282 1,55, + 500 (8)

paran = 0,1,2,3,...,20 e, paralelamente, serd encontrado o nimero de criancas infectadas, onde
inicialmente Iy = 2.

3.1. Construindo uma tabela e o grafico para analise

Através da equacao (8), construiremos a Tabela 1 e a Figura 1 a seguir, que exibem o nimero de
criangas suscetiveis e infectadas.

N
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Criangas Criangas
n | suscetiveis | infectadas
0 = 998 =2
1 ~ 995 ~5
2 ~ 988 ~ 12
3 ~ 969 =~ 31
4 ~ 925 ~ 75
5 ~ 824 ~ 176
6 ~ 621 ~ 379
7 ~ 340 ~ 660
8 ~ 221 = 779
9 ~ 266 ~ 734
10 ~ 242 ~ 758
11 ~ 254 ~ 746
12 ~ 248 ~ 752
13 ~ 251 ~ 749
14 ~ 250 ~ 750
15 ~ 250 ~ 750
16 ~ 250 ~ 750
17 =~ 250 =~ 750
18 ~ 250 ~ 750
19 ~ 250 ~ 750
20 ~ 250 ~ 750
Tabela 1:

Propagacdo do virus da gripe nas criangas

Analisando-os, observe que, no primeiro momento, até o 82 dia, o niimero de criancas suscetiveis
vem diminuindo rapidamente, enquanto o niimero de criangas infectadas vai aumentando; elas estao
saindo da classe dos suscetiveis. E foi nesse dia que houve o pico de criangas infecciosas. No 9° dia,
vemos que um pequeno grupo de criancas infectadas estao voltando para a classe dos suscetiveis.
Do 10° dia até o 13° dia, percebemos uma oscilagio bem pequena entre o nimero de criangas
suscetiveis e infectadas. Sem nenhuma dificuldade, existe uma instabilidade no comportamento
do niimero de criangas suscetiveis e infectadas até o 132 dia. Agora, quanto ao(s) ponto(s) de
equilibrio dessa situagdo-problema, podemos encontré-lo(s)? A resposta é sem sombra de davida,
para S, = 250 (14 < n < 20) e, consequentemente, para I, = 1.000 — 250 = 750 (também no
mesmo intervalo), pois observa-se uma convergéncia para a solucdo desse problema. Outro ponto
de equilibrio que pode ser visto é quando temos S = N e I = 0, mas o que vemos em todo momento
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é 1+ 0, comprovando com isso a propagacao da gripe [1]. Um outro dado de grande importancia
para os epidemiologistas é o valor basal de reprodugao (ou reprodutividade basal), que significa o
valor médio de novas criancas infectadas que sdo geradas por uma unica crianga infectada com a
gripe na populagdo quase totalmente suscetivel, ou seja, esse valor avalia a situagdo do problema
que estao enfrentando e é calculado conforme estd em [2], fazendo 060(5)2 x 1.000 = 4 > 0 (perceba
que esse valor foi encontrado a partir da 2% equacao de (5), fazendo’AIn > 0e S, =1.000). De
acordo com [2], quando esse valor de reprodutividade basal é > 1, a doenga propaga-se e persiste
na populacao; por outro lado, quando é < 1, a doenga morre. Veja que, na populagdo constituida
das 1.000 criangas, o virus da gripe propaga-se e persevera durante os 20 dias!

4. Consideragoes Finais

Finalizando, para agucar a curiosidade do leitor, sugerimos que aprecie o funcionamento de outros
modelos epidémicos discretos, como o modelo SIR (Suscetivel-Infectado-Recuperado) usado para
modelar a dindmica do virus da dengue, o modelo SI (Suscetivel-Infectado) usado para modelar o
virus do HIV, entre outros modelos, e apresente-os em sala de aula para estimular a aprendizagem
e torné-la mais harmoniosa.
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