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Resumo

Determinar os pontos de maximo e minimo locais de uma funcao de duas varidveis z = f(x,y)
em um curso de cdlculo requer o uso do conhecido “o teste das segundas derivadas”, usualmente
ensinado aos estudantes nos primeiros anos do curso superior. Em particular, os cursos de en-
genharia, fisica e matematica. Em nossa experiéncia ensinando calculo, usualmente escolhemos
exemplos bem simples para ilustrar o uso desse teste. Em relacdo aos exemplos e aplicagoes mais
complicados, procuramos evitd-los para facilitar o aprendizado e compreensao dos estudantes.

O nosso objetivo nestas notas é apresentar, aos leitores interessados, casos patolégicos do teste
das segundas derivadas, e ilustrar a importancia dele em conexao com varias desigualdades. Tais
desigualdades, sdo frequentemente vistas nos primeiros cursos de andlise e algebra linear. Por
exemplo, as desigualdades de Cauchy-Schwarz-Bunyakowski, de Young, de Bernoulli e a desigual-
dade da média aritmética e geométrica.

O teste das segundas derivadas para funcoes de duas varidveis z = f(x,y) envolve uma expressao
usualmente denotada por D que é definida por D = D(a,b) = f,(a,b) £, (a,b) — (£ (a, b))27 sendo
que o ponto P = (a,b) é candidato a méaximo local, minimo local ou ponto de sela, e as fungoes

fexs fyy € fyy slo as segundas derivadas parciais de f(x,y). O teste usa as seguintes condigoes em

D(a,b):

1.D>0
2.D<0
3.D=0.

No caso 1, o ponto P = (a,b) pode ser de maximo ou minimo, no caso 2 ele é um ponto de sela e,
finalmente, no caso 3 o teste é inconclusivo.

Nestas notas vamos mostrar que o caso 3, em geral, nao é inconclusivo. Por exemplo, considere a
desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakowski que diz, se X = (x,y) e Y = («, 8), entdo o produto
interno (X,Y) e as normas em R? de X e Y sdo relacionadas pela desigualdade

(X, Y)| < IXIg2Ylg> -
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Se consideramos a fungéo f(x,y) definida por

fy) = (2 +y2) 7 (a2 + p2)' 7 ax py,

poderemos usar o teste das segundas derivadas para mostrarmos que a funcio f(x,y) é maior ou
igual a zero, isto é, f(x,y) = 0. Dali segue a famosa desigualdade acima, que é essencial para
estudar dualidade no R2. E interessante notar que D(a,b) = 0, e o teste das segundas derivadas
diz ser inconclusivo. E importante ressaltar que fizemos o mesmo para as outras desigualdades e
ilustraremos geometricamente todas as desigualdades. Um outro fato que ilustramos é que podemos
considerar uma funcdo de uma varidvel como se fosse uma funcdo de duas variaveis, digamos

f(x,y) =g(x) ou f(x,y)=h(y).

Veremos que D(a,b) = 0, entéo o teste das segundas derivadas afirma ser inconclusivo onde as fun-
¢oes g(x) e h(y) sdo duas vezes diferencidveis. No entanto, mostraremos via, um simples exemplo,
que isso nao é o caso. Também, ilustramos geometricamente.

Esses exemplos usando a teoria de maximo e minimo de fung¢bes de duas varidveis para provar
importantes desigualdades parece ser uma técnica nova e muito interessante. Assim, esses casos
contradizem a afirmacdo do teste que diz D = 0 é inconclusivo. Em resumo, deixamos aqui essas
notas para que os leitores possam tirar suas proprias conclusoes.

Palavras-chave: Teste das segundas derivadas; desigualdades ;Young, Bernoulli; Cauchy-Schwarz-
Bunyakowski.

Abstract

Finding local extrema in calculus requires knowledge of the so-called Second Derivative Test for
one or two variables, often taught to students early in college, at least for those majoring in
engineering, physics, or mathematics. In our experience teaching, we often tend to choose "nice
academic” examples to illustrate the usefulness of the Second Derivative Test, and focusing less
on the "not so nice” cases either because of time, or just because of our belief that students will
not be interested in these often long and detailed examples. Our impetus in this short note is to
bring the "not so nice” case or the pathological case of the Second Derivative Test for functions of
two variables to the forefront and to illustrate its importance in connection to some inequalities
often used in mathematical analysis.

Keywords: Second Derivative Test; Inequality; Young, Bernoulli; Cauchy-Schwarz-Bunyakowski

1. Introdugao

Comecgaremos relembrando o conhecido teorema do teste da segunda derivada, frequentemente
usado em livros de Célculo, veja por exemplo [2]. Para fungoes de uma variavel, o teste da segunda
derivada, o leitor interessado poderd consultar o Teorema 4.7 em [2].

Teorema 1 (Teorema 12.14, p.855 em [2]).

N
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Seja f(x,y) uma func¢io de duas varidveis definida em wum disco contendo o ponto (a,b), com
derivadas parciais de segunda ordem continuas. Suponha fi(a,b) = f (a,b) = 0 e seja D =
D(a, b) = Xx(aa b) : fyy(a9 b) - [fxy(a" b)]Z Entdo,

e SeD >0 ef(a,b) >0, entdo f(a,b) é o minimo local para f.
e SeD >0 ef(ab) <0, entio f(a,b) é o mdzimo local para f.
e Se D <0, entao f(a,b) é o ponto de sela para f.

e Se D =0, o teste é considerado inconclusivo.

Demonstragio. O leitor interessado pode consultar o Apéndice B em [2]. O
O dltimo caso é patoldgico no sentido de que muitas vezes ndo é muito claro que tipo de ex-
tremo obteremos em geral quando isso acontecer. Além disso, em muitos livros de calculo, néo
hé quase nenhum exemplo envolvendo essa situacdo. Acontece que muitas desigualdades interes-
santes estdo conectadas a essa situagdo. A seguir, discutiremos respectivamente a desigualdade
de Bernoulli, a desigualdade das médias aritméticas e geométricas, a desigualdade de Cauchy-
Schwarz-Bunyakowsky, a desigualdade de Young e sua relagdo com esse caso patologico. Também
forneceremos representacoes pictéricas tridimensionais para ilustrar sua veracidade.

Comegaremos com a desigualdade de Bernoulli, publicada por Jacob Bernoulli em 1669. Notamos,
entretanto, que Joseph Hoffman (1969) a atribuiu & obra de Sluse (1668).

2. Desigualdade de Bernoulli

Teorema 2 (ver [1]). Seja n um inteiro positivo e x um nidmero real tal que x = —1. Entdo, a
sequinte desigualdade mantém-se:
(I+x)" > 1+nx. (1)

Observagdo 1. Observamos que quando n é par, a desigualdade vale para todo niimero real x. Além
disso, a desigualdade é estrita paran>2ex>—-1ex #0.

Observagio 2 (O método do intervalo fechado. Veja a pdgina 278 em [2]). Para encontrar os valores
minimos ou maximos absolutos de uma funcao continua f em um intervalo fechado [a, b]:

1. Encontre os valores de f nos pontos criticos de f em (a,b).
2. Encontre os valores de f nas extremidades do intervalo [a, b].

3. O maior dos valores dos Passos 1 e 2 é o valor médximo absoluto de f em [a,b]. O menor desses
valores é o valor minimo absoluto de f em [a, b].

Essa desigualdade assume duas formas diferentes quando n é um nimero real positivo r. Na
verdade, para x > —1, temos respectivamente

—
N
Z
7
\Y

>1+rx , parar>]1 (2)

x)F<l+rx , para0<r<l (3)
an

523 LAl

—
—_—



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Kwessi, Kermausuor e De Souza

Para provar essa desigualdade, vamos definir a funcéo f(x) = (1 + x)® — 1 —nx. Essa fun¢éo possui
a derivada f/(x) =n(l +x)n—1-n e os pontos criticos sdo solucdes da equacdo (1 +x)> ! =1. A
Unica solugao real é x = 0. Dado que f(0) =0 e £7(0) = n(n— 1), entdo o teste da segunda derivada
para fungoes de uma variavel implica que o ponto (0,0) é o minimo local por n > 1. Para provar
que (0,0) é um minimo absoluto (ou global), ou seja, f(0) < f(x) para todo x > —1, procederemos
por contradi¢do. De fato, suponha que haja um ¢ > —1 tal que f(c) < f(0) para todos os x > —1.
Entéo, usando a férmula de extensdo binomial de Newton, teremos

1L —
(I+c) = Z(E)Ck=l+nC+MC2+“'+Cn.
k=0

2
. . —1 , .
Consequentemente, se ¢ = 0 e f(c) < f(0) implica %cz + -+ +¢™ < 0, o que é uma contradicao
6bvia, uma vez que todos os termos c, c2, .-, cM sdo positivos.

Agora, suponha ¢ € [-1,0]. Observamos que a funcao f(x) = (1 +x)*—1-nx é continua no intervalo
fechado [-1,0]. Além disso, f'(0) = 0, i.e., 0 é um ponto critico para a funcao f. Observamos
f(-1) =n—-1 >0 = {(0), para n > 2. Segue, usando o método do intervalo fechado acima, que o
menor valor de f(x) no intervalo [-1,0] é f(0) = 0, ou seja, f(0) é o minimo absoluto de f(x) em
[-1,0]. A Figura 1 abaixo é uma ilustragao de f(x) = (1 + x)® — 1 —nx para diferentes valores de n.

f(x) =(1+x)"-1-nx

15 20

55355353

T
[7e yemte BxNGU NI

f(x)
10
|

Figura 1: Tlustragdo de f(x) = (1 + x)™ — 1 —nx para diferentes valores de n.

Notamos, entretanto, que usando o teste da segunda derivada (Teorema 1) com g(x,y) = (1 +x)"—
ag(X, y) _ n—1 ag(X7 Y) _ sy .

ok n(l +x)" 1 —n, oy 0, de modo que os pontos criticos sejam
(0,t) para qualquer t > 0. Além disso, D(0,t) = 0 de forma que o caso patologico do teste da

segunda derivada seja observado e nenhuma conclusao teria sido alcangada com ele.

1 — nx, obteremos
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Figura 2: Esse grafico mostra a relagdo entre (1 + x)™ e 1 + nx para os valores n = 3;4;0,71 e 1,7
respectivamente

3. Desigualdade entre as Médias Aritmética e Geométrica
A seguir, discutiremos a relagdo entre as médias aritméticas e geométricas.

Teorema 3. Sejam x|, X, -+, X, ndmeros reais positivos e n um inteiro positivo. Entdo, a sequinte
desigualdade (AM-GM) é verdadeira:

X1+X2+"'+Xn
n

(4)

ZHXI.XZ...

A igualdade € alcangada quando x| = Xy = -+ = X,.

Observagao 3. Vemos claramente que apesar de a desigualdade ser verdadeira apenas para niimeros
positivos x;, a média aritmética existe mesmo quando os x; sdo de sinais mistos. A média geo-
métrica encontra seu uso quando estamos lidando com quantidades absolutas. Ha uma aplicagao
interessante dessa desigualdade em Ecologia, veja [5]. Para usar a terminologia ecoldgica, esse

N
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manuscrito mostra que as espécies invasoras tém valores de sensibilidade negativos ou positivos
quando em modo de facilitagdo com outras espécies. Sua diferenca média de nicho, portanto, sé
pode ser descrita pela média aritmética. No entanto, no modo de competigdo, seus valores de
sensibilidade sao todos positivos. Portanto, sua diferenca média de nicho pode ser descrita pela
média geométrica, com uma diferenga de nicho aumentada (devido & desigualdade), que, em termos
leigos, é benéfica para as espécies nativas.

Provaremos a seguir a desigualdade AM-GM para n = 2. Considere a funcao f(x,y) = % — Xy,
para x,y = 0. As primeiras derivadas parciais sdo dadas por

of(x,y) af(x l 1 [x
0x y 2 2\y’
As segundas derivadas parciais s@o dadas por
Poy) _ Y ey 1 Pfny) | WK

o7 Oy

Os pontos criticos sao dados por

of(x,y) _
ox 0 e ay

Além disso, quando x =y, temos

(x,x)  0%(x,x) 1 3%f(x,x) 1

a2 T oy A xay A

Segue-se que D = D(x,x) = 0 e, portanto, estamos no caso patoldgico do teste da segunda derivada.
Mostraremos que (x,x) é local, na verdade um minimo local. Mostraremos que uma simples prova
por contradigao serd suficiente. De fato, suponha que haja um ponto (a, b) tal que f(a,b) < f(x,x).
Ou seja,

“b ab < XX 2o

Isso significa % - \/@ < 0. Entao, elevando os dois lados ao quadrado, temos que (a + b)2 <

2
(2\/%) , ou seja, aZ + 2ab + b? < dab = a2-2ab+b’ <0 = (ab)?2 < 0, o que é uma

contradicao.
Também podemos observar que a contradigdo pode ser obtida observando que

a+b

> ~Jab<0esa+b-2yab< 0 < (va—b)2

Portanto, f(a,b) > 0 para todos a,b > 0, ou seja,

\/ES a+b.

2
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= (x+y)/2-{xy :

EE

x+y)/[2

Y @

Figura 3: O primeiro grafico mostra a superficie (x +y)/2 — /xy (verde) ficando acima do nivel

z = 0, e o segundo grifico mostra a superficie (x +y)/2 (azul) sempre acima da superficie xy
(vermelho).

A seguir, discutimos uma desigualdade devida a William Henry Young (1912).

4. Desigualdade de Young

. , . . 11 < L .
Sejam p e q niimeros positivos que satisfazem o + q = 1. Se a e b sdo niimeros reais nao negativos,

o seguinte é verdadeiro:

A igualdade ocorre quando aP = b,

Existem numerosas generalizagdes dessa desigualdade, devido a Young, ver [8]. Abaixo, mencio-
namos uma que é particularmente util na andlise funcional.

Teorema 4. Seja f uma fung¢do continua crescente definida para nimeros reais ndo negativos X,
com £(0) = 0. Suponha que a,b sejam numeros reais positivos, de modo que a esteja no dominio
de f e b esteja na sua imagem. Entdo, o sequinte é verdadeiro:

a b
ab < fo f(x)dx + fo 1 (x)dx, (6)
onde ! éa fungdo inversa de f.

Essa desigualdade pode ser interpretada como: a soma das dreas de f no intervalo (0,a) e de !
no intervalo (0,b) é pelo menos a area do retdngulo de base a e altura b; veja a Fig. 4 abaixo.

N
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Notamos que se tomarmos f(x) = xP~! em (6), entdo f(x) = x9!

em (5).

e iremos recuperar a desigualdade

J hf('l)(x)dx
0

Figura 4: A soma das duas dreas (em amarelo e vermelho) é pelo menos a drea do retdngulo com
base a e altura b

Conectaremos a desigualdade de Young ao teste da segunda derivada para p = q = 2. Defina a
2

funcao f(x,y) = X; + y7 —xy, para X,y > 0. Notamos que f é continua e duas vezes diferenciavel em

x e y e as derivadas parciais de primeira ordem sao:

if(x,y) af(x,y) _

ax A dy

Portanto, os pontos criticos encontram-se na linha x = y. As segundas derivadas parciais sao dadas
por
a*f(x,y) _ 0*f(x,y) a*f(x,y)
= =1, =-1.
%2 dy? axdy

Segue-se que D(x,x) = 12 -1 = 0 e, portanto, novamente, temos o caso patolégico do teste da
segunda derivada.

No entanto, mostraremos usando a contradi¢do que 0 < f(x,y), para todos x,y > 0. Suponha que
nao seja esse o caso, ou seja, hd um ponto xg, y, com xq,y, > 0 tal que f(xg,y,) < 0. Isso implicard
que

X2 2 2
(7°+70) < (xoy0)*-
a
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Consequentemente, teremos que (x% fy(z))z < 0, que é uma contradicdo. Assim, temos f(x,y) = 0
para todos x,y > 0, ou seja,

%2 2

xy < 5t y?, para todos x,y > 0.

A Figura 5 abaixo é uma ilustracdo desse resultado em trés dimensoes.

@ x/2+y?*[2-xy m Xz’/ y
W x°/2+y°/2

6%

Figura 5: O primeiro grafico mostra a superficie x2/2 + y?/2 — xy (verde) ficando acima do nivel
z = 0, e o segundo gréafico mostra a superficie x%/2 + y2/2 (azul) sempre acima da superficie xy
(vermelho).

Agora, apresentamos a célebre e amplamente utilizada desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyako-
wski, derivada pela primeira vez por Augustin Louis Cauchy (1821).

5. Desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakowsky

Sejam x1,Xp, Xy >0 ey, ¥y, .y, > 0. A seguinte desigualdade é verdadeira:

ixiyiﬁ\ixg'\iy% (7)
i=1 i=1 i=1

A igualdade é alcancada quando x; e y; sdo proporcionais e foi estabelecida por Cauchy [4].

Existem varias generalizagoes desses resultados. Comecamos com aquele dado por Herman Schwarz
em [7] para espagos de produtos internos:

Teorema 5. Seja V um espago de produto interno e sejam x = (X1,Xp,+,X,), ¥ = (Y[, ¥0, »Y,) €m
1

V. Defina o produto escalar de x ey como (x,y). Defina a norma de x em V como |x|y = (x,X)2.

N
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A sequinte desigualdade é verdadeira:

[, 7)) < =l -yl (8)

1/2
Na verdade, se V = R, entao (x,y) leyl, e, com [x|ly = (Z x1|2) , obteremos a desigual-

dade em (7). Também mencionamos uma generalizagao devida a Victor Yakovlevich Bunyakowsky
[3], que derivou uma desigualdade semelhante para integrais.

Teorema 6. Sejam f e g duas fungdes quadrado integraveis em R™. Entdo, o sequinte é verdadeiro:

[, f0geodx] < (f,, Peoax) - ([, @ox)

Observamos que, no teorema acima, V = LZ(RH) (o espago de fungoes quadrado integréveis em
R™) é um espaco de produto interno com um produto interno definido como

1/2

(f2) = [, fxgx)dx e nmv=(ﬁmf%xnm)”?

Outra generalizacdo, que foi mencionada pela primeira vez por Leonard James Rogers (1888) e
posteriormente derivada por Otto Ludwig Holder em 1889, é fornecida abaixo:

Teorema 7. Sejam p e q dois nimeros reais tais que — + — = 1. Entdo, o sequinte é verdadeiro:

I (ix?)l/p - (ixﬁ)l/q o)

i=1 i=1

Tl
Q=

Observagio 4. A desigualdade em (7) é obviamente obtida tomando p = q =2 em (9). Seria uma
tarefa tola tentar enumerar todas as aplicacoes dessa desigualdade. No entanto, vamos mencionar
uma util na area de Estatistica:

Sejam a = (af,---,a,) e b = (by,---,b,) dois vetores de niimeros reais, com as respectivas médias
aritméticas a e b. A covaridncia entre a e b é definida como

nliafa ).

1=

Cov(a,b)

Essa quantidade foi introduzida pela primeira vez por Karl Pearson em [6] como uma medida de
associagdo linear entre os vetores a e b. Essencialmente, uma covariancia grande/pequena significa
uma associagao linear forte/fraca. Além disso, uma covaridncia positiva/negativa também significa
uma associagdo positiva/negativa entre a e b. Acontece, entretanto, que a covaridncia Cov(a,b) é
uma, quantidade que pode assumir valores arbitrarios e, portanto, ndo é muito sabio usa-la para
quantificar o grau de associagio linear entre dois vetores a e b. Além disso, uma mudanca de
unidade entre a e b afetaria drasticamente Cov(a,b). Para corrigir essas falhas, Karl Pearson

propos dividir Cov(a,b) por uma constante de normalizacio yCov(a,a) - y Cov(b,b) e, portanto,
a quantidade resultante é o que é conhecido hoje como o coeficiente de correlagdo de Pearson,
definido como _

Yo (a3 (b —b)

Jz?l ZJZI 1 b b

R(a,b) =
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Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakowsky como em (7) com x; = a;—aey; = b ~b,
segue-se que |R(a,b)| < 1. A igualdade é alcangada quando a e b sdo proporcionais ou, em termos
leigos, quando a e b sdo perfeitamente correlacionados. Além disso, R(a,b) é uma quantidade
adimensional e, portanto, nao contém unidades.

Existem varias provas dessa desigualdade, incluindo a prova original de Cauchy em que ele reescreve
(7) de uma forma que é obviamente verdadeira:

2
0< Z (Xin *Xin) .
1<i<j<n
Daremos uma prova dessa desigualdade, para n = 2 em conexao com o Teste da Segunda Derivada.

Seja f(x,y) = Va2 + b? ‘/ +y2 —ax —bx. Notamos que f é duas vezes diferencidvel e as derivadas
parciais de primeira ordem sao fornecidas como

df(x,y) xVaZ+ b2 of(x,y) yVaZ+ b2

= —-a, = —b.

ax ‘/m dy ‘/m

[ ~ - . a . a
Segue-se que os pontos criticos sdo solugdes da equagdo x = LY, ou seja, os pontos (By, y).

Da mesma forma, as derivadas parciais de segunda ordem sao:

@Zf(x,y) B ,az N b2 ( 1 B <2

x> \/x2 + y2 \/(x2 +y?)3

92£(x,y) o 2 1 y?
—2 —_ az + b _

ay

9%{(x, y) xyVaZ + b?

Jxdy

Observe que D (%y,y) = 0, e mais uma vez, obtemos o caso patologico do teste da segunda deri-

vada. Mostraremos por contradicao que f(x,y) > 0 para todo x,y € R. Sem perda de generalidade,
provaremos o caso com X,y > 0, e o procedimento é semelhante para os outros casos. Se houver

X0, Yo > 0 tais que f(x, yO) < 0, entdo terfamos Ya2 + bh? ‘,X% + y% < axq + porg. Quadrando ambos
os lados, temos (a2 + b2 )(XO + yo) < (axqg + byo) Expandindo ambos os lados desse lado da
desigualdade, temos: azxg + bzx(z) + azy% + bzy < a2 XO + 2abxgy, + bh? y0 . Apds a simplificacéo,
obtemos: bzx% + azy(z) —2abxgy, < 0, que ¢é equivalente a (bxg — ayo) < 0. Essa é uma contradicao

6bvia e, portanto, para todos os x,y > 0, temos f(x,y) > 0, ou seja, ax + por < Ja2 + b* ‘/XZ +y2.

De fato, mostramos que para u = (a,b),v = (x,y), temos [(u,v)| < [[ull [Vl para |[v| = (x% + y2)/2.

A Figura 6 abaixo é uma ilustragao desse fato para a = b = 1. Notamos que a contradi¢do é obtida
usando um argumento semelhante a prova original de Cauchy usada.
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Figura 6: O primeiro grafico mostra a superficie y2(x? + y?) —x—y (verde) ficando acima do nivel

z = 0, e 0 segundo grafico mostra a superficie ‘/Z(XZ +y?) (azul) sempre acima da superficie x +y
(vermelho).

6. Discussao

Nesta secdo, gostariamos de discutir os tipos de funcoes para as quais D(a,b) = 0. Afirmamos
que o conjunto de funcoes para as quais D(a,b) = 0 é muito grande. De fato, considere qualquer
funcado de uma variavel tnica g(x) que seja duas vezes diferenciavel. Defina f(x,y) = g(x), para
todos os x no dominio de g e para todos os y € R. Entao, temos o seguinte:

92%f(x,y)

— 5 =gk

*(x,y) o: 3% (x,y)

6x2 ayz s axay = 0 .

Portanto,

D

_ Py Py [Pen]
- Jx2 dyz Jxdy -

Isso prova que o caso D = 0 ocorre em muitas situagées na pratica.

Exemplo: Seja f(x,y) = g(x) =x2 —4x. Entdo g'(x) =2x-4 = g'(x) =0 = x = 2.
Além disso, g’’(x) = 2 > 0. Os pontos criticos para f(x,y) sdo (2,y) para todos os y € R. Além
disso, f(2,y) =4 e D(2,y) = 0, que é o caso patolégico do Segundo Teste Derivado. Mostraremos
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que, de fato, (2,y) é um minimo global de f(x,y). Suponha por contradicio que existe (a,b) € R?
tal que f(a,b) < f(2,y) para algum y € R. Entdo terfamos a2 —4a < —4, ou seja, (a—2)2 < 0 o que é
impossivel. Segue-se que f(a,b) > f(2,y) = -4 para todos y € R, e para todos (a,b) € R? ou seja,
—4 é um minimo absoluto de f(x,y), conforme ilustrado na Figura 7 abaixo.

g(x) =x*-4x f(x, y) =x° - 4x
Absolute minimum at (2,-4) Absolute minimum at (2,y,—4)

15 20
| |

10
|

ax)

Figura 7: A figura a esquerda mostra que —4 é um minimo absoluto para g(x) e o da direita mostra
que f(2,y) = —4 para todos y € R é um minimo absoluto para f(x,y).

Podemos concluir observando que, em geral, g(a) = b) é um extremo local/absoluto de g(x); entdo,
f(a,y) = b é um extremo local / absoluto de f(x,y) = g(x) onde D(a,y) = 0, para todos y € R.

7. Conclusao

Nesta breve nota, fornecemos exemplos de casos patoldgicos do teste da segunda derivada e suas
relacoes com desigualdades conhecidas. Isso ndo é de forma alguma uma cobertura exaustiva de
todas as desigualdades uteis. Podemos, no entanto, mencionar que as mesmas técnicas podem ser
aplicadas a desigualdade de Minkowski, mas por uma questdao de brevidade, ela foi omitida aqui.
Esse esforco deve ser continuado para trazer nogoes complicadas em matemaética a niveis que sejam
mais atraentes para o publico em geral.
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