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Resumo

Este trabalho apresenta um breve estudo sobre Progressdes Aritméticas e Geométricas, focando
especialmente nas de ordem superior. Sao apresentadas as defini¢bes e algumas importantes pro-
priedades dessas sequéncias numéricas. Um ponto importante deste trabalho é mostrar relagoes
existentes entre Progressdes Aritméticas e Geométricas de ordem k, sendo k um niimero natu-
ral qualquer. Mais especificamente, é mostrado que uma funcéo de tipo exponencial transforma
uma Progressao Aritmética de ordem k em uma Progressao Geométrica de ordem k e, recipro-
camente, que uma fungao logaritmica transforma uma Progressao Geométrica de ordem k, com
termos positivos, em uma Progressdo Aritmética de ordem k.

Palavras-chave: Progressio Aritmética; Progressio Geométrica; Ordem Superior; Fungdo Logarit-
mica; Funcao Exponencial.

Abstract

This paper presents a brief study on Arithmetic and Geometric Progressions, focusing especially
on the higher order ones. The definitions and some important properties of these numerical se-
quences are presented. An important point of this work is to show the existing relations between
Arithmetic and Geometric Progressions of order k, with k being a natural number. More speci-
fically, it is shown that an exponential function transforms an Arithmetic Progression of order k
into a Geometric Progression of order k and, conversely, that a logarithmic function transforms a
Geometric Progression of order k, with positive terms, in an Arithmetic Progression of order k.

Keywords: Arithmetic Progression; Geometric Progression; Higher order; Exponential Function;
Logarithmic Function.

1. Introdugao

Muitos temas da Matematica Elementar, como a Teoria Elementar dos Numeros, sem duvida al-
guma, sdo um campo muito fértil para um professor estimular e desenvolver em seus alunos o
raciocinio matematico. Uma das maneiras de atingir esse propdsito é estimular os alunos a faze-
rem, por si mesmos, pequenas generalizacoes ou simplesmente extensdes de alguns conceitos da
Matematica Elementar. Em especial, quando se trabalha com os temas progressoes aritmética e
geométrica, existem muitas propriedades que, com um bom estimulo, os alunos podem conseguir
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deduzir por si s6. Este trabalho explora os conceitos de Progressoes Aritméticas e Geométricas de
ordem superior, obtendo algumas férmulas, tais como: férmulas para a soma e para o produto dos
n primeiros termos para progressoes Aritmética e Geométrica, respectivamente, e a férmula do n-
ésimo termo. Além disso, mostra também relagdes entre tais conceitos. Com isso, entendemos que
o presente trabalho traz uma excelente contribuigao para professores do Ensino Basico, fornecendo
material e ideias que nao estao presentes na maioria dos livros diddticos adotados nas escolas de
Ensino Médio. Uma ideia interessante seria que, durante o ensino de Progressoes Aritméticas e Ge-
ométricas, o professor motivasse os alunos a pensarem sobre a possibilidade de fazer generalizagoes
de alguns conceitos dessas progressoes, e, a partir dai, obter novas identidades matematicas.

Na literatura podemos encontrar diversos trabalhos que lidam com Progressées Aritméticas e
Geométricas de ordem superior fornecendo propostas de abordagens desses conceitos no Ensino
Bésico; para citar alguns, veja ([4], [5], [7], [8]). Nos trabalhos ([4], [7] e [8]) s@o estudadas
apenas as Progressdes Aritméticas de ordem superior e, e ndo se avanga ao estudo das Progressoes
Geométricas. J& em Lopes [5], o autor faz um estudo sobre Progressoes Aritméticas e Geométricas,
porém, apenas para as de ordem 2.

A fim de simplificar a escrita, usaremos a sigla PA(k) para denotar Progressdo Aritmética de
ordem k; quando k = 1 denotaremos PA em vez de PA(1). Analogamente, Progressio Geométrica
de ordem k serd denotada por PG(k) e, quando k = 1, denotaremos PG em vez de PG(1).

Uma relagdo interessante entre uma PA e uma PG é apresentada em [3], onde é mostrado que
uma fungdo de tipo exponencial transforma uma PA em uma PG. Surge, entdo, uma questio
interessante, que é saber se essa relacdo permanece valida quando abordamos progressoes de ordem
superior. Para a ordem 2 é mostrado em [5] que a relacdo permanece vélida, isto é, que fungéo de
tipo exponencial transforma PA(2) em PG(2). Este trabalho avanga, mostrando que tal resultado
pode ser generalizado, isto é, que uma func¢éo de tipo exponencial transforma PA (k) em PG(k), para
k =2,3,.--. Mostraremos também que uma func¢do logaritmica transforma uma PG (k), de termos
positivos, em uma PA(k). Além disso, mostraremos algumas férmulas bésicas como: férmula
do n-ésimo termo, férmula do produto e da soma dos n primeiros termos para PG(k) e PA(k),
respectivamente. Com o propésito de melhorar o entendimento dos conceitos aqui abordados,
primeiramente trabalharemos o caso particular em que k = 2 e, a seguir abordamos o caso geral.

O restante deste trabalho esta organizado em trés segoes. A Secdo 2 é dedicada a expor alguns
resultados e comentarios preliminares que servirdo de base para as secoes posteriores. Na Segao 3
trabalhamos as progressoes de ordem 2 e, por fim, a Secao 4 é dedicada ao estudo das progressoes
de ordem qualquer.

2. Notas Preliminares

Nesta secao faremos um breve esbogo sobre PA e PG recordando algumas de suas principais
propriedades. Além disso, abordaremos o conceito de fungdo de tipo exponencial e pontuaremos
algumas importantes observacoes sobre niimeros binomiais que serdo de fudamental importancia
no desenvolvimento das se¢oes posteriores.

Definigao 1. Uma sequéncia numérica (xy,Xs,...,Xp,...) ¢ uma PA  quando podemos obter cada
termo, a partir do segundo, como soma do termo anterior com uma constante r. Isto é, x;,; = x;+71
para todoi=1,2,--. A constante r é chamada de razao da PA.

Exemplo 1. A sequéncia (3,5,7,...,2n+ 1,...) é uma PA de razao r = 2, pois cada termo, a partir
do segundo, é obtido somando o termo anterior com a constante 2.

N

552 LAl



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Nunes e Sanquite

Revista eletronic:

As férmulas de recorréncia que determinam o n-ésimo termo de uma PA de razdo r e a soma S,
de seus n-primeiros termos sao dadas, respectivamente, por;

X, =X+ (n—1Dr (1)
¢ 1
Sp =nxy + Mr. (2)
2
Defini¢ao 2. Uma sequéncia numérica (xy,X5, **,Xy,...) ¢ uma PG, quando podemos obter cada
termo, a partir do segundo, como produto do termo anterior com uma constante q. Isto é, x;,1 =
X; - q para todo i = 1,2,---. A constante q é chamada de razao da PG.
Exemplo 2. A sequéncia (3,6,12,...,3 -2 ...) é uma PG de razdo q = 2, pois cada termo, a

partir do segundo, é obtido multiplicando o termo anterior com a constante 2.

Como pode ser visto em [6], as férmulas de recorréncia que determinam o n-ésimo termo de uma
PG de razao q, bem como o produto P, dos seus n primeiros termos, sdo dadas, respectivamente,
por

x, = x % 1, (3)

P,=xfq 7. (4)

Consideremos a e b ntimeros reais positivos com a # 1. A fungdo f : R — R definida por
f(x) = ba* é chamada tipo exponencial. O Teorema abaixo, encontrado em [3], mostra como PA e
PG relacionam-se por meio de uma funcao de tipo exponencial.

Teorema 1. Sejam (X{,Xa, ..., Xp,...) uma PA de razdo r e f(x) = ba* uma funcdo de tipo exponen-
cial. Entdo, a sequéncia (f(x),f(x2),...,f(xy),...) é uma PG de razdo a*.

Demonstragio. Como r é a razdo da PA (xq,Xp,...,Xp,... ), S€guUe que I = X,,1 — X, para todo
f(XIlJrl) _ aXn+1
fx,)  ao
que a sequéncia (f(x;),{(x5),...,{(xy,),...) ¢ uma PG. O

numero natural n. Por outro lado, note que = a’ para todo n natural, garantindo

A fim de obter as féormulas gerais para progressoes aritméticas e geométricas de ordem superior
serdo necessarias algumas propriedades dos ntimeros binomiais. Existem, na literatura, varias
obras que tratam desse assunto, veja ([6], [1], [2]).

Considerando m e n numeros inteiros ndo negativos, o niimero binomial (;) é definido, conforme
2], por
n!
n — X, se n2=im,
={m!(n—m)!

m
0, se n < m.

O ntimero n representa a linha e m a coluna onde o niimero esté posicionado no Tridngulo de Pascal.
Um resultado que tera papel importante neste trabalho é o chamado Teorema das Colunas, exposto
no Lema 1 abaixo.
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Lema 1. (Teorema das Colunas) Dados inteiros nao negativos n e p, a soma dos p + 1 primeiros
numeros da coluna n do Triangulo de Pascal é:

(n) . (n+ 1) R <n+p) _ (n+p+1)'
n n n n+1
Uma demonstragdo do Lema 1 pode ser vista em [1].

3. Progressoes Aritméticas e Geométricas de 22 ordem

Defini¢ao 3. Uma sequéncia (x,Xs,...,Xy,...) ¢ uma Progressdo Aritmética de segunda ordem,
isto é, PA(2), quando a sequéncia de diferengas (d,d,,...,dy,...), com d,, = x| — X, for uma
PA.

Exemplo 3. A sequéncia (1,3,7,13,21,...,1 + n(n—1),...) é uma PA(2), pois a sequéncia de dife-
rengas (2,4,6,8,...,2n,...) é uma PA de razdo igual a 2.

Para deduzir a férmula do n-ésimo termo de uma PA(2), digamos que a sequéncia (d;,d,, ..., d,, )
seja uma PA de razdo r. Assim, temos:

Xn = X1+(d1+d2+"‘+dn,1)
= x;+(n-1)d4 +Wr (5)
B n—1 N n—1 4+ n—1
= 0 X] 1 1 2 I.
Na segunda igualdade acima, usamos a férmula (2) para somar os termos da PA (dy,d,,...,d,, )
e o fato de que x; = (nO 1))(1.

Usando o Lema 1, obtemos a férmula da soma dos n primeiros termos da PA(2):

S EAEOA Y A YL

1 i=1 o
n n n

(1)X1 + (Z)dl + (3)1'

Observacgao 1. Levando em conta a definicdo de nimero binomial concluimos que

p (igl) =Y (1;1) Assim, na férmula (6), temos especificamente, Y1, (') = X, (') e

Zin=1 (1711) = Zin:3 (iil)'

Trataremos, a seguir, o conceito de Progressio Geométrica de segunda ordem, ou PG(2).

n

1

Definicao 4. Uma sequéncia (x,X5,...,X,,...) € uma Progressdo Geométrica de segunda ordem,

isto ¢ PG(2), quando a sequéncia de quocientes (q;,dy; ...,y .- ), cOmM q, = X;;: , for uma PG.
(n—1)(n—2)

Exemplo 4. A sequéncia (1,3,18,216,--,30 D). 2772 ) ¢ uma PG(2), pois a sequéncia de

quocientes (3,6,12,...,3-207D ) é uma PG de razdo igual a 2.
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Primeiramente determinaremos a férmula do termo geral de uma PG(2) (x,%3,...,Xy,...) CUja
sequéncia de quocientes (q;,qs,...,d,, ) ¢ uma PG de razdo q. Veja que

Xn = X149y dyg
1 (n—1)(n-2)
= Xl . q(ln ) . q 2 (7)
n-1 n—1 n—
= Xgo).qfl).q( 21)_

Na segunda equacao acima usamos a férmula do produto dos termos de uma PG, estabelecido em
(4).

Agora, considerando o Lema 1 e a Observagido 1, obtemos a férmula do produto dos n primeiros
termos de uma PG(2):

i, (5

X

n n (il n (i1
XIZri:l(O)'qlzdzl(l)_q
=1

i (8)
NORE

. ql . q(g)'

Para finalizar esta se¢do mostraremos que a fungao de tipo exponencial f(x) = ba*, definida ante-
riormente, transforma PA(2) em PG(2).

Teorema 2. Sejam (X{,Xp,...,Xy,...) uma PA(2) e f(x) = ba* uma fung¢io do tipo exponencial.
Entao, a sequéncia (f(x1),f(x2), ..., {(xy),...) € uma PG(2).

Demonstragdo. Sendo (x1,Xa,**,Xy,...) uma PA(2), entdo a sequéncia de diferengas
(dq,ds, ..., dy, ... ), onde d;, = x,,1-X,, ¢ uma PA, e suponhamos que sua razao seja r. Considerando

a funcdo exponencial g(x) = a*, pelo Teorema 1, segue que (adt,ad2 ... adn ...) é uma PG de

f(xu+ 1 ) —

razao a’. Agora, observe que o) a®n+17%0) = adn para todo n natural. Logo, concluimos que
(£(x1), f(xa), ..., £(x,), ... ) 6 uma PG(2). O

4. Progressoes Aritméticas e Geométricas de ordem k

Seja k um ndmero inteiro ndo negativo. Afim definir Progressdes Aritméticas de ordem k, defini-
remos o conceito de operador diferenca de ordem k.

Defini¢ao 5. Seja (xy,Xp,...,Xy,...) uma sequéncia de ntimeros reais. O operador diferenca de

ordem k, denotado por DX, ¢ definido recursivamente por Dan =D! (Dkflxn) = Dkflxnﬂ -D* 'x,.

Pela forma em que foi definido, note que o operador diferenca D¥ satisfaz Dj(Dkxn) = DjJ“kxn .
Por exemplo, szn = Dl(Dlxn) = Dlxml 7D1xn, D3x][1 = Dl(szn) = DZXHH szxn, e assim
sucessivamente.

Definigao 6. Uma sequéncia (xy,Xp,...,Xy,,...) ¢ uma Progressdo Aritmética de ordem k > 1, isto
é, PA(k), quando a sequéncia de diferengas (Dlxl,Dlxz, ,Dlxn, ...), com Dlxn = Xp41 — Xp, for
uma PA(k-1).

A fim de simplificar notagéo, vamos fixar o seguinte; ry = Doxl, r; = Dlxl, Ty, = szl, e T = Dkxl.

Veja que ry é o primeiro termo da sequéncia original, r; é o primeiro termo da sequéncia de
=
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diferencas de ordem 1; enfim, rp é o primeiro termo da sequéncia de diferencas de ordem k. A
férmula do n-ésimo termo e a da soma dos n primeiros termos de uma PA (k) sdo estabelecidas no
seguinte teorema.

Teorema 3. Seja (x1,Xp,...,Xy,...) € uma Progressio Aritmética de ordem k > 1. O n-ésimo termo

€ determinado por;
n—1 n—1 n—1 n—1
=g Jot| |, et (9)

e a soma de seus n primeiros termos é determinada por;

in = (Ill)ro + (;)rl + (131)1“2 o ot (ki 1)rk, (10)

Demonstragdo. Provaremos primeiramente a férmula do n-ésimo termo usando a inducao sobre k.

Se k = 2, temos
n—1 n—1 n—1
Xn = 0 I'O + 1 I'l + 2 I'2,

que é o n-ésimo termo de uma PA(2), conforme a igualdade (5). Por hipdtese, suponhamos que
a formula (9) seja vilida para uma PA(k—1). Sendo (xy,X5,*,Xp, --) uma PA(k), segue que a
sequéncia de diferencas (Dlxl , Dlxz, e Dlxn, ---) é uma PA(k—1). Assim, pela hipdtese de indugao

segue que
D'x, = (DBI)D‘XI + (HI I)szl + (n; 1)D3X1 P (E_i)Dkxl.

Agora, levando em conta o Lema 1, a Observacao 1, bem como essa ultima igualdade, obtemos;

X, = X1+ Xp—Xx)+(X3-Xp) + (X4-X3) + -+ (X, Xy 1)
= X +(D1X1 +D1X2+D1X3+"'+D1Xn,1)
n—1
= x;+ Z Dlx1
i=

= D% + (nll)Dlx1 + (nzl)szl + (n31)D3X1 R (nkl)Dkxl
n—1 n—1
) Ty + - + k Ty.

Para provarmos a férmula (10) utilizamos a férmula (9), o Lema 1 e a Observagao 1; assim obtemos;

21 . | S | 2oi—1
Zl( . )“Zl( : )1+Z]( , )r2+...+;( ) )rk.
/; n - n - n -

1I'0+ 2r1+ 3 r2+---+ k + 1 Ty.

|
///
B
S |
—_—
———
=
<
+
~
—_
Ju—
N~
]
+

T
A
Il
=

O
i
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A seguir definiremos Progressio Geométrica de ordem k > 1. Para isso, definiremos operador

k-1
quociente de ordem k, que é dado recursivamente por Qkxn = Ql (Qkflxn) = % Por exemplo,
Xﬂ
1 2
3 . .

szn = Ql(len) =8 Tl (Q7x, = QI(Q2XH) = %, e assim sucessivamente.

Q XU Q Xn
Definicao 7. Uma sequéncia (x;,X,...,Xy,...) ¢ uma Progressdo Geométrica de ordem k, isto é,
PG(k), quando a sequéncia de quocientes (QIXI,QIXZ,...,QIXH,... ), com len = x;—;], for uma

PG (k- 1).

Com o propésito de simplificar notagdes, vamos fixar o seguinte; q, = Qoxl,q1 = lel,qz =
szl, Ly = Qkxl. Veja que q, é o primeiro termo da sequéncia original, q; é o primeiro termo
da sequéncia de quocientes de ordem 1; enfim, q; ¢ o primeiro termo da sequéncia de quocientes
de ordem k.

A férmula do n-ésimo termo e também a do produto dos n primeiros termos de uma PG (k) serdo
estabelecidas no seguinte teorema.

Teorema 4. Seja (X[,Xa,...,Xp,...) € uma Progressio Geométrica de ordem k > 1. O n-ésimo
termo € determinado pela sequinte formula:

_ %
Xn =9

n-1 n-1 n-1

e o produto de seus n primeiros termos é determinado por

[T =l - q® - qff) g, (12)

i=1
Demonstragao. Vamos fazer primeiramente a prova da férmula (11), para isso usaremos a indugao
sobre k. Se k = 2, temos;
N O BN G BN G
Xn =g Sh) d, s
que ¢é férmula do n-ésimo termo de uma PG(2), conforme a igualdade (7), lembrando que q, = x;
e q, = q. Por hipdtese de indugéo, suponhamos que a férmula seja vélida para PG(k —1). Sendo

7

(X1,X9, .- Xy, --.) uma PG(k), segue que a sequéncia de quocientes (QIXI,Q1X2,...,Q1XH,...) é
uma PG(k—1). Assim, pela hipétese de indugao segue que

1 n-1 n—1 n—1 n:l
Qxy = a0 g g3 D),
Agora, levando em conta o Lema 1, a Observacdo 1, bem como essa ultima igualdade, obtemos;

X2 X3 Xn
Xl’l — Xl ¢ — b —— e

Xll X2 Ianll .
= x1-Qx;-Qx-Qx3-Qxyy
n—1 A1
= Xl'HileXi

n-1 /i— n—1 /i— n-1 (i— n-1 /i—
= x .qlzi:l (") . qzzizl (" .qSZizl (5" quizl (k1)
n—1 n—-1 n—1 n-1
_ U g g,
D
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("").

Nessa 1iltima igualdade levamos em conta o fato de que q, = xj e x; = X3

A fim de provar a férmula (12) utilizaremos a férmula (11), o Lema 1 e a Observagdo 1. Assim, o
produto dos n-primeiros termos de uma PG (k) é estabelecido da seguinte forma;

n

n n-1 n n—1 n n—1 n n-1
l_[Xi — qgiZI(O)'qIZ:i:I( 1 )'qgi:](Z)”'quZI(k)
i=1
B B CINC S (S0
O
Mostraremos agora que a fungdo de tipo exponencial f(x) = ba*, transforma PA (k) em PG(k).
Teorema 5. Sejam (x1,X5,...,Xp,...) uma PA(k) e f(x) = ba* uma func¢do do tipo exponencial.

Entao, a sequéncia (f(x1),f(x3),...,f(x,),...) € uma PG(k).

Demonstracio. Faremos a demonstragdo por indugao sobre k. Para k = 1 o resultado segue do
Teorema 1. Suponhamos agora que o resultado seja valido para k = m, com m > 1, provaremos
que o resultado é valido para k = m + 1.

Sendo (xy,X,...,Xp,...) uma PA(m + 1), segue que a sequéncia de diferengas (d;,d,,...,d,,...),
onde d,, = x,,1 X, ¢ uma PA(m). Agora, pela hipétese de indugao, segue que (ad1,ad2,...,adn, ..)
¢ uma PG(m), pois é a imagem de (d;,d,,...,d,,...) pela fungdo exponencial g(x) = a*. Por fim,
veja que % = a1 = g% garantindo que (f(x;),f(x5),...,f(x,),...) é uma PG(m + 1),
finalizando andemonstragéo. O

Para finalizar, é importante fazermos uma observacao com respeito a reciproca do teorema anterior,
isto é, se existe uma fungdo que transforma uma PG (k) em uma PA (k). Pelo menos quando consi-
deramos uma PG(k) com termos positivos isto é verdadeiro, considerando uma func¢ao logaritmica,
como pode ser visto no teorema abaixo.

Teorema 6. Sejam (x,Xp,...,Xy,... ) uma PG(k) de termos positivos e g(x) = log, (x), com a > 0
e a # 1, uma funcdo logaritmica. Entdo, a sequéncia (g(x1),8(Xa),...,8(Xy),...) € uma PA(k).

Demonstracdo. Faremos a demonstragdo por indugao sobre k. Veja que o resultado é valido para
k = 1, pois, neste caso, (X1,Xs,...,Xy,...) € uma PG, cuja razdo serd denotada por q. Note que

Xn+1

log, (xy41) — log, (x,) = log, (T) = log, (q), para qualquer que seja o nimero natural n. Isso

mostra que (g(x;),g(x2),...,8(Xy),...) ¢ uma PA de razao log,(q).

Suponhamos agora que o resultado seja valido para k = m e m > 1. Sendo (xy,Xg,...,Xp,...) UmMa
PG(m + 1) segue que a sequéncia de quocientes (Q, Q,, ..., Q,,...), com Q_ = 2L ¢ uma PG(m).

Xﬂ ’
Dai, pela hipdtese de inducao segue que (g(Q;),g(Q,),...,8(Q,),...) é uma PA(m). Notando que

Xn+l

g(Xpe1) —8(x,) = 1oga(T) = g(Q,), garantimos que (g(x),g(X,), ..., g(xy),...) é uma PA(m +1),
como queriamos demonstrar.

O

N
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