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Variacoes de Parametros em Funcoes: proposta e
experiéncia didatica remota com o GeoGebra
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Resumo

No processo de ensino e aprendizagem de fungdes no Ensino Médio e no inicio de cursos univer-
sitarios da area de Exatas, a analise grafica de algumas composi¢oes de funcoes tem sido pouco
explorada. Neste trabalho, apresentamos uma contribui¢ao ao ensino de fungdes, por meio de uma
construgdo geométrica no aplicativo GeoGebra, na qual a representagao grafica é dinamicamente
apresentada em articulacdo com a algébrica. Mais especificamente, vamos analisar e classificar os
efeitos geométricos de pardmetros a, b, ¢ e d sobre uma dada funcdo f: X ¢ R - R ao conside-
rarmos a func¢do g(x) = af(bx + ¢) + d, sendo bx + ¢ € X. Além disso, relatamos uma experiéncia
didatica remota realizada com uma turma de ingressantes de um curso de graduacgdo, na qual a
construgao foi utilizada. Por meio do recurso Classroom da plataforma do GeoGebra, foi possivel
criar um espaco de didlogo e aprendizagem ativa entre estudantes e professora durante a atividade
on-line.

Palavras-chave: fungdes; variagdo de parametros; transformagoes geométricas; GeoGebra; ensino
e aprendizagem online de Matemaética.

Abstract

In the process of teaching and learning functions in high school and at the beginning of university
courses in STEM courses, the graphic analysis of some function compositions has been little ex-
plored. In this work, we present a contribution to the teaching of functions, through a geometric
construction using GeoGebra, in which the graphic representation of a function is dynamically
presented in articulation with the algebraic representation. More specifically, we will analyze and
classify the geometric effects of parameters a, b, ¢c and d on a given function y = f(x) by considering
the function g(x) = af(bx+c)+d. In addition, we report on a remote didactic experience carried out
with a group of first semester students from an undergraduate course, in which the construction
was used. Through the Classroom feature of the GeoGebra platform, it was possible to create a
space for dialogue and active learning between students and the teacher during the online activity.

Keywords: functions; parameter variation; geometric transformations; GeoGebra; online learning
and teaching of Mathematics.
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1. Introdugao

O estudo de fungoes reais de uma varidvel real, ou seja, de fungoes f : X ¢ R —» R, geralmente
¢ introduzido no Ensino Bésico, e constitui um dos conceitos matematicos mais importantes em
qualquer ramo das Ciéncias Exatas. Nos cursos de graduagdo, o aprendizado sobre fungbes tem
prosseguimento nas chamadas disciplinas de Cédlculo Diferencial e Integral, e suas aplicagbes sdo
extremamente diversas. Entretanto, algumas propriedades geométricas envolvendo o estudo de
composicoes de fungdes, muitas vezes, sdo vistas de forma bastante superficial. Em particular,
sao pouco estudadas as relagdes que tais compostas possuem com as chamadas Transformacoes
Geométricas, tais como as isometrias e as homotetias. A nosso ver, os principais motivos para um
estudo superficial dos efeitos geométricos associados a determinadas composi¢oes de fungoes em
sala de aula sdo de duas ordens:

(i) carga hordria curricular que, geralmente, é reduzida para todo o contetido programético que se
deveria ministrar e;

(ii) dificuldade de uma visualizacdo dindmica dos graficos de tais compostas por meio de apli-
cativos que sejam livres, eficientes e de facil manipulacéo.

Quanto ao Item (i), concordamos que ha contetidos que sdo mais bésicos e urgentes ao apren-
dizado dos alunos do que a analise grafica de composicao de fungdes, o que justifica deixar esse
assunto na forma de atividade complementar para os alunos. No entanto, conforme mostraremos
neste artigo, o entendimento dos efeitos geométricos de algumas composi¢oes simples amplia a
compreensao do proprio grafico, visto que a representacdo é apresentada em articulagdo com a
algébrica. Isso pode trazer beneficios para a aprendizagem dos conteliidos mais béasicos e urgentes,
além de simplificar o processo de construcao de alguns graficos.

Quanto ao Item (ii), hd, na atualidade, o aplicativo GeoGebra que cumpre as caracteristicas
supracitadas e que possui as qualidades necessarias para o empreendimento dos estudos aos quais
estamos nos referindo, mas que ainda nao possui a insercao que gostariamos no cotidiano da sala
de aulas.

Considerando que estamos em uma fase de mudancas no Ensino de modo geral, precipitadas
pelo atual periodo de isolamento social, onde a convivéncia com aulas remotas parece ser uma
tendéncia, propomos uma atividade complementar que pode ser realizada de forma remota, en-
volvendo a andlise e a classificacdo dos efeitos geométricos de cada parametro a, b, ¢ e d, sobre
uma dada fungdo f : X ¢ R - R, ao considerarmos a composicdo g : Y ¢ R - R, dada por
g(x) = af(bx+c¢) +d, sendo bx+c € X. A partir do relato da experiéncia de realizagdo da atividade
didatica em uma turma de ingressantes de um curso de Graduagao, refletimos sobre o processo
on-line de ensino e aprendizagem de graficos de compostas de funcoes, especialmente com relacéo
a sua representagao grafica, em articulagdo com sua expressao algébrica.

Na elaboragao da experiéncia didatica, buscamos utilizar ferramentas do software Geogebra para

proporcionar um ambiente de aprendizagem ativa para os estudantes. Como ja ressaltava Moran

([7], p- 24), “a combinagdo da aprendizagem ativa e hibrida com tecnologias méveis é poderosa para

desenhar formas interessantes de ensinar e aprender”. Sem poder nos encontrar presencialmente,

também aproveitamos de recursos mais recentes da plataforma do GeoGebra, para possibilitar um

espaco de comunicagao dialdgica entre estudantes e professora, durante a realizagdo da experiéncia.
ran
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Conforme ja dito, esse assunto estd diretamente relacionado a area da Geometria que trata das cha-
madas Transformagées Geométricas do plano no plano, e possui aplicagdoes em diversos ramos da
Ciéncia, como computagao grafica e modulagao de ondas eletromagnéticas em Telecomunicagoes.
Quando as transformacoes geométricas sao operadores lineares, elas geralmente sao estudadas em
disciplinas de Algebra Linear da graduacio sob o nome, por exemplo, de rotacdes, reflexdes (em
retas), compressoes, dilatagdes, homotetias, cisalhamentos, projegoes ortogonais etc. Exemplos
mais comuns de transformagoes geométricas que podem nao ser operadores lineares sao as trans-
lacoes, inversdes em circulos e projecoes estereograficas, que podem, inclusive, ser utilizadas na
composi¢ao com transformagoes que sdo operadores lineares e dar origem a uma gama enorme de
outras transformacoes.

Neste artigo, veremos que os parametros a, b, ¢ e d em g(x) = af(bx + ¢) + d conduzem-nos a
casos particulares de translacoes, dilatagoes e compressoes apenas. Observemos que os parametros
a e b sao multiplicativos, enquanto c e d sdo aditivos na composta g. Observemos, também, que
b e ¢ sdo pardmetros que atuam nos dominios das fungbes, enquanto a e d atuam nos conjuntos
imagens das fungoes.

2. A preparacao da construgao geométrica “Variagao de Pardmetros em Fungoes”

Nesta se¢do, descrevemos como construir a base da construgdo geométrica feita no GeoGebra,
que serd utilizada neste artigo. Além disso, dada a necessidade emergencial de que o trabalho
educativo fosse desenvolvido remotamente, indicaremos a forma como foi realizada a experiéncia
didatica relatada na Secao 8, por meio da plataforma do GeoGebra.

Consideremos uma funcgdo f : X ¢ R - R, as constantes reais a, b, ¢ e d e a composicao
g:Y c R - R, dada por g(x) = af(bx +c) + d, sendo bx + ¢ € X. As constantes a, b, c e
d sao chamadas de parametros.

Conforme dito na secdo introdutéria, o software utilizado neste artigo é o GeoGebra e a cons-

trugao pronta com trés exemplos especificos para a fungao base f pode ser conferida no link:
https://www.geogebra.org/m /jddchfed

Os exemplos trabalhados na construcao geométrica supracitada sao das fungoes:

(1) f: R » R, dada por f(x) = sen(x).

(2) f: R, » R, dada por f(x) = In(x).

(3) f: R » R, dada por f(x) = x>.

Tendo em vista a liberdade de podermos alterar a funcdo base f, inclusive para os exemplos
apresentados mais adiante neste artigo, explicaremos brevemente e de modo simplificado como
construir os controles deslizantes associados a cada um dos parametros a, b, ¢ e d e como entrar
com a expressao da fun¢do f desejada no GeoGebra. Para tanto, vamos utilizar a chamada versao
“classica” do GeoGebra, que pode ser baixada a partir do site oficial do aplicativo (geogebra.org).

Um controle deslizante é um dispositivo que permite ao usudrio atribuir valores a uma varid-
vel por meio da movimentagao de um ponto em uma pequena barra. Vamos criar quatro controles
deslizantes, um para cada pardmetro. O intervalo de variacdo de cada um deles pode ser definido
na janela de configuracdo do controle, e esse intervalo depende da func¢ao base f com a qual se
deseja trabalhar. As imagens a seguir ilustram o procedimento de construcdo dos controles:

N
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GeoGebra Classic 5
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Figura 1: Construindo os controles deslizantes — um para cada parametro.

Para entrar com as expressoes das fungoes f e g, utilizamos o campo de entrada localizado na
parte inferior da tela. Nas imagens a seguir, estao ilustrados os procedimentos, sendo que, a titulo
de exemplo, tomamos f(x) = % Depois de feita a construgdo, basta movimentar os pontos nas
barras deslizantes e observar o efeito geométrico que cada pardametro produz no grafico da g, tendo
por base o grafico da f.

1 GeoGebra Classic 5 = o X
Entrad: j=x/(x-1
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e =% Janela de A'Igeb a

(4) Verificando na
Janela de Algebra
Entrando com e visualizando os
a expressdo da g grdficosdefeg

(3) Entrada: g(x)=a*f(b"xke) Entrada

Figura 2: Entrando com as expressoes das funcoes f e g.

Além do software, utilizamos o recurso Classroom, disponivel na plataforma do GeoGebra, para
criar um ambiente virtual de aprendizagem, no qual fosse possivel a exploragdo, por cada estu-
dante, da construcdo disponibilizada por meio de um link durante uma atividade sincrona com os
estudantes. As imagens a seguir ilustram o procedimento para criacdo da classe e do link para a
atividade.
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wT 2~"a>
F() = sen( E(x) — af(bx + <) + a

Figura 3: Criando e nomeando uma classe no GeoGebra Classroom.

Além disso, por meio da classe criada, a professora podia ter acesso as respostas e manipulagoes
de cada estudante, como sera mostrado mais adiante.

3. Anélise do Parametro a

Com a nomenclatura e notagdes basicas para as funcgoes f e g que foram introduzidas na secéo
anterior, e considerando os graficos de f e g em um mesmo sistema de coordenadas cartesianas or-
togonais, o parametro a esta relacionado a deformagdes verticais a partir do grafico de f, ou melhor,
deformagoes verticais que resultam no grafico de g(x) = af(bx+c)+d quando deixamos b, c e d fixos.

Com o intuito de deixar a leitura deste texto mais didatica e evitar o uso de uma simbologia
matemdtica muito técnica (embora precisa), vamos abusar um pouco da linguagem informal nas
defini¢bes que apresentamos a seguir. Para uma abordagem mais precisa, sugerimos as referéncias
[5] e [3].

Tomando-se por referéncia o grafico de g para a = 1, quando a deformacao vertical produzida
pela variacao de a no grafico de referéncia resulta em um “achatamento” desse gréafico, chama-
mos a deformacao de compressao, e, quando a deformagao vertical produzida pela variagdo de a no
grafico de referéncia resulta em um “esticamento” do grafico, chamamos a deformacao de dilatagdo.

Em uma deformacao vertical, além da compressao e dilatagao, ainda podemos ter uma reflexao em
torno de uma reta. O teorema abaixo sintetiza nossos resultados acerca do parametro a:

Teorema 1. Consideremos uma funcaof: X ¢ R - R, as constantes reais a, b, ¢ ed e a composi¢do
g: Y cR - R, dada por g(x) = af(bx + ¢) + d, sendo bx + ¢ € X. Tomando-se por referéncia o
grifico de g quando a = 1 temos:

(i) Sea> 1, entao o grdfico de g é uma dilatagdo vertical do grifico de referéncia.

(ii) Sea =1, entdo o grifico de g € o proprio grdafico de referéncia.

(ili) Se 0 < a < 1, entdo o grifico de g é uma compressao vertical do grdfico de referéncia.

(iv) Se a =0, entdo o grifico de g é uma reta horizontal; grifico da funcdo constante g(x) = d.
(v) Se -1 < a <0, entdo o grifico de g € uma compressao vertical do grdfico de referéncia com
reflexdo em torno da reta horizontal y = d.

(vi) Se a = —1, entdo o grifico de g é uma reflexio do grdfico de referéncia em torno da reta
horizontal y = d; neste caso temos uma isometria.

(vii) Se a <—1, entdo o grdfico de g é uma dilata¢ao vertical do grifico de referéncia com reflexdo
em torno da reta horizontal y = d.

Como exemplo ilustrativo, tomemos f(x) = sen(x), com x € R, como fun¢do base e seu grafico
como referéncia, ou seja, vamos fixar b =1 e ¢ =d = 0 e fazger a variar em g(x) = af(x) = asen(x).
As imagens a seguir ilustram as diversas situagoes apresentadas pelo Teorema 1:

N
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Exemplos :
(V] f(x) = sen(x) ] f(x) = In(x) O fx=x
®

Figura 4: Efeito geométrico do parametro a.

E facil perceber que se a funcdo f do exemplo acima fosse utilizada, por exemplo, para modelar
o comportamento de ondas eletromagnéticas, o parametro a estaria associado a amplitude de tais
ondas.

Uma observacao interessante é que se utilizarmos a transformagdo geométrica do plano (carte-
siano) no plano T : R? - R?, dada por T(x,y) = (x,ay), podemos considerar no lugar de y = f(x)
qualquer outra curva ou figura F no plano do dominio de T (néo necessariamente grafico de uma
funcao f) e teremos como imagem T(F) uma deformagio vertical de F. Por exemplo, se F for
um circulo de raio r com centro na origem, entdao T(F) é uma elipse com um dos semieixos com
comprimento r (quando a # +1 ou 0).

Y

-

T T(F)

x sl BN
N

circunferéncia elipse

Figura 5: Uma transformagao do plano no plano envolvendo o paradmetro a.

4. Anélise do Parametro b

Nesta secao, vamos considerar a mesma nomenclatura e notagoes basicas para as fungoes f e g que
foram introduzidas na secdo anterior, bem como os graficos de f e g em um mesmo sistema de
coordenadas cartesianas ortogonais.

O pardmetro b estd relacionado a deformacoes horizontais a partir do grafico de referéncia de
g(x) = af(bx + ¢) + d quando deixamos a, ¢ e d fixos.

As defini¢oes sdo andlogas aquelas que demos na secao acima: tomando-se por referéncia o gra-
fico de g para b = 1, quando a deformagao horizontal produzida pela variacdo de b no grafico de
referéncia resulta em um “achatamento” desse gréafico, chamamos a deformacéo de compressao, e,
quando a deformagao horizontal produzida pela variagdo de b no grafico de referéncia resulta em
um “esticamento” do grafico, chamamos a deformacao de dilatacao.

Em uma deformacao horizontal, além da compressdo e dilatagdo, ainda podemos ter uma re-
flexdo em torno do eixo das ordenadas (eixo y). E essa é uma diferenga marcante em relagio
as deformagoes verticais da segdo anterior, que poderiam ocorrer em qualquer reta horizontal (a
depender do valor de d). Nas deformagoes horizontais, a reflexdo sempre ocorre no eixo y. O
teorema abaixo sintetiza nossos resultados acerca do pardmetro b:

N
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Teorema 2. Consideremos uma fungdof: X ¢ R - R, as constantes reais a, b, ¢ ed e a composi¢do
g: Y CR - R, dada por g(x) = af(bx + ¢) + d, sendo bx + ¢ € X. Tomando-se por referéncia o
grifico de g quando b =1 temos:

(i) Se b > 1, entao o grdfico de g é uma compressdo horizontal do grifico de referéncia.

(ii) Se b =1, entdo o grdfico de g é o préprio grdfico de referéncia.

(ili) Se 0 < b < 1, entdo o grafico de g € uma dilatacdo horizontal do grdfico de referéncia.

(iv) Seb =0, entdo o grdfico de g é uma reta horizontal; grifico da fungdo constante g(x) = af(c)+d,
caso c € X.

(v) Se -1 < b <0, entdo o grdfico de g é uma dilatagcdo horizontal do grifico de referéncia com
reflexdo em torno do eizoy.

(vi) Se b =—1, entdo o grifico de g € uma reflexdo do grifico de referéncia em torno do eixo y;
neste caso temos uma isometria.

(vii) Se b < —1, entdo o grdfico de g € uma compressao horizontal do grdfico de referéncia com
reflexdo em torno do eizoy.

No Teorema 2, é sempre bom enfatizar que a hipdtese bx + ¢ € X pode restringir as hipéteses
de cada item. Em alguns casos nem hé itens a considerar. Por exemplo, se a funcdo base for
f(x) = In(x) e os pardmetros fixados no gréfico de referéncia forem a = 1, ¢ = d = 0 (ou seja, o
grafico de referéncia for o grafico da prépria f), entdo ndo faz sentido o item (iv), pois teriamos
g(x)=In(0), que nao estd definido.

Como exemplo ilustrativo, tomemos novamente f(x) = sen(x), com x € R, como funcdo base
e seu grafico como referéncia, ou seja, vamos fixar a = 1 e ¢ = d = 0 e fazer b variar em
g(x) = f(bx) = sen(bx). As imagens a seguir ilustram as diversas situagbes apresentadas pelo
Teorema 2:

b=1
N
9 - 7 5 - 2 1
-1
--------- 1
0<b<l
9 ) 7 4 q 2 - 1 2 3 4 5 [3 7 8 9
..................... K
.......... 1
b=0

N
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g(x) = af(x)

Exemplos :
f(x) = sen(x) [ f(x) =In(x) [ fx) =
®

Figura 6: Efeito geométrico do pardmetro b.

Mais uma vez, é facil perceber que se a fungdo f do exemplo acima fosse utilizada, por exem-
plo, para modelar o comportamento de ondas eletromagnéticas, o parametro b estaria associado a
frequéncia de tais ondas.

Também, de modo andlogo & observacdo que fizemos na se¢do anterior: se utilizarmos a trans-
formacdo geométrica do plano no plano T : R2 —» R2, dada por T(x,y) = (bx,y), podemos

considerar no lugar de y = f(x) qualquer outra curva ou figura F no plano do dominio de T, e
teremos como imagem T(F) uma deformacao horizontal de F.

A
- /

circunferéncia elipse

Figura 7: Uma transformagio do plano no plano envolvendo o pardmetro b.

N

44 e
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Agustini e Lopes

5. Analise do Parametro c

Mais uma vez, nesta secdo, vamos considerar a mesma nomenclatura e notagoes bésicas para as
fungoes f e g que foram introduzidas nas se¢des anteriores, bem como os gréficos de f e g em um
mesmo sistema de coordenadas cartesianas ortogonais.

A andlise do pardmetro ¢ é mais simples do que a dos parametros a e b, pois ¢ estd relacionado
as translagbes, que chamaremos de deslocamentos, horizontais a partir do grafico de referéncia de
g(x) = af(bx + ¢) + d quando deixamos a, b e d fixos. Portanto, estamos falando de movimentos
isométricos. Nao ha deformagoes do grafico de referéncia.

O teorema abaixo sintetiza nossos resultados acerca do pardmetro c:

Teorema 3. Consideremos uma fungdof: X ¢ R - R, as constantes reais a, b, ¢ ed e a composi¢do
g: Y CR - R, dada por g(x) = af(bx + ¢) + d, sendo bx + ¢ € X. Tomando-se por referéncia o
grifico de g quando ¢ = 0 temos:

(i) Se ¢ > 0, entdo o grdfico de g é um deslocamento horizontal, de ¢ unidades do grifico de
referéncia, para a esquerda.

(ii) Se ¢ =0, entdo o grdfico de g é o proprio grifico de referéncia.
(iii) Se ¢ < 0, entdo o grdfico de g é um deslocamento horizontal, de —c unidades do grdfico de
referéncia, para a direita.

Neste teorema, € interessante observar algo que é, de certa forma, contrario a nossa intuigdo: ¢ po-
sitivo significa deslocamento para a esquerda e nao para a direita, assim como ¢ negativo significa
deslocamento para a direita e ndo para a esquerda.

Retomemos nosso exemplo ilustrativo das secbes anteriores f(x) = sen(x), com x € R, como
funcéo base e seu grafico como referéncia, ou seja, vamos fixar a =b = 1 e d = 0 e fazer ¢ variar
em g(x) = f(x + ¢) = sen(x + ¢). As imagens a seguir ilustram as diversas situacoes apresentadas
pelo Teorema 3:

{
Q

[j parametro a

5 Variagdo de parametros em fungdes
D parametro b

o
I

Dado o grafico da fungdo f, como os
D parametro c i parametros a, b, c e d influenciam no
grafico da funcdo g(x) = af(bx+c)+d ?

o
W
°

a
1
o

D parametro d

D Exercicio 3
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Exemplos :
(ﬂ f(x) = sen(x) j f(x) = In(x) []fx)= x?
®

Figura 8: Efeito geométrico do parametro c.

Novamente, é facil perceber que se a fungao f do exemplo acima fosse utilizada, por exemplo, para
modelar o comportamento de ondas eletromagnéticas, o pardmetro c estaria associado a fase de
tais ondas.

Também, de modo andlogo & observagdao que fizemos na secao anterior: se utilizarmos a trans-
formacao geométrica do plano no plano T : R?2 - RZ2, dada por T(x,y) = (x + ¢,y), podemos
considerar no lugar de y = f(x) qualquer outra curva ou figura F no plano do dominio de T e
teremos como imagem T(F) um deslocamento horizontal de F.

-

1(F)

circunferéncia circunferéncia

Figura 9: Uma transformagdo do plano no plano envolvendo o pardmetro c.

6. Analise do Parametro d

Por fim e mais uma vez, nesta secao, também vamos considerar a mesma nomenclatura e notagoes
basicas para as fungoes f e g que foram introduzidas nas se¢des anteriores, bem como os graficos
de f e g em um mesmo sistema de coordenadas cartesianas ortogonais.

A analise do pardmetro d é a mais simples dentre todas, pois d estd relacionado as transla-
¢oes, que estamos chamando de deslocamentos, verticais a partir do grafico de referéncia de
g(x) = af(bx + ¢) + d quando deixamos a, b e c fixos. Portanto, assim como na segdo ante-
rior, estamos falando de movimentos isométricos. Nao ha deformagoes do grafico de referéncia.

O teorema abaixo sintetiza nossos resultados acerca do pardmetro d:

Teorema 4. Consideremos uma fungdof: X ¢ R - R, as constantes reais a, b, ¢ ed e a composi¢do
g: Y CcR - R, dada por g(x) = af(bx + ¢) + d, sendo bx + ¢ € X. Tomando-se por referéncia o
grifico de g quando d = 0 temos:

(i) Sed > 0, entdo o grdfico de g é um deslocamento vertical, de d unidades do grifico de referéncia,
para cima.

(ii) Se d =0, entdo o grdfico de g é o préprio grdifico de referéncia.

(iii) Se d < 0, entdo o grifico de g é um deslocamento vertical, de —d unidades do grifico de
referéncia, para baizo.

N
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E curioso que, ao contrario do que vimos na se¢do anterior, neste caso, a intuicdo “casa” com o
movimento: d positivo significa deslocamento para cima, assim como d negativo significa desloca-
mento para baixo.

Por fim, vamos ao nosso exemplo ilustrativo das se¢bes anteriores f(x) = sen(x) com x € R,
como funcdo base e seu grafico como referéncia, ou seja, vamos fixar a = b = 1 e ¢ = 0 e fazer
d variar em g(x) = f(x) +d = sen(x) + d. As imagens a seguir ilustram as diversas situagoes
apresentadas pelo Teorema 4:

g(x) = af(x)

Exemplos :

(] f(x) = sen(x) [ f(x) = In(x) []fx)= x?

®

Figura 10: Efeito geométrico do parametro d.

E, mais uma vez, também de modo andlogo a observacido que fizemos nas se¢bes anteriores: se
utilizarmos a transformacdo geométrica do plano no plano T : RZ - R2, dada por T(x,y) =
(x,y +d), podemos considerar no lugar de y = f(x) qualquer outra curva ou figura F no plano do
dominio de T, e teremos como imagem T(F) um deslocamento vertical de F.

y
T T(F)

-

circunferéncia circunferéncia

Figura 11: Uma transformacdo do plano no plano envolvendo o parametro d.
ran
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7. Algumas Sugestoes de Atividades

E claro que podemos trabalhar com ajustes de curvas fazendo a variacdo de todos os quatro paré-
metros estudados nas segoes anteriores simultaneamente. Nesse sentido, muitas atividades podem
ser propostas, e a construcdo geométrica feita no GeoGebra pode ajudar muito. Vamos comecgar
com o exercicio proposto na propria construgdo geométrica utilizada para ilustrar as se¢oes ante-
riores.

(1) Ajustando uma parabola e verificando que os parametros nem sempre sio tnicos.

Considerando f(x) = x2 e g(x) = af(bx + ¢) + d, a atividade consiste em ajustar a, b, c e d de
tal modo que o grafico de g, no plano cartesiano, seja uma parabola que possua vértice no ponto
(2,-2) e passe pelos pontos (0,—4) e (4,—4).

Trata-se de um exercicio simples, e, apés alguma manipulagdo na construcao geométrica, o aluno
geralmente chega aos valoresa = 0,5, b =1, c =-2ed = -2, que, na Figura 12 a seguir, chamamos
de “Solugao 1”7 e que conduz a parabola de equagao cartesiana y = 7%X2 +2x —4.

° %] parametro a e ® N L
b=1 s Variando os parametros, encontre uma
" ° parametro b paréh.i)la que possua vértice no ponto (2, —2)
“. parametro c e pa_s:se pelos pontos (0, —4) e (4,—4).
d=-2 4 §
Il [ ] ‘parametro d
V] Exercicio :
] Solugdo 1 3
E Solugdo 2 2
1
()=—2(x—22—2=—-x*+2x—4
= y 7 3 3 2 T H 3 3 3 13 7 3 3
Exemplos :
(] f(x) = sen(x) (] f(x) =In(x) ¢ f(x) =%
®

Figura 12: Ajustando os parametros de acordo com as exigéncias do enunciado.

N
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E curioso que os pardmetros escolhidos podem néo ser tnicos. No caso do exemplo acima, hd uma
outra solucdo, nao tao trivial quando a primeira, que é obtida fazendo a = -1, b = 0,5, ¢ = -1
e d = -2, conforme pode ser constatado na Figura 13 a seguir. Entretanto, é muito importante
ter em mente que se hd uma unica pardbola que satisfaca as condigdes pedidas (e nesse caso a
pardbola é tinica mesmo), entdo a expressdo da fungdo g deve conduzir a uma equagio cartesiana
de pardbola equivalente (igual se o y estiver isolado) & equacdo que encontramos acima, ou seja,
y = *%X2 +2x 4.

: ; ~
° 7] parametro a ; ]
b=05 J : s Variando os parametros, encontre uma
: ° m parametro b parabola que possua vértice no ponto (2, —2)
S [} parametro c e pagse pelos pontos (0, —4) e (4, —4).
: . :
d=-2 '»‘ .
. []'parametro d
E Exercicio :
V) Solugdo
/] Solugzo 2

i ey T % iy b % 2 A o 1 H 3 I 5 s

g(x):—Z(%x71)2—2=—%x2+2x—4

Exemplos :

(] f(x) = sen(x) [ f(x) =In(x) V] f(x) =x

®

Figura 13: Outra solugdo para o ajuste de parametros.

(2) Encontrando o grifico de uma fungdo polinomial de grau até n—1 que passa por n pontos com
abscissas diferentes dados no plano cartesiano.

E cldssico o resultado que afirma que, dados n pontos no plano cartesiano, todos com abscis-
sas distintas, existe uma funcao polinomial de grau até n — 1 cujo grafico passa pelos n pontos
dados. De fato, se considerarmos y = a,_x* ! + a, »x" 2 + --- + a,X> + a;X + a, a0 substituirmos
as coordenadas (x,y) de n pontos com abscissas distintas, podemos montar um sistema linear nxn
que possui solugdo para os coeficientes ag, ay, .., a, |-

Podemos pensar nos coeficientes de uma funcdo polinomial de grau até n — 1, g(x) = a, (X" +
ap oX" 2 4 - + ayx? + a;X + a como parametros que podem ser variados em uma construcio ge-
ométrica, similar aquela em que estamos trabalhando, e usé-la para desenvolver o assunto com
exemplos simples, variando o nimero de pontos e o grau do polinémio e analisando quando é
possivel ter ou nao solugoes e se elas sdo tinicas ou nao.

Em particular, o caso de n pontos e grau até n — 1 pode ser estendido ao estudo de sistemas
lineares possiveis ou compativeis.

(3) Por cinco pontos distintos no plano cartesiano existe uma tnica curva conica (pode ser dege-
nerada) que passa por eles.

Eis aqui outro exercicio interessante. De modo anilogo ao item acima, podemos considerar a
equacdo geral de curva conica ax? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0 no plano cartesiano. Considerando

N
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que a, b ou ¢ tem que ser diferente de zero, podemos dividir tal equacdo por um desses valo-

res e, em vez de considerar seis coeficientes, podemos considerar cinco coeficientes, por exemplo,
’ ’ /

2+bxy+c/y2+dx+e'y+f =0.

Mais uma vez, podemos pensar em coeficientes como pardmetros e trabalhar com eles em uma
construgdo geométrica similar aquela com a qual estamos ilustrando este texto. Novamente, temos
uma ponte para considerar o estudo com n pontos quaisquer e analisar existéncia e unicidade de
solugoes, além do vinculo com sistemas lineares.

Cabe ressaltar que o famoso logo constituido de uma curva fechada passando por cinco pontos
do GeoGebra faz lembrar esta sugestao de exercicio.

(4) Reta do Método dos Minimos Quadrados.

O Método dos Minimos Quadrados é bem estudado em disciplinas como Calculo Numérico, por
exemplo, e consiste em encontrar uma reta no plano cartesiano que esteja, de certo modo, préxima
a um conjunto de pontos dados. Mais especificamente, dados n pontos (x;j,y;) no plano cartesiano,
o método consiste em encontrar uma reta y = ax + b tal que a soma dos quadrados das distan-
cias verticais dos pontos a reta seja a menor possivel. Ou seja, o método consiste em minimizar
S(a,b) = T | (v, — (ax; + b))%

Assim, como nas duas sugestoes acima, podemos pensar em a e b como pardmetros. Com uma
pequena adaptagao, podemos calcular no GeoGebra as n distancias verticais dos pontos ao grafico
da funcdo afim g(x) = ax + b. Também podemos calcular a soma S(a,b) acima e, por meio de
ajustes nos parametros a e b, podemos estimar qual serd o menor valor possivel para S(a,b). E
claro que nesse caso temos uma férmula, que é deduzida nos cursos de Célculo Numérico e que
serve de “gabarito” para essa atividade.

(5) Algumas Equagées Diferenciais Ordinarias.

Em cursos de Célculo Diferencial e Integral ou, mais especificamente, em cursos de Equagoes
Diferenciais Ordinarias (EDOs), é comum considerar problemas envolvendo crescimento popula-
cional sem fatores inibidores, problemas envolvendo decaimento radioativo e problemas envolvendo
resfriamento (ou aquecimento) de corpos, associados & chamada “Lei de Resfriamento de Newton”.
Nao é nosso objetivo entrar em detalhes na formulagao de problemas aqui neste texto, entretanto, o
que esses trés problemas possuem em comum é a solucio, que sao funcoes da forma g(x) = a.e®* +¢
e, as vezes, chamadas de “fung¢bes do tipo exponencial”.

Aqui, mais uma vez, podemos enxergar os coeficientes a, k e ¢ como pardmetros e, de forma
andloga ao que escrevemos na sugestio (4) acima, podemos fazer ajustes desses pardmetros tendo
por base pontos fornecidos no plano cartesiano que podem, inclusive, representar dados observados
na prética (a abscissa é sempre o tempo, e a ordenada representa quantidade de individuos, massa
de elementos radiativos ou temperatura, a depender do problema). E interessante notar que, na
pratica, muitas vezes os parametros das solugdes analiticas encontradas devem sofrer pequenos
ajustes para se adequar de modo mais realista possivel aos dados coletados. Isso deve-se ao fato
de que, frequentemente, é dificil termos situacdes praticas que se enquadrem com perfeicdo nas
hipéteses que tais EDOs exigem.

8. Experiéncia Didatica em uma Turma de Graduagao

N
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A experiéncia didatica aqui relatada faz parte de uma série de atividades planejadas no &mbito de
um projeto de ensino, subprojeto do Prossiga, que foi iniciado em margo de 2020, sendo um dos
objetivos elaborar atividades a serem realizadas pelos estudantes no GeoGebra, que possibilitassem
ampliar a aprendizagem em conteidos matematicos abordados nas disciplinas do primeiro periodo
do Curso de Graduacao em Matematica da Universidade Federal de Uberlandia. Na construgao
“Variacao de Parametros em Fungoes”, pretendiamos explorar dinamicamente os efeitos geométri-
cos no grafico da fungao g(x) = af(bx +¢) +d, obtidos a partir da variacdo dos parametros a, b, c e
d, com relagao ao grafico de referéncia correspondente a funcao f(x) = sen(x). Nosso objetivo é que
o estudante possa avangar nos raciocinios empregados para construgao e interpretacao de graficos
de fungdes, superando a maneira usual de construir graficos, a partir de uma tabela de valores
predefinidos. Para a realizacdo dessa atividade, pressupomos que o grafico da funcao elementar
f: R - R, dada por f(x) = sen(x), ja fosse conhecido, bem como os conceitos de dominio, imagem,
periodo e amplitude de f.

A seguir mostramos o encaminhamento ocorrido durante a experiéncia didética, que teve duragao
de 2 horas-aula, ou seja, aproximadamente 1 hora e 40 minutos. Também apresentamos algumas
observagoes que fizemos a partir dos didlogos estabelecidos entre professora e os 18 estudantes
presentes no dia da aula.

Passo 1: Criamos uma classe no GeoGebra Classroom, a partir da construgdo descrita na Segdo
2, e disponibilizamos o link aos estudantes por meio do chat de reunido, durante uma atividade
sincrona ocorrida no segundo semestre de 2020.

Passo 2: Inicialmente, houve a manipulacdo dos controles deslizantes relativos aos parametros a,
b, ¢ e d, feita simultaneamente por parte dos estudantes e da professora, cada um em sua tela,
acompanhada de troca de ideias sobre o que estavam observando no grafico. Foi solicitado aos
estudantes que “brincassem” com a construgdo sem marcar as caixas dos parametros. Depois, com
a mediacao da professora, a medida que cada pardmetro era movimentado, foram visualizadas as
sinteses sobre os efeitos geométricos do pardmetro sobre o gréafico de g, descritas neste texto nos
Teoremas 1, 2, 3 e 4.

Passo 3: Passamos a discutir o exemplo apresentado na construgéo, conforme figura a seguir:

N

5 1 %
SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE

m

MATEMATICA
ONLINE . .
Agustini e Lopes
- tro o
b=1 - 51 Variando os parametros, encontre uma
- parametro b senoide que passe pelos pontos (0, —4),
c=0
o ] parametro c (7.0) e (27, —4),sendo estes pontos de
d=0 e = “l maximo ou minimo da funcao.
£ .| parametro d
/| Exemplo
| Solug
; Solugdo 2 2]

[] Exercicio 1

| Exercicio 2

=, 0)

-0 °
B (0,]-4) (27, —4)
[ ] f(x) =sen(x) g(x)=af(bx+c)+d

Figura 14: Trabalhando com exemplos.

Nesse momento, direcionamos perguntas aos estudantes para discussao coletiva: Se os pontos da-
dos sdo pontos de méximo ou minimo de g, qual deve ser a imagem dessa funcdo? Qual deve ser
sua amplitude? E quanto ao periodo de g, houve modificagao em relacao a f, sabendo que o grafico
de g passa por tais pontos? Houve dilatagao vertical para se gerar esse grafico a partir do grafico
de sen(x)? Se o ponto de maximo localiza-se no eixo x, houve deslocamento? Horizontal ou vertical?

A partir de perguntas como essas, esperamos que os estudantes relacionem a imagem de g com o
pardmetro a e as coordenadas dos pontos dados com os parametros ¢ e d. De posse da constru-
¢a0, potencializa-se nos estudantes a postura de investigacdao exploratéria e testagem de hipoteses.
As respostas esperadas para este exemplo estdo apresentadas na construgdo como “Solucao 1”7 e
“Solugao 2”7, a partir das quais foi possivel observar que, com as condi¢bes dadas, ndo teremos
unicidade de solugoes.

Passo 4: Propusemos aos estudantes que resolvessem os Exercicios 1 e 2, digitando nos campos de
resposta a solugdo encontrada.
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™ In .-
2 ,2) L3 &y ,0 ), sendo estes pontos de maximo ou

minimo da fungdo. Digite no campo abaixo a expressdo encontrada para g(z) = af (bx +¢) +d.

- - . kg
1) Variando os parametros, encontre uma senoide que passe pelos pontos (5 .0) . (—

3 ; : 3 5, oos
2) Variando os pardmetros, encontre uma senoide de periodo m que passe pelos pontos ( a1’ l) e (T s 73) , sendo estes pontos de maximo

ou minimo da fungdo. Digite no campo abaixo a expressdo encontrada para g(z) = af (bx +c¢) +d.

Figura 15: Campos de respostas.

Nesse momento, os audios silenciaram e a professora péde acompanhar os movimentos executados
pelos estudantes por meio da classe criada na plataforma do GeoGebra. Dentro da classe, a janela
de visualizagdo com a construcao “Variacdo de pardmetros da func¢do seno” tornou-se a Task 1.
Assim, ao acessar a classe no momento da aula, a professora visualizava a Task I de cada estudante,
como na Figura 16 a seguir, na qual ocultamos os nomes dos estudantes.

Aos poucos, alguns estudantes comecaram a se manisfestar, para esclarecer duvidas ou solicitar
que sua solugao fosse corrigida. Apresentaremos algumas observacoes que nos chamaram a atencéo.

- Um dos estudantes anotou, no Exercicio 1, a resposta g(x) = —1,72f(0,55x - 0,7) + 0,28, en-
quanto outro anotou g(x) = —1, 82f(0,53x—0,74) + 0, 19. Nos dois casos, observamos na construgao
de cada um deles que os graficos aparentemente passavam pelos pontos dados, mas (-3/2,0) e
(1/2,0) nao eram pontos de minimo de g. Uma releitura em voz alta do enunciado do Exercicio
1 foi suficiente para revelar o erro para os dois estudantes.

N

53 St
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE

m

MATEMATICA
Task 1
Activity: Variago de pardmetros da fungdo sene
Student 1 Student 2
Student 5 Student 6
Student 9 Student 10
Student 14 Student 15

Student 3

Student 7

Student 12

Student 17

Agustini e Lopes

Il PAUSE 5 N MAMES

Student 4

Student 8

Student 13

Student 18

Figura 16: Telas para acompanhamento dos estudantes durante a atividade.

- Um estudante anotou, no Exercicio 1, a resposta g(x) = —f(x + 0,05) + 1, conforme a Figura 17
a seguir. Visualmente, o grafico parece passar pelos pontos dados, mas uma simples substituicdao

mostra que, por exemplo, g(sr/2) é diferente de 0.

No didlogo com o estudante, percebemos que ele concluiu por esses valores para os parametros
a partir apenas da manipulacdo dos controles deslizantes na figura, sem fazer associagdo com os
efeitos geométricos discutidos anteriormente. Entao, a partir desse erro, foi possivel discutir com
ele a questao das limitagbes de qualquer programa computacional, pois, na construcao feita no
GeoGebra, a linha representativa do grafico de g tem uma espessura e os pontos na verdade sdo
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representados por pequenos circulos. Pontuamos sobre a incompatibilidade gerada pelo valor es-
colhido para o parametro ¢, ao raciocinarmos sobre os efeitos geométricos de cada pardmetro na
resposta do estudante.

w and won't be

& StUdent 3 This is just a previe

Task 1

Activity: Variagdo de pardmetros da fungde seno

L&)

- Variando os pardmetros. encontre uma
- parametro b

(T N
B senoide que passe pelos pontos | 3 .0,
. parametro ¢ N I 3
o=t N —-.2) e |- .0],sendo estes pontos
- parametro d 2 \ 2 /
de maximo ou minimo da fungio.
Exemplo
(-Z,2
_— —.— 2 —
//
' /Exercicio 1
Exercicio 2
/ )
o a x a * 2 2 2 - < o A3 3 . ' [ 7 [ [
{ * ) 0 .,

\==5:0] 2

W f(x) =sen(x) g(x)=af(bx+c)+d

Figura 17: Solugoes aproximadas que parecem exatas.

9. Conclusoes

Concluimos que foi importante, durante a realizacdo da experiéncia citada na segdo anterior, o
estabelecimento de um “intervalo de siléncios”, ou seja, de um tempo destinado a manipulagdo
individual por parte de cada estudante, que possibilitasse a reflexao a partir dos efeitos percebidos
no gréafico. Por outro lado, percebemos que o didlogo da professora com os estudantes foi igual-
mente valioso e fundamental para a construcdo da aprendizagem, procurando reconhecer acertos
e discutir significados a partir dos erros observados.

Nesse sentido, considerando o contexto de aulas remotas a que estamos submetidos, o recurso
Classroom da plataforma do GeoGebra, utilizado em atividades sincronas, proporcionou um ambi-
ente efetivo para interagoes entre estudantes, professora e as ferramentas do software em si. De um
lado, é um recurso pratico, visto nao ser necessario conta cadastrada dos estudantes para entrar
no ambiente. Por outro lado, possibilita que o professor veja a tela do estudante e seus registros
na atividade, mesmo estando a distdncia. Esperamos que a proposta aqui discutida possa suscitar
novas experiéncias didaticas voltadas a aprendizagem de graficos de fungdes, articulando dinami-
camente representagoes algébricas e graficas.

Sabemos que o presente cendrio educacional de realizacdo de aulas remotas, quando existem con-
digdes que as tornam possiveis, foi precipitado pelo periodo de isolamento social a que fomos
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submetidos. H&a alguns anos muitos pesquisadores ja vinham discutindo e apontando o ensino
hibrido como uma forte tendéncia educacional, pelos beneficios que traz para o processo de ensino
e aprendizagem ([7], [8] e [2]).

Em um futuro préximo, quando for possivel a volta aos modelos presenciais, hd muitas possibilida-
des para avancarmos em experiéncias didaticas hibridas no ensino e aprendizagem de Matematica,
trazendo recursos do GeoGebra, tanto do software quanto da plataforma, para atividades que
promovam mais interacdo e reflexdo dos estudantes.
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