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Um método nao convencional
para a diagonalizagcao de matrizes 2 x 2

Adilson Francisco da Silva® Josimar da Silva Rocha® Thiago Pinguello de Andrade®

Resumo

Neste trabalho, apresentamos o conceito de matrizes diagonalizaveis e encontramos condi¢es ne-
cessarias e suficientes para que uma matriz em b, (R) seja diagonalizavel, bem como explicitamos
a matriz diagonal correspondente e a matriz conjugadora, sem que para isso sejam utilizados con-
ceitos de espagos vetoriais. Como aplicagées, mostramos como calcular poténcias de matrizes
diagonalizaveis em /b, (R) e também um método para a resolugdo de um caso particular de equa-
¢oes de recorréncias lineares de segunda ordem.
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Abstract

In this work, we present the concept of diagonalizable matrices and find necessary and sufficient
conditions for a matrix in /6,(R) to be diagonalizable, as well as explaining the corresponding
diagonal matrix and the conjugating matrix, without using vector spaces concepts. As applications,
we show how to calculate powers of diagonalizable matrices in /6, (R) and we also show a method
for solving a particular case of second order linear recurrence equations.

Keywords: matrices; diagonalization; linear recurrences.

1. Introdugao

O método geralmente utilizado para diagonalizagdo de matrizes requer conhecimento sobre espago
vetorial para a sua aplicagdo (ver, por exemplo, as referéncias [1], [2] e [4]), o que restringe sua
utilizagdo aqueles que possuem algum conhecimento da matemética do Ensino Superior. Assim,
como alternativa, mostraremos uma técnica ndo usual de diagonalizagdo de matrizes em Ab,(R)
em que sao utilizados apenas conhecimentos de matematica elementar.

Neste artigo, apresentaremos o conceito de matrizes semelhantes de ,(R) e, como aplicacao,
classificaremos as matrizes 2 x 2 diagonalizdveis sem utilizar o conceito de autovetores. Apresenta-
remos o calculo de poténcia de matrizes, e resolveremos recorréncias lineares de segunda ordem.
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2. Matrizes semelhantes
Nesta secao apresentaremos o conceito de semelhanga de matrizes e suas principais propriedades.
Veremos que matrizes semelhantes formam uma relacdo de equivaléncia.
Defini¢ao 1. Seja A uma matriz 2 x 2. O polinémio
p(1) = det(A - AD),

em que I denota a matriz identidade, é chamado de polinémio caracteristico de A. Além disso, as
raizes do polindmio caracteristico de A sdo chamadas de autovalores de A.

Definigao 2. Sejam A e B, matrizes de ordem 2x2. Dizemos que A é semelhante a B, e denotaremos
A ~ B, se existir M € #b,(R) invertivel, tal que

B=M 'AM.

Exemplo 1. As matrizes A = [ 7%; 732 ] e B = [ } (2) ] sao semelhantes, pois, para M =

23teose
4 5 [tomosdu

- -1
4 {23 1 21[2 3
N I i
a5 31 2]]2 3
T2 4 2|1 o4 5
[ 22 28
- 18 23}‘A

Proposicao 1. Sejam A, B e C matrizes em Mby(R). A relagio de semelhanga de matrizes é uma
relacdo de equivaléncia, ou seja, satisfaz as sequintes propriedades:

1. A ~ A (propriedade reflexiva);

2. Se A ~ B, entio B ~ A (propriedade simétrica);

3. Se A~B eB~C, entiao A ~ C (propriedade transitiva).

Demonstracio. 1. De fato, como A = IflAI, temos pela defini¢do de matriz semelhante que A ~ A.

2. Sendo A ~ B temos, pela definicdo, que existe M invertivel tal que B = M 'AM. Assim,
denotando N = M !, temos que N é invertivel e multiplicando a igualdade B = MflAM, por N!
a esquerda e por N a direita, obtemos

N'BN = N 'M'AMN = MM 'AMM ! = A,
ou seja, B ~ A.

3. Sendo A ~ B e B ~ C existem matrizes invertiveis M e N, tais que B = M 'AM e C = N'BN.
Logo, considerando P = MN temos, por propriedades de multiplicacdo de matrizes e matrizes
inversas, que P é invertivel e Pl=N'M" Assim,

P'AP=N'M'AMN =N 'BN = C,

ou seja A ~ C.
O
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Proposi¢ao 2. Sejam A e B matrizes semelhantes em Moo (R). Entdo:

(i) det A = det B;
(ii) A e B possuem os mesmos autovalores.
Demonstragao.

(i) Como A ~ B, existe uma matriz invertivel M tal que B = M 'AM. Assim, utilizando as
propriedades do determinante, temos

det B = det (M ' AM) = (det M) (det A) (det M) = (ﬁ) (det A) (det M) = det A.

(ii) Como A ~ B, existe M € b, (R) invertivel tal que B = M 'AM. Assim, para 1 € R, temos

B-21 = M'AM- I
= M'AM- M 'M

= M '(AM-2M)
= M '(AM- 2IM)
= M '(A-aDM,

isto é, (A— A1) ~ (B— AI). De sorte que, por (i), temos det (A — AI) = det (B— AI). Portanto,
pela definicdo de autovalor, A e B possuem os mesmos autovalores.

O

Definigao 3. Seja A = [ Z“ 212 } uma matriz quadrada de ordem 2 x 2. O trago de A, denotado
21 @22
por tr(A), é definido por
tI‘(A) =aj; +any.

Lema 1. Para quaisquer matrizes A e B em M, (R), tem-se tr(AB) = tr(BA).

Demonstracio. Para quaisquer matrizes A = (aj;) e B = (bij) em M, (R), temos que

AB = | 211 212 |, bip bia | _ | antbiy +agby ap b +aiabyn
az)  app by by azibyy +agboy  ax by +axbyn
€
A= by b aj; ajp | _ | brjags +bpag;  brjagy + bpags
BA = . = .
by bay az;  app byjaj; +byas;  byjajy + byas,
Assim,

tr(AB) = aj;by; +aabyy +a21byp +abyy =bjjag + bpaayy +byjags + byayy = tr(BA).
O
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Teorema 1. Se A ~ B, entao tr(A) = tr(B).

Demonstra¢io. Como A ~ B, existe uma matriz invertivel M, tal que B = M 'AM.

Portanto, pelo Lema 1,

tr(B) = tr(M ' - (AM)) = tr((AM) - M 1) = tr(A - (MM 1)) = tr(A).

3. Diagonalizacao de matrizes

Nesta secao, apresentaremos o conceito de matrizes diagonalizaveis e demonstraremos as principais
propriedades das matrizes diagonalizaveis em b, (R). Apresentaremos também um método néo
convencional para diagonalizacdo de matrizes em #b,(R) que ndo utiliza o conceito de espaco
vetorial.

Definigao 4. Dizemos que uma matriz A de 46, (R) é diagonalizavel se existir uma matriz diagonal
D e J#6,(R) tal que A ~ D, ou seja, se existir uma matriz diagonal D tal que

D=M'AM
para alguma matriz invertivel M € 46, (R).

Exemplo 2. Toda matriz diagonal é uma matriz diagonalizavel. De fato, se A é uma matriz
diagonal, como A = IflAI, temos que A é diagonalizavel.

Proposi¢ao 3. Se A € uma matriz em M, (R) diagonalizdvel e D é uma matriz diagonal semelhante
a A, entao, os elementos da diagonal principal de D sdo os autovalores de A.

Demonstrag¢do. Sejam D uma matriz diagonal semelhante a A, e dq; e d,, os elementos da diagonal
principal de D. Como D é uma matriz diagonal, entdo o polindémio caracteristico de D é

p(A) =det(D—AI) = (dy; —A)(dyy — A).

Assim, p(d;;) =0 e p(dyy) =0, ou seja, d;; e dy, sdo autovalores de D. Logo, como d;; e dy, sdo
autovalores de D, e D é semelhante a A, segue do item (ii) da Proposigdo 2, que dy; e dyy séo os
autovalores de A. O

Proposi¢ao 4. Seja (A,D,M) uma terna de matrizes de Mbr(R) tais que M é invertivel e D é
diagonal. A terna (A,D,M) satisfaz a equaciao matricial D = M 'AM se, e somente se, exatamente
uma das condigoes abaixo ocorre.

(i) A = 8 g , D= [3 g] e M com det(M) # 0;
(ii) A = g g,M:[g \(:;} eD:[g g],coma#d,X#Oew#O;
(iiz’)A:_g g_,M:[(Z) g} eD=[g g],comyzﬁo,z#Oea#d;
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. [a 0] [0 v d 0
(iv) A = , M = cy]eD:[ ],comc#O,z#O,y#Oea#d;
_C d_ _Z ad 0 a
(v)A:iL g,M: é \(z)v] eD=[3 g},comc;éO,X;EO,W;éOea#d;
L | a—d
[ T bz
(vz’)A:S 13,M= ? g] eD=[B1 g],combqéo,z#O,y#Oea#d;
[ 1 [ bw
(vii) A = 3 S,M: )(; dwa] eD:[g g],combqéO,X#O,W;éOea#d;

b X y 0
(viii) A = [2 d]’ M = [(gla)x (,12ya)y] eD = [01 /12], comb#0,¢c+0,x#0ey #0,
b b
desde que A1 e A, sejam solucoes reais da equacdo (2 —a)(A—d) =bc com A1 £ A,.

_la b x oy 12 0
e ER T R L
satisfazendo D = M ' AM. Assim, MD = AM, ou seja,

R R R A B A

XAy yada| _
Z)»l W/’Lz B

Demonstragdo. Sejam

Logo

ax + bz ay+ bw
cx+dz cy+dw

donde obtemos o seguinte sistema de equagoes:

0=(a—A)x (2)

0=(a—22)y (3)

0=(d-1y)z (4)

0=(d—21,)w. (5)
a 0

0
tem-se que D = M 'AM = M "al)M = a(M 'M) = al = A. Com isso, obtemos (i), que é o caso
em que A = al é uma matriz escalar e os autovalores de A sdo 1; = 4, = a.
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Subcaso 1.2. Se a # d e x # 0, entdo por (2), 1; = a. Com isso, por (4) temos z = 0. Como M
é invertivel temos que detM = xw —zy # 0, donde w # 0 e por (5), 4, = d. Além disso, como
A1 # Ao, temos por (3) que y = 0. Reciprocamente, se

a 0 x 0 a 0
O R P KL Fa

comx #0, w# 0ea#d, entdo MD = AM. Desse modo, obtemos (ii), que é o caso em que A é a
matriz diagonal e possui dois autovalores reais distintos, a saber, 1; =ae 1, =d.

Subcaso 1.3. Se a # d e x = 0, entdo, por M ser invertivel, temos que det M # 0 e det M = yz, ou
seja, y #0 ez # 0. Assim, de (3) e (4) temos que 1, =a e 4; = d. Além disso, por (5) temos que

w = 0. Reciprocamente, se
_la 0 10y _|d 0
S R U R

comy #0,z%#0ed +# a, entdio MD = AM. Com isso, obtemos (iii), que é o caso em que A é a
matriz diagonal com dois autovalores distintos, a saber, 1; =d e 1, = a.

Caso 2. Se b =0 e ¢ # 0, entdo o sistema (1) torna-se

0=(a—A;)x (6)
0=(a— 2,y (7)
0=cx+(d—2;)z (8)
0=cy+(d—A,)w. (9)

Subcaso 2.1. Se x = 0, entao, por M ser invertivel, temos que det M = yz com y # 0 e z # 0. Assim,
por (7) e (8) temos que 1, =a e 1, = d. Com isso, temos por (9) que (d— A,)w # 0. Assim, w # 0
e 1, # d, ou seja a # d, onde podemos escrever

_ Yy o
Ve, d T a-d
Reciprocamente, se
E 10y _|d 0
S I A R P

comc#0,z#0,y#0ea#d, entdo, MD = AM. Com isso, obtemos (iv), que é o caso em que A
é uma matriz triangular inferior e possui dois autovalores distintos, a saber, 1; =d e 1, = a.

Subcaso 2.2. Se x # 0, entdo, por (6), 1; = a. Como ¢ # 0, por (8), temos (d— 1)z # 0, ou
seja, z # 0 e a # d. Pelo Teorema 1 temos que tr(A) = tr(D), ou seja a +d = A; + 4,, donde
Ao =d. Assim, por (9), y =0, e, como M é invertivel, temos que det M = xw —yz # 0, com w # 0.
Reescrevendo (8), temos

x| ocx
2= 7 —d " a-d
Reciprocamente, se
a 0 x 0 a 0
R e e L
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comc#0,x#0,w+#0ea#d, entdo, MD = AM. Com isso, obtemos (v), que é o caso em que A é
uma matriz triangular superior e possui dois autovalores reais distintos, a saber, 1; =ae 1, =d.

Caso 3. Se b # 0 e ¢ = 0, entdo, obtemos (vi) e (vii) aplicando transposi¢do nas relagdes obtidas
nos casos (iv) e (v), respectivamente.

Caso 4. Se b # 0 e ¢ # 0, entdo, por (1) obtemos

x= A ;d)z (10)

- (lzgd)w (11)
w = (flzga)y (12)
7= (’llga)x, (13)

o que implica que

(11 —a)(1; —d)xz
X7 =
be

(22 —a) (A —d)wy

be '
Como M é invertivel, temos que xw —yz # 0, ou seja, xw # 0 ou yz # 0. Se xw = 0, por (11) e
(13) terfamos yz = 0 e M néo seria invertivel. Reciprocamente, se yz = 0, por (10) e (12) terfamos
xw = 0 e M nao seria invertivel. Assim, temos que xw # 0 e yz # 0, ouseja, x #0,y #0,z# 0 e
w # 0. Logo,

Wy =

{(Ma)(lld) = be (14)

(lz *8)(/12 *d) = bC,

ou seja, 11 e 1, sdo raizes da equacao

(A—a)(A—-d) = bc.

Além disso, como M é invertivel, por (10), (11), (12) e (13), temos

(A1 -d) (A —a)yz (A~ d)(4; —a)xw
be be ’

XW —yZ =

Se 1; = 4,5, temos
(}uz*d)(/’LQ*a)
be

XW — Yz = (yz —xw).

Como xw—yz # 0
(A5 —d) (1, —a) = —be,
o que contradiz (14). Logo, 4| # 5.

Reciprocamente, se

_la b _ X y _|[41 O
A‘[c d]M[‘—> Q]D[o 12]’
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comb#0,c#0,x#0ey#0, desde que 1; e 4, sejam solugdes da equagdo (1 —a)(4—d) = bc
com 1y # A,, entdo, MD = AM. Com isso, obtemos (viii), que é o caso em que a matriz A nao
possui entradas nulas na diagonal secundaria e possui dois autovalores reais distintos definidos pela
equagao caracteristica. O

Corolario 1. Uma matriz A de My (R) € diagonalizdvel se, e somente se, uma das sequintes
situagoes é verdadeira:

(i) A possui dois autovalores reais distintos;

(it) A possui apenas um autovalor real e A é uma matriz escalar.

Demonstracio. Se A é diagonalizavel, entdo, pela Proposi¢io 4, A possui dois autovalores reais
iguais se, e somente se, A é a matriz escalar. Portanto, se A possui dois autovalores iguais e A nao
é a matriz escalar, entdo A nao é diagonalizavel. Além disso, segue também da Proposicao 4 que
se A possui autovalores reais distintos, entao A é diagonalizavel. O

Defini¢ao 5. Uma matriz A de A#b,(R) é simétrica se A = A onde A' é a transposta da matriz A.

Corolario 2. Seja A uma matriz 2 x 2. Se A € simétrica, entdo A é diagonalizdvel.
Demonstracio. Se A é uma matriz 2 x 2 simétrica, entdo, A pode ser escrita na forma
a b
A= .
Se b =0, A é uma matriz diagonal. Se b # 0, entao, os autovalores de A sao

(a+d) +y(a—d)2 +4b> (a+d)—y(a—d)2 +4b°
ll= 5 (§] )»2= 2 s

que sdo dois autovalores distintos, e A satisfaz o item (viii) da Proposi¢do 4. Logo, A é diagonali-
zavel. O

0 -1 -1 1
diagonalizaveis, pois A e B ndo sdo matrizes escalares e possuem o mesmo polindmio caracteristico
p(4) = (2 + 1)2, que admite apenas uma raiz (dupla) A = —1.

Exemplo 3. O Corolario 1 mostra-nos que as matrizes A = [ o4 ] e B = [ 34 ] nao sao

4. Poténcia de Matriz

Utilizando a definigdo e as propriedades da multiplicacdo de matrizes, se n € N, a n-ésima poténcia
de uma matriz A é definida por
A"=A-A--A.
n-fatores
Se n for um ntmero consideravelmente grande, calcular A" envolve um esforco computacional
elevado. Nesta secao, apresentaremos um método para calcular a n-ésima poténcia de uma matriz
A diagonalizével com um baixo custo computacional em comparacio com o calculo de A" utilizando

as n— 1 multiplicagbes de matrizes em A - A---A.
n-fatores

N
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Proposi¢ao 5. Sejam A,D e M matrizes em Mby(R), sendo M invertivel e D uma matriz diagonal,
tais que A = MDM !. Entdo,
A" = MD"M .

A demonstragdo da Proposicdo 5 pode ser feita utilizando-se o Principio de Indugdo sobre o
expoente n, com n € N.

- N . 1 2
Exemplo 4. Determine a n-ésima poténcia da matriz A = [1 O] .

De fato, como os autovalores de A satisfazem p(1) = (1-1)(—1) = 2, temos que
lir=-1 e A,=2.

1

Pelo item (viii) da Proposigdo 4, A é diagonalizavel e satisfaz A = MDM ! com M = [ )

N|—= —
|
(¢}

D= [ o ] . Logo, pela Proposi¢do Proposicao 5, obtemos

0 2
R | 3 O R O | R
-1 4lo 2f [-1 4 -1 3lo 2| 31 1

2n+l, —1 n+l1 2020 71)n
_o2ft 1]fenr o][s ]l L 2 Do)
311 0 2°f|1 1 P D ol D

3 3

(15)

De modo andlogo ao que foi feito no Exemplo 4, o leitor poderda demonstrar o seguinte resultado
mais geral:

a

Proposi¢ao 6. Se A = [1

g] , com a2 > —4b, entao,

'(mJa;Tb)“”(aJazsz)““ b[(w@)“(a@)“]
AN = Va2 + 4b a2 + 4b )
ﬁmff(afmf b[(a+M)“ 1(a@)“ ‘]

2 2 2

vaZ +4b Va2 +4b

(16)

5. Recorréncias Lineares de Segunda Ordem

Uma relacao de recorréncia é uma equacao que expressa cada elemento de uma sequéncia (x,)
como fungdo de elementos precedentes. Relagoes da forma x,,,; = ax, + bx,_;, com a,b € R, sdo
chamadas recorréncias lineares de seqgunda ordem sobre R. Dados x| e x5, se, a partir de n =3
todos os elementos x,, de uma sequéncia satisfazem a relagdo x,,1 = ax, + bx, |, dizemos que a
sequéncia (x,) € uma solu¢do para a recorréncia linear.

@= sBm
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Uma sequéncia importante que aparece na natureza é a Sequéncia de Fibonacci. Tal sequéncia
estd relacionada ao crescimento populacional de coelhos, ao crescimento do numero de galhos de
drvores, e aparece também na construcio de estruturas naturais. O segquinte exemplo define a
Sequéncia de Fibonacci por meio de uma rela¢io de recorréncia:

Exemplo 5. A solucédo da relagdo de recorréncia F,.; = F,+F, ,com F; =1 e F, = 1 é conhecida

como Sequéncia de Fibonacci.

Nesta segdo, encontraremos solugées para recorréncias lineares de segunda ordem para o caso
particular em que X, e X, sdo conhecidos e x,,, = ax, + bx, 1, para n > 2 e a®> > —4b. Para isso,
utilizaremos a sequinte Proposicdo:

Proposicao 7. A solucio geral para a equagdo de recorréncia x,,; = ax, + bx,_| para n > 2,
a? > —4b com os valores iniciais x| e x, conhecidos é

(a+m)“1 (am)nl b [(a+Ja2+4b)n2 (aJa2+4b)n2]
-2 S\ T2 2
=Xy + X

Xn
Va2 +4b Va2 +4b

Demonstragido. Como x; e X, sdo dados, temos x; = ax, + bx; e x4, = axz + bx,. Na forma matricial
1 2 ’ 3 2 1 4 3 2
podemos reescrever essas igualdades como

<=0 o]
o I 3 e e 1 [ R R

Utilizando argumento de Indugdo, obtemos

8 3 ot e I 4 R R R

Pela Proposi¢do 6 e Exemplo 4, temos

(aﬂm)“_(aﬂm)“ b[(m%) - 7(a7 a2+4b)nl]

2 2 2

O — ]
*n (a+ a2+4b)rk1 _ (a— a2+4b)nil b [(%— a2+4b) _ (a— a2+4b) ] X1
2 2

vaZ +4b vaZ +4b

Portanto,
n-1 n-1 n-2 n-2
(a+w/az+4b) (aﬂ/a2+4b) b [(a+\/a2+4b) _ (a \Ia2+4b) ]
2 2 2 2
Xn = X2 + X1

N
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Proposicao 8. O termo geral F,, da Sequéncia de Fibonacci é dado por

1 [(1+45 1-5
F,=— - .
5 2 2
De fato, pela Proposicio 7, a relacio de recorréncia definida por F,.; =F, +F, ;, comF; =1c¢e
F, =1, possui como solugdo a sequéncia definida por

C R ANE

) ]
] [-59)| ( ))
|

ey

1
V5

Py

—_—

Sl=

a5 (145 s
2 2 2 2
1+45) (1-45)
2 2 '
Por exemplo, para calcular ¥ utilizando a Formula obtida na Proposi¢io 8, temos
1 5\ 4
o () (]
1 1445 15\ 1445 )2 15\
-5 ) () ][] ()

}Tf L2045 _ o

H
+
Py

1
V5
1

5

|
|
|
|

w

a5

Calculando ¥y utilizando a Relagdo de Recorréncia, teriamos

F4:F3+F2:F]+2F2:1+2'1:3.

Podemos notar que utilizar a Formula obtida na Proposicio 8 demanda mais cdlculos quando
feitos manualmente comparado com a utiliza¢io da Relagdo de Recorréncia quando n é pequeno.
No entanto, a Proposi¢cio 8 € vantajosa, pois permite o cilculo de ¥, com n grande, sem necessidade
de calcular todos os anteriores. Além disso, a férmula obtida serve para explicar que a sequéncia
de Fibonacci cresce exponencialmente, jd que podemos utilizar essa férmula para mostrar que

ﬁ(Hz‘/g)nkF Jg(l+2‘/_) il

296 = SBM

sssssssssssssssssssssssssss




PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Silva, Rocha e Andrade

Agradecimentos

Agradecemos aos revisores pelos comentdrios e sugestoes que contribuiram para o aprimoramento
deste trabalho.

Referéncias

icholson, K. Linear Algebra with Applications. edigcdo. Toronto: McGraw-Hill, }
1] Nichol K. Li Algeb ith Appli 17 edi T MceG Hill, 2006

[2] Poole, D. Algebra Linear: uma introducio moderna. 2 edi¢io. Sio Paulo: Cengage Learning,
2016.

[3] SILVA, A. F. Recorréncias lineares, isometrias, criptografia e outras aplicagdes envolvendo ma-
trizes 2 por 2. Dissertag¢io (Mestrado), Universidade Tecnoldgica Federal do Parand. Programa
de Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional. Cornélio Procdpio/PR. 96pp. 2017.

[4] Strang, G. Algebra Linear e suas aplicacées. 1* edicio. Sio Paulo: Cengage Learning, 2010.

Adilson Francisco da Silva
Universidade Tecnologica Federal do Parand
<adilsonb54@gmail.com >

Josimar da Silva Rocha
Universidade Tecnoldgica Federal do Parand
<jrocha@utfpr.edu.br>

Thiago Pinguello de Andrade
Universidade Tecnoldgica Federal do Parand
<thiagoandrade@Qutfpr.edu.br>

Recebido: 20/04/2020
Publicado: 30/06/2020

297 " sBm

‘SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEM) TIcA


adilson554@gmail.com
jrocha@utfpr.edu.br
thiagoandrade@utfpr.edu.br

	Introdução
	Matrizes semelhantes
	Diagonalização de matrizes
	Potência de Matriz
	Recorrências Lineares de Segunda Ordem

