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A matematica e a epidemia

Selma Helena de Jesus Nicola®

Resumo

Para a deducao de uma Curva Epidémica sao utilizadas varias ferramentas matematicas que po-
dem ser exploradas no ensino. Este artigo tem como objetivo ser um material de apoio teérico
para o professor responder perguntas de alunos sobre aspectos da epidemia e a Curva Epidémica,
destacando os topicos de matematica utilizados.
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Abstract

Many elementary mathematical tools are used to get an Epidemic Curve. This article aims to be
a theoretical support for teachers to answer student questions about epidemic features and the
Epidemic Curve pointing out some useful mathematical topics.

Keywords: Epidemic curve; epidemic threshold; teaching; SIR Model.

1. Introdugao

Nos dias atuais estamos vivendo a crise de uma epidemia e ouvindo muito sobre o pico da curva
epidémica. Mostramos como chegar a uma representagao dessa curva em um modelo matematico
de uma doenga com determinadas caracteristicas de infec¢ao, cura, mortalidade e condigoes sobre
a populagao, que é dividida em individuos suscetiveis, infectados e removidos, como a Covid-19.
Trata-se do bem conhecido Modelo SIR que é, na verdade, um sistema de equacgoes diferenciais
ordinérias aqui apresentado na linha do livro de Martin Braun [2], nossa referéncia bésica, também
utilizada para o Trabalho de Concluséo de Curso [3].

Para uma solugao (S(t),I(t), R(t)) do Sistema SIR, a Curva Epidémica é representada pelo gréfico
da componente I(t), que descreve a evolugao da classe de individuos infectados na populacao.

Entre os conhecimentos de matematica necessérios, além da Algebra Elementar, estao ferramentas
basicas de Célculo Diferencial e Integral e Equagoes Diferenciais Ordinarias, para os quais sugerimos
[4] e [1]. Assim, podemos aproveitar a crise para motivar os alunos no estudo dessas disciplinas.
Destacamos os seguintes topicos: fatoracao de polindmio, resolucao de equagao de segundo grau,
fungao hiperbdlica, limite, derivada, Regra da Cadeia, Teorema Fundamental do Célculo, Série
de Taylor, andlise qualitativa de grafico, integral, mudanca de varidavel, modelagem, ponto de
equilibrio, orbita, plano de fase, equagao de variaveis separaveis.
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2. O Modelo

Consideramos que uma populagao tenha sido afetada pelo aparecimento de um microrganismo que
provoca uma doenga contagiosa. Vamos dividi-la nas classes

(S) dos suscetiveis, que consiste daqueles individuos que nao foram infectados mas estdo sujeitos a
contrair a doenga,

(I) dos infectados, que consiste daqueles individuos que sdo capazes de transmitir a doenga para
outros,

(R) dos removidos, que consiste daqueles individuos que se recuperaram, estao se recuperando em
isolamento ou foram a ébito.
Supomos as seguintes hipoteses:
e A populagao permanece num valor fixo N no intervalo de tempo considerado, isto é, desprezamos
nascimentos, mortes por causas nao relacionadas a doenga em questao, imigracao e emigracao.
e A doenca confere imunidade a todo individuo que foi infectado e tenha se recuperado.
e Um individuo da classe S que contrai a doenga passa imediatamente para a classe I.

e A taxa de variacdo da populacdo suscetivel é proporcional ao produto do nimero de individuos
da classe S e o nimero de individuos da classe I, ou seja, é proporcional ao niimero de encontros
de individuos dessas classes.

e Individuos sao removidos a uma taxa proporcional ao tamanho da classe I.

As funcoes S(t), I(t), R(t) dadas pelo nimero de individuos no instante t das classes S, I e R,
respectivamente, satisfazem entao o sistema de equagoes diferenciais

ds

P |

I rS

dI

= ST—~I 1
5 oSy (1)
dR

Rk Y,

dt YL,

onde r e y sao as constantes positivas de contdgio e de remocao, respectivamente.

3. Ocorréncia ou nao de epidemia

Analisamos as solugoes do Sistema (1) para saber como serd a propagacao da doenca e, como as
primeiras equagoes nao dependem de R, concentramo-nos no sistema

? =-rSI

o (2)
S Y

m rSI—y

N
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Observamos que a fungdo R(t) pode ser obtida da terceira equacdo do Sistema (1) ou, como
S(t) + I(t) + R(t) = N, temos R(t) = N—S(t) — I(t).

Uma drbita do Sistema (2) é a curva (S(t),1(t)) descrita pela solugdo no chamado plano de fase
SI. Uma das vantagens de considerar a orbita é a de ser frequentemente possivel descrevé-la sem
o conhecimento da correspondente solugao. Os pontos de equilibrio do Sistema (2) sdo as solugdes
constantes, ou seja, os pontos que anulam os segundos membros. Note que os pontos de equilibrio
do Sistema (2) s@o os pontos (S,0) do eixo S. Além disso, o semieixo I positivo é uma 6rbita,
pois a solucao que passa por qualquer ponto (0,Ip), Iy > 0, é (0,Ipe "), —00 < t < co. Assim,
como duas Orbitas nunca se cruzam, todas as orbitas com condigao inicial no primeiro quadrante
permanecem nele. Esse fato revela que o sistema é coerente com a realidade, pois em nenhum
instante a populagao de uma classe pode ser negativa.

De agora em diante supomos o instante inicial tg = 0 e que o niimero de individuos suscetiveis,
infectados e removidos nesse instante sejam Sg,Iy > 0 e Ry = 0 , respectivamente. Ou seja, vamos
considerar uma condigao inicial (S(0),1(0),R(0)) = (So, Iy, 0), portanto S(t),I(t) e R(t) positivos
para t > 0. De acordo com (2), a componente S(t) é decrescente e, portanto, vamos nos ater a

S<So.

Como estamos restritos ao quadrante S,I > 0, podemos utilizar a regra da derivacdo da funcao
inversa e a regra da cadeia para obter as 6rbitas do Sistema (2) como as curvas solugoes da equagdo
diferencial ordindria de primeira ordem

dl dIdt rSI—yI P
— = = — =14+ =
dS ~dtdS Sl TS ®)
onde definimos p = y/r.
Integrando a Equagéao (3) de Sy a S obtemos
S
I(S):IO+SOfS+plnS—. (4)
0

A funcao I(S) estd definida para todo S > 0, mas é solugdo da Equagdo (3) somente no intervalo
em que I(S) > 0. Para analisar o comportamento das curvas (4), observamos que

e I(S) é decrescente se dI/dS =—1+p/S < 0, ou seja, S > p,
e I(S) é crescente se dI/dS =—-1+p/S > 0, ou seja, S < p.

Portanto, S = p é o tnico ponto de méaximo da fungao I(S), ou seja, de qualquer solucao I(S) da
Equacao (3).
Como limg_, I(S) = -0 e I(p) = I(Sg) = I > 0, sendo I(S) continua e crescente no intervalo (0, p),

segue do Teorema do Anulamento que existe um inico ponto S € (0, p] tal que 1(Se) = 0.

O ponto (Se,0) é um ponto de equilibrio do Sistema (2), e, como as coordenadas S(t) e I(t) da
orbita sdo decrescentes e limitadas para S < p, entdo, lim;_(S(t),I(t)) deve ser um ponto de
equilibrio. Logo, lim¢_,e (S(t),1(t)) = (Seo, 0).

Portanto, as érbitas do Sistema (2) tém a forma que se indica na Figura 1, e, quando t varia de 0
até oo, 0 ponto (S(t),1(t)) percorre a érbita movendo-se na diregdo de S decrescente. Assim,
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e se Sy < p, S(t) decresce a S, e I(t) decresce a extingao. Nesse caso ndo ocorre epidemia.

e se So > p, I(t) cresce enquanto S(t) decresce para p e atinge um valor maximo quando S = p. A
partir desse instante I(t) e S(t) decrescem com I(t) tendendo a extingcdo. Este é o caso em que
ocorre uma epidemia.

Concluimos que ocorre uma epidemia se, e somente se, 0 numero inicial Sy de individuos suscetiveis
for maior que o nimero p. Seja qual for a condigdo inicial (Sg, Iy), com Sy > p, a érbita correspon-
dente atinge um maximo para S = p; portanto, p é uma caracteristica da enfermidade. O nimero
p é chamado limiar (threshold) da epidemia.

I

(So,1o)

Seo p S
Figura 1: Orbita por (So,Iy) no plano de fase SI.

Uma estratégia para controlar uma epidemia é aumentar o limiar p aproximando-o do valor inicial
So de individuos suscetiveis. Isso é possivel aumentando y e ou diminuindo r. Na pratica, o aumento
da constante y pode ser obtido melhorando as condigbes hospilares e investindo em pesquisas
médicas. Para diminuir a constante r pode-se praticar o afastamento social e estimular condutas
de protecao pessoal. Veremos mais adiante que a diminuicao de r tem também a contribuicao de
diminuir o valor maximo I(p) de individuos infectados.

No caso de existir uma vacina, a estratégia seria diminuir o Sy visando tornar Sy < p.

4. Os valores finais S, € R

O valor I, foi excluido do titulo desta secao, pois ja sabemos que I, = lim;_, I(t) = 0.

A funcao S(t) é decrescente, mas ao final de uma epidemia sempre restarda uma quantidade Se =
limy o S(t) de individuos suscetiveis. Tal fato torna provavel ressurgimentos de epidemias da
mesma enfermidade.

A funcao R(t) é crescente, e portanto, Re é maior que R(t) em qualquer momento da epidemia.
Observamos que a quantidade total Re = limt¢—,o R(t) de individuos recuperados é fornecida por
Re =1+ So — S, € para obté-la basta encontrar S, .

Fazendo t — oo em (4) temos 0 =1y + Sy — Seo + p In(Se/Sp), 0 que implica

o 1
lnS— = —(Soo*S()*I()).
So p

Da primeira equagéo do Sistema (2) temos
R
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d 1
5 =ldt = 1n§ =1t = S=Spe™ e It =f—1n§.
S 0 T So
Substituindo It em S = Sye ™ e fazendo t — co obtemos Se = SgeS>S010)/P oy seja, So, é raiz
da equagao
S =SgeSSoTo/p, (5)

Essa equacao nao pode ser resolvida algebricamente, mas afirmamos que ela possui duas raizes S
e S’. Buscar as solugdes da Equagao (5) é equivalente a encontrar as raizes da fungéo

f(S) =S~ SgeS Solo)/p,

Observando que d?f/dS? = —(Sg/p?)eSSolo)/p ¢ negativa, podemos garantir que o grafico de f
tem a concavidade voltada para baixo. Como limg_,.+e f(S) = —o0 a f tem um ponto de méximo e,
sendo f(Sg) = So(1 — e 10/P) positivo, segue que f possui duas raizes, a primeira igual a Se < Sg €
a segunda S’ que serd desprezada por satisfazer S’ > Sg.

5. A Curva Epidémica

Nesta secao obtemos as fungdes coordenadas I(t) e R(t). A Curva Epidémica é o gréfico da fungao
I(t). Note que, conhecidos I(t) e R(t), obtemos S(t) = N-1(t) — R(t).

Enquanto estd ocorrendo uma epidemia, conseguimos registrar o nimero de pessoas que procuram
ajuda médica e o numero de 6bitos, ou seja, conseguimos registrar somente o nimero de novos
individuos removidos. Sendo assim, podemos conhecer dR/dt.

Pelas regras da cadeia e da derivacio da fungdo inversa, dS/dR = (dS/dt)(dt/dR) = (dS/dt)(dR/dt) "’

ou seja,
dS —rSI ﬁ

dR Y p’
e, resolvendo esta equacgdo diferencial ordindria, obtemos

S(R) = Spe ®/7.

Como R
= v(N-R -
TS y(N-R-8S),
temos IR
5 =Y(N-R- Spe R/P). (6)

A epidemia é em geral pequena em relagdo a N. Assim, S é sempre um nimero grande em
comparagao com R, e, como p é um valor de S, temos R/p muito pequeno. Logo, é possivel
truncar a Série de Taylor

R 1(R)?
eR/p=1—+—(—) +
depois do terceiro termo.
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Com tal aproximagao obtemos

dRr R 1(R)? 0 Sy (R)?
1t =y NRSO(1;+§(;) =y NSO+(_1)R?(;) N (7)
ou seja,
oo (3
Definindo as varidveis S S
A=—=—=, B==-1, C=N-§
2p p

e, substituindo em (8), obtemos a equagao de varidveis separdveis

dR
AR? +BR+C
Observando que B2 — 4AC > 0, pois N > Sy, podemos definir

=y dt. 9)

a=VB2-4AC =

5 1/2
(So ) 28, (N so)l
o+ ——
P P

e a equacdo do sequndo grau AR? + BR + C = 0, possui, entdo as raizes

B+ VB? 4AC 7B+a/ p?  p?

R= [ S N
2A 24 P g, T s,
e, definindo as variaveis
2 2
P P
D=p-=— E==—
P S, e Sy
tornam-se
R =D = Ea.

Podemos fatorar AR? + BR + C da seguinte maneira
A[R- (D+Ea)][R- (D Ea)] =A[(R-D)+Ea][(R-D) - Ea)] = A[(R-D)? - E??]. (11)
Assim,
/ _ @R L AR

AR?+BR+C AJ (R-D)2-E%e?’
Fazendo a mudanca de varidvel x =R — D, e definindo a? = E2a?, temos

1 / dR 1 / dx

AJ R-D)2-E2%? AJ x2-a?

e, com uma nova mudanca de varidvel x = atanhu, temos

dx asech®u 1 1 1 X
= =—— [ du=—u+K=—-——arct h + K,
A / X2 a2 A / a2sech u Aa / " Aau Aaarc an
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onde K é uma constante. Nas varidveis R, D, E temos

L / dR 1 tanh +K
— = — I 1
AJ (R-D)2-E?a? AEa " M Ea
e, como
P> P>
RD=R(p—), Ea = —a, AEa =——,
So So
temos N L Ts S
- AEaarctanh E‘Ta + K = —arctanh {5 »p—ng (;0 - 1) } + K.

Voltando & Equagao (9), temos

2 1 ]
—arctanh {— [S—gR— (% - 1) } + K = yt.
a alp p ]

)

Observamos que para t =0 temos R =0 e

2
K = —arctanh
1%

Entao,
1(8S S 1 1(S
arctanh {— [—gR (—0 — 1)]} = —ayt —arctanh [— (—0 — 1)] ,
alp p 2 alp
ou seja,
l &Rf %71 = tanh laytf(p ,
a | p? P 2
onde 1 (S
¢ = arctanh [— (—0 - 1)] .
al\p
Logo,

2[s 1
R(t)zp— 20 1 +atanh —ayt—o¢||.
So P 2
Derivando R em relagdo a t na expressao (13), obtemos

dR ya?p?

T~ 25 sechQ(laytf¢).

2

Como dR/dt = yI temos finalmente

a’p? o1
I(t) = 55, sech (iaytfq)).

Nicola

(12)

(15)

Essa fungao tem um tnico ponto critico t = 2¢/ay, que obtemos resolvendo em t a equagio
dI/dt = 0 e, como (d?1/dt?)(t) < 0, temos que t é ponto de mdzimo, sendo I(t) = a?p?/2Sy o valor
mdzimo. Como a funcao secante hiperbdlica é par, a funcao I(t) é simétrica em relagao a reta t =t
e tem dois pontos de inflexao também simétricos em relagao a essa, os quais obtemos resolvendo
em t a equacao d2I/dt? = 0. Como I(t) > 0, para todo t, e lim;_,1o I(t) = 0, 0 grdfico da funcao I(t)
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Figura 2: A Curva Epidémica.

define uma curva simétrica com forma de sino conhecido como Curva Epidémica da enfermidade;
veja Figura 2.

Tal curva confirma a observacao comum de que, em muitas epidemias reais, o nimero de novos
casos reportados cada dia aumenta até alcangar o valor maximo I(t) no instante t.

De acordo com (10) temos

@ = S0 PP+ 2SN 5P

e, portanto, o valor maximo I(t), o chamado “pico da epidemia”, satisfaz

10 =22 = L (50 p)? + 280N 5)7] (16)
25, 25, 0o~ p 0 0
no instante 9 9
r= 20 _ ¢ (17)

@ 1o p)? +250(N-S0)”

Como, para que haja epidemia, é necessdrio Sy > p, e, lembrando que p = y/r, se diminuimos
a constante de contdgio r, aumentamos p, e, portanto, de acordo com (16) e (17), diminuimos o
valor do pico I(t) e retardamos o instante t.

Analisando a Curva Epidémica podemos entender o porqué de as autoridades de saude falarem em
“virada do jogo” antes do pico da epidemia. Isso se justifica porque a Curva Epidémica comeca com
um crescimento acentuado e o gréfico tendo a convidade voltada para cima (a derivada é crescente).
Se, porém, em um instante t anterior ao instante t do pico ha uma inflexio, a concavidade volta-se
para baixo (a derivada passa a decrescer). Por um lapso de tempo a epidemia ainda cresce, mas o
crescimento comeca a diminuir. A partir de £, o instante da “virada”, a epidemia tende de modo
sustentdvel & extincdo, passando a decrescer somente depois de t.

6. Comentarios Finais

A utilizacdo de modelos matemaéticos tem sido uma ferramenta importante para o entendimento
de uma epidemia. O conhecimento do Modelo SIR é importante para o sistema de satide no
N\
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planejamento do combate a uma epidemia, pois ele fornece a evolugao da populagao de individuos
infectados, a qual é, na verdade, a evolucao da epidemia.

O contédgio da Covid-19 tem um grau de nocividade maior do que as enfermidades mais conheci-
das cujas epidemias sao descritas pelo Modelo SIR. Um individuo infectado, por onde passa, vai
deixando um rastro de focos de infeccdo que se desvanece em um tempo consideravel. Assim, um
individuo suscetivel pode ser infectado por ele sem nunca té-lo encontrado. Ou seja, a Covid-19 é
mais contagiosa mas isso nao inviabiliza o Modelo SIR para descrevé-la, basta tomar uma constante
I maior.

A Curva Epidémica real ndo tem as simetrias da forma de um sino, mas é uma deformagao da
curva estudada aqui. No mesmo sentido o limiar é apenas uma estimativa, mas é um parametro
extremamente importante para o conhecimento da epidemia, pois a partir dele podemos estimar
o valor e o instante do pico. E preciso entender que um modelo matemético é sempre uma apro-
ximacao da realidade, uma simplificagao. Se nao fosse assim, ele seria um retrato fiel, em geral tao
complexo quanto a propria realidade.

Finalmente, na inexisténcia de vacina e considerando as dificuldades naturais de implementar
rapidamente um tratamento clinico, resta uma unica estratégia eficaz de combater uma epidemia.
Trata-se de diminuir o contagio pelo distanciamento social e a difusao da protegao pessoal.
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