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Funcgoes auxiliares nos teoremas classicos do valor médio
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Resumo

Neste trabalho mostramos algumas variantes dos teorema cldssicos do valor médio. As ferramentas
principais para mostrarmos estes resultados sdo fungoes auxiliares elementares.

Palavras-chave: Teorema do Valor Médio de Lagrange; Teorema do Valor Médio de Cauchy;
Teorema do Valor Médio para Integrais.

Abstract

In this work, some variants of classical mean value theorems are proved. The main tools to prove
these results are some elementary auxiliary functions.

Keyword: Lagrange’s mean value theorem; Cauchy’s mean value theorem; Integral mean value
theorem.

1. Introdugao

Sabemos que o primeiro contato de nossos alunos dos cursos de graduacao em Matematica ou de
Engenharia com os teoremas do tipo valor médio é em um curso de Calculo Diferencial e Integral
([11] e [17] por exemplo) ou em um primeiro curso de Andlise Real ([12]).

O primeiro teorema do valor médio é o conhecido Teorema do Valor Médio de Lagrange, o qual
relaciona a taxa média da variacdo de uma funcdo nos extremos de um intervalo com o valor da
derivada da fung¢do em um ponto do mesmo intervalo.

O segundo teorema de valor médio é o Teorema do Valor Médio de Cauchy, o qual é uma generali-
zacdo do Teorema do Valor Médio de Lagrange, que estabelece uma relagdo entre as derivadas de
duas fungoes e a variacdo dessas fungdes em um intervalo finito.

O terceiro teorema de valor médio é o Teorema do Valor Médio para Integrais ou simplesmente
Teorema do Valor Médio Integral, que relaciona a area da regidao sob o grafico de uma fungio real
f definida num intervalo fechado [a,b] com a area de um retdngulo de base b—a e altura f(c) para
algum c no intervalo [a, b].

Nas demonstragdes desses teoremas (veja por exemplo [3, Teorema 2.3] e [12, Teorema 4.12])
algumas funcgbes auxiliares sdo usadas e entao aplica-se diretamente o Teorema de Rolle: Seja
f:[a,b] » R continua em [a,b] e diferencidavel em (a,b). Se f(a) = f(b), entdo, existe ¢ € (a,b)
tal que f' (c) = 0. Alguns autores chamam isso de “ideia feliz” ([7, p.24]).

O objetivo principal deste trabalho é usar fungoes auxiliares elementares para demonstrar algumas
variagdes tanto dos Teoremas do Valor Médio de Lagrange, de Cauchy e Integral.
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2. Fungoes auxiliares para o Teorema do Valor Médio de Lagrange

Nesta secao vamos usar algumas fungoes auxiliares elementares para demonstrar algumas variagoes
do Teorema do Valor Médio de Lagrange.

Teorema 1 (Teorema de Lagrange). Se f: [a,b] > R € uma fungio continua em [a,b] e derivdvel
m (a,b), entdo existe n € (a,b) tal que

f(n) —f(a) = f' () (n —a). (1)

Geometricamente, o Teorema do Valor Médio de Lagrange diz-nos que existe um ponto 7 dentro
do intervalo (a,b), onde a reta tangente ao graﬁco de f é paralela a reta secante que passa pelos

pontos A = (a,f(a)) e B = (b, f(b)), ou seja f (n) = w.

Se f(t) representa a posi¢do de um corpo que se move ao longo de uma reta, dependendo do tempo
t, entdo o quociente % é a velocidade média do corpo no periodo de tempo b—a. Como f'(t)
é a velocidade instantanea, fisicamente o Teorema do Valor Médio de Lagrange diz que existe um
instante de tempo 7, para o qual a velocidade instantanea é igual a velocidade média.

A demonstragdo do Teorema de Lagrange (veja [12, Teorema 4.12]) consiste em aplicar o Teorema
de Rolle a funcao auxiliar

f(b) —f
P = 160~ fa) Ty, @)

a

Neste ponto, cabe fazer a seguinte pergunta: Qual é a origem da fungdo auxiliar ¢ usada na
demonstracao do Teorema do Valor Médio de Lagrange?

A explicacdo mais simples da escolha de ¢ provavelmente seja a dada por R.C. Yates ([23]). A
funcdo ¢ é a diferenca da ordenada do ponto P = (x,f(x)) no gréafico de f e da ordenada do ponto
Q = (x,h(x)) na reta secante ao grafico de f. Como as fungoes f e h se encontram nos pontos
(a,f(a)) e (b,f(b)) temos ¢(a) = 0 = ¢(b). Assim, temos uma fungdo para a qual podemos aplicar
o Teorema de Rolle; consequentemente, obtemos o Teorema do Valor Médio de Lagrange.

Existem outras maneiras de obter ¢ (veja [10], [15] por exemplo). M.R. Spiegel em [16] observou que
podemos encontrar ¢ da seguinte forma: vamos procurar uma aproximagao linear de f, ¢ + Bx, no
intervalo [a,b], onde a e B sdo constantes a serem determinadas. Agora consideremos a diferenca,
¢ (x), entre f(x) e sua aproximacao linear a + 8x, i.e.,

¢(x) = f(x) - (a + Bx), (3)

onde a e B sdo nimeros reais a serem determinados satisfazendo a condicdo ¢(a) = ¢(b). Dessa

iltima condicdo obtemos B = % Para acharmos «, fazemos ¢(a) = 0, assim obtemos
a =f(a) - (b) f(a)a Logo,
f(b) —f(a
P(x) = 1) fla) - " ).

Se fizermos uma ligeira modificacdo da aproximacio linear de f da forma
P (x) = f(x) + 1x, (4)
387 @= sBm
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onde 4 € R tal que a condi¢do ¢(a) = ¢(b) seja satisfeita, obtemos a seguinte fungio auxiliar

f(b) —f(a)

¢(X) = f(X) - ﬁ}(.

J.Tong em [18] introduziu a funcéo auxiliar da forma

H(x) =f(}()7f(b)ff(a,) (X7a+b)’

b-a 2

a qual satisfaz a condicdo H(a) = f<a>;f(a) = H(b).

Se mudarmos ligeiramente a fungdo auxiliar H dada em (5) pela funcdo auxiliar

H(x) = f(x) —

f(a) + f(b)  f(b) —f(a) a+b
2 " b-a (X* 2 ) (6)

Facilmente vemos que H(a) = 0 = H(b).

J.Tong em [19, Teorema 1] exibe uma familia de fungdes auxiliares que envolvem dois pardmetros «
e B, os quais satisfazem o Teorema de Rolle. Consequentemente, obtemos uma familia de Teoremas
de Valor Médio. Em particular, quando @ = B, obtém-se o Teorema do Valor Médio de Lagrange.
Isso leva a concluir que existem uma infinidade de fun¢bes auxiliares.

Em 1958 T.M. Flett em [2] enunciou e demonstrou uma variagdo do Teorema de Lagrange.

Teorema 2 (Teorema de Flett [2]). Sef: [a,b] - R ¢ uma fungio derivivel em [a,b] ef (a) = f'(b),
entdo, existe n € (a,b) tal que

f(p) —fa) = f' () (5 —a). (7)

Geometricamente, o Teorema de Flett diz que se uma curva (t,f(t)) é suave no intervalo [a,b] e
as retas tangentes nos extremos (a,f(a)) e (b, f(b)) sdo paralelas, entdo, existe um ponto n € (a,b)
de modo que a reta tangente ao grafico de f que passa por (7,f(n)) também passa por (a,f(a)).

Fisicamente, o Teorema de Flett diz que, se as velocidades inicial e final de uma particula com
trajetéria (t,f(t)) suave no intervalo de tempo [a,b] forem iguais, entdo, existe um momento
n € (a,b) tal que a velocidade instantdnea da particula nesse instante, é exatamente a velocidade
média do percurso até o instante 7.

Em 1977, R.E. Myers [9] demonstrou uma varia¢io do Teorema de Flett.

Teorema 3 (Teorema de Myers [9]). Se f: [a,b] » R € uma funcio derivdvel em [a,b] e f (a) =
f’(b), entdo, existe n € (a,b) tal que

f(h) — () = £ (n) (b 7). (8)

Em 1998, P.K. Sahoo e T. Riedel ([13, Teorema 5.2]) deram uma variagdo do Teorema de Flett
(Teorema 2) onde eles removeram a condigao de fronteira na derivada de f, i.e., f’(a) = f’(b).
Teorema 4 (Teorema de Sahoo-Riedel [13]). Se f: [a,b] » R é uma funcio derivdvel em [a,b],
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entdo, existe n € (a,b) tal que

, 1£(b)-f
) ) = £ () 5oy a2

Demonstraciao. Aplicar o Teorema de Flett a funcdo auxiliar yw : [a,b] - R dada por

1 () —f(a)

v (x) = f(x) R — (x—a)2. (10)

O

Observagio 1. A fungdo auxiliar y usada no Teorema de Sahoo-Riedel é obtida considerando a
diferenga de f com uma aproximagao quadratica de f,

a+ fx—a)+ ;/(Xfa)2

numa vizinhanca de a, i.e., y(x) = f(x)—[a+ B(x—a) + }/(xfa)z] e impondo a condigao de fronteira
na derivada de y, w’(a) = w’(b). Assim,

y'(a) =y’ (b) s f(a-p=fb-p-2rb-a)
' (b) —f'(a)

1
crV=3 b-a

As constantes a e f sdo arbitrarias e por conveniéncia podemos tomar ¢ = 0 = §.

Da Observagao 1 podemos considerar uma funcao auxiliar adequada para mostrar uma variagao
do Teorema de Sahoo-Riedel.

Teorema 5 ([4]). Se f: [a,b] » R é uma fungio diferencidvel em [a,b], entdio, existe n € (a,b) tal
que

(n—1)f'(b) —f(a)

fn) ~f(a) = £ (0 —a) — ===

(p—a)* nelN. (11)

Demonstracio. Seja n € IN e considere a funcdo auxiliar y : [a,b] - R dada por
w(x) =f(x)+ A(x—a)",

onde 1 € R que vamos escolher A tal que a condicdo y’(a) = y’(b) seja satisfeita.

Facilmente vemos que y é derivdvel em [a,b] e y'(x) = f’(x) +ni(x—a)* 1. Entédo,

y'(a) =y’ (b) & f'(a) =f'(b) + ni(b—a)*!

oo M) -fa)
- n (b,a)nfl :
Assim, temos a fung¢do auxiliar

1 ' (b) — ' (a)
n (b _ a)nfl
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, a qual satisfaz as hipoteses do Teorema de Flett (Theorem 2). Entéo, existe n € (a,b) tal que

w(n) —w() =y’ (n)(n-a).

Dessa igualdade segue (11). O

D.cakmak e A.Tiryaki ([1, Teorema 2.1]) mostrou uma ligeira varia¢do do Teorema de Sahoo-Riedel
(Teorema 4) e esse se reduz ao Teorema de Myers (Teorema 3) quando f (a) = f'(b).

Teorema 6 (Teorema de Cakmak-Tiryaki [1]). Seja f : [a,b] - R uma fungio diferencidvel em

[a,b], entdo, existe € (a,b) tal que

, 1f'(b) -1
£(b) £ = £ (b ) + 52— @)

- 2
T (b-m?*. (12)

Demonstracdo. Aplicar o Teorema de Myers a func¢do auxiliar h : [a,b] - R definida por

1 (b)—f(a)

h(x) = f(x) = 53— — (x—b)2. (13)

Escolhendo um fungao auxiliar adequada obtemos a seguinte variagdo do Teorema de Cakmak-
Tiryaki.

Teorema 7 ([4]). Sef:[a,b] > R é uma funcio derivavel em [a,b], entdo, existe n € (a,b) tal que

n-1 ' (b) —f'(a)

f(b) —f(n) =£ (n)(b—n) + 0 W

(b—m™, nel. (14)

Demonstracao. Seja n € IN e considere a fungao auxiliar ¢ : [a,b] - R dada por
$(x) =f(x) + L(x—b)",

onde 1 € R. Vamos escolher A tal que a condicio ¢’ (a) = ¢’(b) esteja satisfeita.

A funcdo ¢ é derivdvel em [a,b] e ¢’ (x) = f'(x) + ni(x—b)r L. Entao,

¢’ (a) = ¢’(b) & f'(a) +na(a—b)* ! = (b)

_1f () —fa)
e

Assim, temos a fun¢do auxiliar

' (b) — £ (a)

@ pp T P

1
B(x) =) + -
, a qual satisfaz as condi¢oes do Teorema Myers (Theorem 3). Entéo, existe n € (a,b) tal que

¢(b)—p(m) = ¢ (n)(b—1n).

Dessa ltima igualdade segue (14). O
D
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3. Fungoes auxiliares para o Teorema do Valor Médio de Cauchy

Nesta secao vamos usar algumas fungoes auxiliares elementares para demonstrar algumas variagoes
do Teorema do Valor Médio de Cauchy.

Teorema 8 (Teorema de Cauchy). Se f,g: [a,b] - R sdo fungdes continuas em [a,b] e derivdveis
em (a,b), entdo, existe n € (a,b) tal que

[f(b) ~f(a)]g’ () = [g(b) — g(@)]f' (). (15)
Se g’ (x) # 0 para todo x € (a,b), entdo,

f(b) ~f(a) _ f'(n)
gb)—gld) g (n’

(16)

Geometricamente, o Teorema de Cauchy diz que existe uma reta tangente a curva y : [a,b] - R?
dada por y(t) = (f(t),g(t)), a qual é paralela a reta que passa pelos pontos A = (f(a),g(b)) e
B = (f(b),g(b)) da curva y.

Se g(x) = x no Teorema de Cauchy (Teorema 8), entdo obtemos o Teorema de Lagrange (Teorema
1).

A demonstracio do Teorema de Cauchy [12, Teorema 4.14] consiste em aplicar o Teorema de Rolle
a fungao auxiliar h : [a,b] - R dada por

f(b) —f(a)

B0 = 100 @) = )

[g(x) —g(a)]. (17)

Como na demonstracao do Teorema de Lagrange cabe aqui a seguinte pergunta: Qual é a origem
da funcao auxiliar ¢ usada na demonstracdo do Teorema de Cauchy?

Uma ligeira modificagdo da fungéo auxiliar (17) é usada em [8, Teorema 5.11] para demonstrar o
Teorema de Cauchy:

g(x). (18)

M.Poliferno [10] considerou a funco auxiliar h : [a,b] - R dada por

£(x) —
b < £00 - mst).
m?2 + 1
onde m = % é a inclinacdo de reta L. que passa pelos extremos A = (f(a),g(a)) e B =

(f(b),g(b)) da curva y(x) = (f(x),g(x)). A funcdo h é a distancia de ponto da curva y a reta
L, entao, geometricamente, h(a) = 0 = h(b). Logo, pelo Teorema de Rolle, segue a conclusdo do
Teorema de Cauchy.

J. Tong [20] considerou a seguinte fun¢io auxiliar h : [a,b] - R dada por

~ f(b) —f(a) g(a) + g(b)
g(b) —g(a)

@= sBm
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Claramente vemos que h(a) = w = h(b), logo, o Teorema de Rolle da a conclusao do Teorema
de Cauchy.

Observagio 2. Modificando ligeiramente a funcao auxiliar h dada em (19) por J. Tong pela funcao
auxiliar

f(a) +f(b)  f(b) —f(a)

s = 19 - S5 - Sy [0 - ERSER],

também obtemos a conclusdo do Teorema do Valor Médio de Cauchy.
M. Spiegel [16] considerou a funcéo auxiliar h : [a,b] - R da forma
h(x) = f(x) - [a + Bg(x)], (20)

onde @ e B sdo numeros reais a serem determinados satisfazendo a condi¢do h(a) = h(b). Dessa
f(b)—f(a)
g(b)—g(a)”

g(a). Logo, a funcao auxiliar tem a forma

condi¢do, obtemos B = Para determinar a constante a fazemos h(a) = 0, assim a =

 f(b)-f(a)
f@) - soe@

h(x) = f(x) - f(a) - 22 —f(@)

m[gb{) —g(a)]. (21)

Note que a fungdo dada em (21) é a mesma fungéo auxiliar considerada por M. Protter e C. Morrey
(veja (17)) e, uma forma reduzida da fungao dada em (21) é
f(b) —f(a)

hx) = £ = o) —gtay

g(x), (22)

a qual é obtida quando tomamos a = 0.

Seguindo a ideia de M. Spiegel em [16], consideramos a fung¢do auxiliar h : [a,b] - R dada por
h(x) = f(x) + Ag(x),

f(b)—f(a)

onde 1 € R, o qual serd escolhido tal que h(a) = h(b). Dessa condicao, obtemos A = ESOETOR

Assim, temos a fun¢do auxiliar

Veja que essa funcdo auxiliar é a mesma obtida em (22).

Em 2000, E.Wachnicki ([21, Teorema 3]) demonstrou a seguinte variacdo do Teorema do Valor
Médio de Cauchy.

Teorema 9 (Teorema de Wachnicki [21]). Sejam f,g : [a,b] = R fung¢des derivdveis em [a,b]. Se
g’ (x) # 0 para todo x € [a,b] e

- (23)

" sBm
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entdo, existe n € (a,b) tal que

fn) —fa) _ £ (24)

E.Wachnicki em [21, Teorema 4] removeu a condi¢do (23) e obteve o seguinte resultado o qual é
um analogo ao Teorema de Sahoo-Riedel.

Teorema 10. Sejam f,g : [a,b] = R funcdes derivdveis em [a,b]. Se g’ (x) # 0 para todo x € [a,b],
entdo, existe n € (a,b) tal que

(25)

A demonstracao desse Teorema (veja [21, Teorema 4]) consiste em aplicar o Teorema de Wachnicki
a funcao auxiliar y : [a,b] - R dada por

e L(F) fa) (gx) —g@)?
v =165 ( ) g(b) —g(a)
Em [5] mostramos a seguinte variagdo do Teorema 10.

Teorema 11 ([5, Teorema 2.3]). Sejam f,g : [a,b] » R fungdes derivdveis em [a,b]. Se g’(x) # 0
para todo x € [a,b], entdo, existe n € (a,b) tal que

gm—g@ ¢ () n \gb g \egb) gl

f(n) ~ta) _ £ nl(ﬁb) f (@) )(g(n)g(a))“l neN. (26)
Demonstracio. Seja n € N e consideremos a funcao auxiliar y : [a,b] - R dada por
y(x) =f(x) + 1(g(x) —g(@)", 1 € R.

Vamos escolher A de modo que a seguinte condicao esteja satisfeita

(@) _y (b). (27)

A funcgdo y é derivavel em [a,b] e y'(x) = f (x) + An(g(x) —g(a))* g’ (x). De (27) obtemos

Assim, a funcdo auxiliar y tem a forma

w0 = - L) f<a>)(<g<x>fg<a>> .
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Agora, aplicando o Teorema de Wachnicki (Teorema 9) as fungoes y e g, existe n € (a,b) tal que

w(n) —w@)  w'(n)

g(n)—g@)  g'(n)°

De onde segue a igualdade (26) O

Observagio 3. Se g(x) = x, entdo, os Teoremas 9 e 10 transformam-se nos Teoremas de Flett
(Teorema 2) e de Sahoo-Riedel (Teorema 4), respectivamente.

Observagao 4. Se g(x) = x, entdo, o Teorema 11 transform-se em uma variagdo do Teorema de
Sahoo-Riedel (veja [4]), i.e.,

n-1 ' (b) —f (a)

f) —f(a) = £/ () (9 —a) —— T

(p—a)", ne N. (28)

Em [5], provamos a seguinte variacdo do Teorema de Wachnicki.

Teorema 12 ([5, Teorema 2.4]). Sejam f,g : [a,b] > R fungdes derivdveis em [a,b]. Se g'(x) # 0
para todo x € [a,b] e

== (29)

entdo, existe n € (a,b) tal que

- . (30)

Removendo a condigao (29), obtivemos uma variacdo do Teorema 12, o qual é um andlogo do
Teorema Cakmak-Tiryaki (Teorema 6).

Teorema 13. Sejam f,g : [a,b] - R funcoes derivdveis em [a,b]. Se g’ (x) # 0 para todo x € [a,b],
entdo, existe n € (a,b) tal que

fb) —f(p) _ ') 1 (f’(b) f’(a))g(b)g(n) (31)

gb)—gm g’ (m  2\g'(h) g'(a))gb)-g)
Para demonstrar esse teorema, usamos a funcéo auxiliar ¢ : [a,b] - R dada por

e L(f) fa)) (gx) —gb)?
P00 = $x0) 5(g’<b> g’(a)) g(b) g(a)

junto com a funcao g, e logo aplicamos o Teorema 12.

Em [5] obtivemos a seguinte varia¢do do Teorema 13.

Teorema 14 ([5, Teorema 2.5]). Sejam f,g : [a,b] > R fungdes derivdveis em [a,b]. Se g’(x) £ 0
para todo x € [a,b], entdo, existe n € (a,b) tal que

g(b)—g(n) ¢'(n) n ,ne N. (32)

£(b) — £(n) f'(n)+n1(f'(b) f’<a>)(g<b>g<n> "
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Demonstrag¢do. Seja n € N, e consideremos a funcao auxiliar ¢ : [a,b] - R dada por
¢(x) = f(x) + 1(g(x) —g(b)", 1 € R.
Vamos escolher A de modo que a condicao seja satisfeita

¢’'(a) ¢’ (b)

= . 33
g'(a)  g'(b) (33)
A funcdo ¢ é derivdvel em [a,b] e ¢’ (x) = f(x) + An(g(x) —g(b))* g’ (x). Assim,
¢'@) _¢'(b) _ f(a) o)
= l — b n =
g g g T eI =
1,f(b) f(a) 1
}L = — .
< n(g’(b) g'(a) ) (g(a) —g(b))n!
Logo, a fun¢do auxiliar ¢ tem a forma
L) @), (g -gb)"
=f — - .
$09 =100+ 3 (Z8) g gy
Como as fungoes ¢ e g satisfazem as hipoteses do Teorema 12, existe n € (a,b) tal que
pb)—p(n) _ ¢’ (1)
gb)—g(m  g'(n)’
Dessa tultima igualdade segue o resultado. O

4. Fungoes auxiliares para o Teorema do Valor Médio Integral
Nesta secao vamos usar algumas fungoes auxiliares elementares para demonstrar algumas variagoes
do Teorema do Valor Médio Integral.

Teorema 15 (Teorema do Valor Médio Integral). Se f: [a,b] » R é uma fungdo continua, entdo,
existe & € (a,b) tal que

(b—a)f(¢) = [ f(x)dx. (34)

Oy

Geometricamente, para uma funcao f ndo negativa, o Teorema do Valor Médio Integral diz que a
area compreendida entre o grafico de f, as retas x = a, x = b e 0 eixo x ¢é igual a (b—a)f(&), ou
seja, a area do retangulo de lados b —a e f(&).

Em 1970, S.G. Wayment ([22]) demonstrou a primeira variagdo do Teorema do Valor Médio Inte-
gral, o qual é a versdo integral do Teorema de Flett ([2]).

Teorema 16 (Teorema de Wayment). Sef: [a,b] - R é uma fungio continua em [a,b] e f(a) = {(b),
entdo, existe £ € (a,b) tal que

<
(& —a)f(§) = [fx)dx. (35)
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O seguinte resultado é uma ligeira modificagdo do Teorema de Wayment.

Teorema 17 ([14, Teorema 3.2]). Se f: [a,b] » R € uma funcio continua em [a,b] e f(a) = f(b),
entdao, existe & € (a,b) tal que

(b— (&) = [ f(x)dx. (36)

N ey

Em 2007, P.K. Sahoo [14, Teorema 2.1] removeu a condic¢ao de fronteira, f(a) = f(b), do Teorema
de Wayment (Teorema 16), e obteve o seguinte resultado:

Teorema 18 (Teorema de Sahoo). Se f: [a,b] = R € uma funcgio continua em [a,b], entdo, existe
£ € (a,b) tal que

I L ff (37)

Para demonstrar o Teorema de Sahoo aplicamos o Teorema de Wayment a fun¢do auxiliar y :
[a,b] - R dada por

f(b) —f(a)

w(x) = f(x) - b _a

(x—a).

Em [6] demonstramos a seguinte variante do Teorema de Sahoo.

Teorema 19. Se f: [a,b] » R € uma funcdo continua em [a,b], entdo, existe & € (a,b) tal que

n f(b) —f(a)

(§*a)f(§)*mw(§

a)n+! ff )dx, ne€ N. (38)

Demonstracio. Seja n € N e considere a funcao auxiliar y : [a,b] » R dada por y(x) = f(x) +
A(x—a)", onde A € R. Vamos escolher 1 de modo que a condicao w(a) = w(b) seja satisfeita.
Entao,

fla) =f(by + A(b—a)* & 1 =—

f(x)— %(X*a)n, a qual é continua em [a, b]. Aplicando

o Teorema de Wayment a funcdo y, existe & € (a,b) tal que

Assim, temos a funcio auxiliar y (x) =

<
w()(E-a) = [yx)

Dessa igualdade segue (38). O

Observagio 5. A equagdo (38) no Teorema 19 d4 uma familia de Teoremas de valor médio para
integrais.

Se consideramos a sequéncia de nimeros reais {I,},cn onde

n f(b)—f(a) el
nrl o & AT

396 ‘-u SBWI
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= (£ -a)f($) -
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temos
lim T, = (£ —a)f(é).
Note que:

e Sen =1 em (38), obtemos o Teorema de Sahoo (Teorem 18). Nesse caso, a fun¢do auxiliar é da
forma

e Sen =2 em (38), obtemos uma variagao de (37)

2 f(b) ~ f(a)
) 3 b a2

R T

£
(&-a)® = [fx)dx.

Nesse caso, temos a funcao auxiliar

f(b) —f(a) Ry
—(bfa)2 (x—a)=~.

Quando removemos a condicao de fronteira f(a) = f(b) no Teorema 17, obtemos o seguinte resul-
tado:

Teorema 20. Se f: [a,b] > R é uma fung¢io continua em [a,b], entdo, existe £ € (a,b) tal que

1 £f(b) —{ b
mgﬁ@>+§i%¢3@&b@2:!ﬂxmx (39)

Na demonstracao desse teorema, aplicamos o Teorema 17 a funcao auxiliar y : [a,b] - R dada
por

f(b) —f(a)

v (x) = f(x) + ———(b-x).

Em [6] mostramos a seguinte variagdo do Teorem 20.

Teorema 21. Se f: [a,b] » R é uma funcdo continua em [a,b], entdo, existe & € (a,b) tal que

n f(b)—f(a)

(b= HFE) + =g~

b
(b—&)™! = [f(x)dx, neN. (40)
g

Demonstracio. Seja n € N e considere a funcao auxiliar y : [a,b] » R dada por y(x) = f(x) +
A(x—Db)* onde 1 € R. Vamos escolher 1 de modo que a condi¢do y(a) = w(b) seja satisfeita.
Entao,

v(@)=wyb) e fla)+ A(a-b)* =f(b) & 1 =

f(b)—f(a)
(b—a)™

i

Assim, temos a funcdo auxiliar v (x) = f(x) +

(x—b)™ a qual é continua em [a, b]. Aplicando
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o Teorema 17 a fungdo y, existe & € (a,b) tal que
b
(b= w(&) = [ydx,
s

a qual implica a igualdade (40). O

Observagio 6. A equagdo (40) no Teorema 21 d4 uma familia de teoremas de valor médio para
integrais.

. A . 4 . 4
Se consideramos a sequéncia de ntimeros reais {I,,},cn, onde

n f(b)—1f(a)

[l St St e N ¥ s T |
n+1 (b-a) (b=,

I, = (b (&) +

temos

lim I, = (b— &)f(£).
Note que:

e Sen =1 em (40), obtemos o Teorema 20. Nesse caso, temos a fungio funcio auxiliar

B f(b) ~f(a)
l//(X) = f(X) + W(X b)
e Se n =2 in (40), obtemos uma variagdo de (39)
2 f(b) -~ f(a) £
(b= ) + 55— (b 97 = !f(x)dx
Nesse caso, a func¢ao auxiliar é da forma
f(b) —f(a) . 5
W) = 1) + =7 =S (xb)2,
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