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Resumo

No presente trabalho, apresentamos um interessante método geométrico para a construcao de ternos
pitagoricos, cujas construgoes geométricas descritas nos seus passos podem ser reproduzidas usando
apenas régua (nao graduada) e compasso. Convém salientar que o método supracitado fornece
uma interpretagdo geométrica para as expressoes de Euclides e permite-nos obter todos os ternos
pitagéricos (primitivos e secundérios).
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Abstract

In this work, we present an interesting geometric method for construction of Pythagorean triples,
whose geometric constructions described in its steps can be reproduced by using only straightedge
and compass. It should be point out that this method provides a geometric interpretation for the
Euclid’s formulae and allows us to obtain all Pythagorean triples (primitive and secondary).
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1. Introdugao

Os triangulos pitagoricos sdo tridngulos retangulos constituidos por lados com medidas inteiras,
enquanto ternos pitagdricos sao ternos de nimeros inteiros positivos, que correspondem as medidas
dos lados de um mesmo tridngulo pitagérico. De maneira equivalente, podemos afirmar que ternos
pitagoricos sdo ternos de nimeros inteiros positivos que satisfazem a equacgao

x2 = y2 + 72,
que é oriunda do Teorema de Pitdgoras (cf. [2] e [5]). Dados um terno pitagérico (x,y,z) e um
numero p € N, verifica-se diretamente que (px, py,pz) é um novo terno pitagorico, e, nesse caso,
dizemos que os referidos ternos sao equivalentes.

Devemos ressaltar que um terno pitagoérico é chamado de primitivo, quando suas coordenadas
sdo formadas por inteiros positivos relativamente primos; caso contrario, o terno é chamado de
secunddrio. Na obra Os Elementos, Euclides (ca. 300 a.C.) caracterizou os ternos pitagoricos,
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mostrando que existe uma infinidade deles e apresentando uma forma simples de construi-los.
Mais precisamente, Euclides verificou que tomando nimeros m,n € N com m > n, tem-se que

x = m? + n2, y =m? —n? e z=2mn

constituem um terno pitagérico, e tais expressdes geram todos os ternos pitagoéricos primitivos
possiveis (cf. [3] e [4]).

Nesse sentido, desenvolvemos aqui um método geométrico para construir os ternos pitagoricos,
estruturado em construgoes geométricas elementares, tais como: divisdo de segmento de reta em
partes iguais, construgao de reta perpendicular, transportes de segmento de reta e de angulo etc.
Por fim, mostramos que o método descrito estd relacionado com as expressoes de Euclides, e, a
partir dessa relacgdo, concluimos que todos os ternos pitagoéricos podem ser obtidos através desse
método geométrico.

2. Resultados Preliminares

Nesse momento, vamos enunciar e provar os resultados que irdo fundamentar o método geométrico
a ser apresentado na nossa proxima se¢ao. Diante do exposto, daremos inicio com uma proposic¢ao,
que se constitui no resultado chave do trabalho.

Proposigao 1. Considere um tridngulo retangulo ABC com dngulo interno A reto, tal que
—~ n
med(B) =260 e tanf = —,
m
onde m,n € N. Suponha que AB = p(m?2 —n2) para algum p € N, entdo,
AC = 2pmn e BC = p(m2 +1n2),
em particular, ABC € um triangulo pitagorico.

Demonstracio. Primeiramente, vamos ilustrar o tridngulo ABC, conforme descrito no enunciado,
denotando as medidas dos lados BC, AC e AB por a, b e ¢, respectivamente (cf. Figura 1).

C

B ¢ A
Figura 1: Tridngulo retangulo ABC.
Na sequéncia, vamos tracar a bissetriz BD do angulo interno B e denotar por d a medida do
segmento de reta AD (cf. Figura 2).

N
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B ¢ A
Figura 2: Bissetriz do 4ngulo B.

Observando a Figura 2, aplicamos o Teorema da Bissetriz (cf. Barbosa [2]) e deduzimos que

bfd:g, (1)

a C

depois disso, usamos as medidas dos catetos de ABD e a hip6tese tan § = n/m para obter
d

n
c m’

Decorre das igualdades (1) e (2) que
na =m(b—d) = mb-nc

ou, equivalentemente,
mb =n(a+c). (3)

Devemos lembrar que o Teorema de Pitdgoras estabalece a relacao
a2 =b’+ c2, (4)
que junto com a identidade (3) fornece-nos

m2a? = m2b? + m2¢2 = n2(a + ¢)? + m3c?

ou,ainda,

(m? —n?)a? —2n%ac— (m? + n?)c? = 0. (5)

2—1n?) com a igualdade (5), chegamos em

Combinando a hipétese ¢ = p(m
a? - 2pn?a— (m* - n*)p? =0,

que pode ser reescrito na forma

(a—pn2)? = m*p2.
Da tltima igualdade, obtemos a expressao
a= p(m2 +1n?), (6)
entdo, substituindo-a em (4) junto com ¢ = p(m? —n?), vamos ter
b = 2pmn; (7)
daf basta notar que (6) e (7) equivalem a BC = p(m? +n?) e AC = 2pmn, respectivamente. O
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Como aplicagdo da Proposigdo 1, obtemos um resultado que nos fornece informagdes adicionais,
no mesmo contexto da proposicao citada.

Corolario 1. Considere um triangulo retangulo ABC com dngulo interno A reto, tal que
med(ﬁ) =20 e tanf = B,
m

onde m,n € N. Dessa forma, valem as sequintes afirmagoes:
a) Se AC = 2pmn para algum p € N, entdo, AB = p(m? —n2) e BC = p(m? + n?).

b) Se BC = p(m? + n2) para algum p € N, entio, AB = p(m? —n2) e AC = 2pmn.

Demonstracao. Inicialmente, vamos considerar um triangulo retdngulo ABC, conforme enunciado,
e em seguida:

« Marcamos um ponto A’ sobre a semirreta ﬁ, tal que A'B = p(m?2 —n?);
« A partir do ponto A’, tracamos um segmento de reta A’C’, paralelo ao lado AC e com C’
pertencente a semirreta BC (cf. Figura 3).

a

B R R —— Py

;>:
g
N

B A A B
Figura 3: Construcao do segmento A’C’.

Observagio 1. Na Figura 3, foram ilustrados os dois casos possiveis em que A’ € AB e A’ ¢ AB,
respectivamente.

Podemos afirmar que o tridngulo A’BC’ (cf. Figura 3) satisfaz as condigbes da Proposigao 1,
portanto,

A'C’=2pmn e BC =p(m?+n?), (8)
entdo, passamos a trabalhar cada item separadamente:

a) Observe que os tridngulos retangulos ABC e A’BC’ sdo semelhantes (cf. caso A.A. em [2] e [5]),
entdo, combinando essa informagdo com a hipdtese AC = 2pmn, temos que
B AC
A’B AC
logo AB = A’Be A = A’. Dessa forma, podemos afirmar que os tridngulos ABC e A’BC’ coincidem,
consequentemente

s

E:m:p(mzfnz) e mzmzp(m2+n2).
N
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b) De modo anslogo, usamos a hipétese BC = p(m?+n?) junto com a semelhanca de ABC e A'BC’
para obter

AB BC _ |
AB BC
dai basta repetir os mesmos argumentos aplicados ao item anterior para concluir a prova. O

3. Construcao Geométrica de Ternos Pitagéricos
Na presente se¢do, vamos descrever um método geométrico para construir os ternos pitagéricos,

que pode ser reproduzido usando apenas régua (ndo graduada) e compasso. Nessa perspectiva,
vamos considerar n,k € N na descri¢cdo dos passos que compdem o referido método geométrico.

1° Passo: Considere um segmento de reta BA.

B A

Figura 4: Segmento de reta BA

BA.

2° Passo: Divida BA em m = n + k partes iguais e adote a unidade de medida u = %

Figura 5: Divisdo do segmento BA

Observagao 2. Por simplicidade, vamos omitir a unidade de medida u nas demais figuras da secao,
ficando subentendido que os comprimentos serdao sempre expressos em termos dessa unidade.

3° Passo: A partir do ponto A, construa um segmento de reta AC perpendicular a BA e com
medida AC = nu.

C

B A

Figura 6: Construcdo do segmento AC

4° Passo: Trace o segmento de reta BC, formando o triangulo retangulo ABC.

C

B A
Figura 7: Tridngulo retangulo ABC
ran
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5° Passo: A partir do ponto B, construa um angulo CBD congruente e adjacente ao angulo ABC.

D

Figura 8: Construcio do angulo CBD

6° Passo: Sobre a semirreta BA, marque pontos A A,, ..., A | e A’ distintos entre si e ndo
pertencentes a BA, tais que AA; = ACe BA; = AjA, = = A A

D

Al R Ak—l Aa

Figura 9: Construgdo do segmento BA’

Observagio 3. Sabendo que os angulos ABC ¢ ACB, internos ao tridngulo ABC (cf. Figura 9)
opdem-se a lados com medidas n e m = n + k, respectivamente, entdo, ABC é menor que ACB.
Nessas condigoes, vale a desigualdade

med(ABD) < med(ABC) + med(ACB) = %,

garantindo assim que ABD ¢ um angulo agudo.

7° Passo: Partindo do ponto A’, construa um segmento A’C’ perpendicular ao segmento BA’,
onde C’ pertence a semirreta BD e sua existéncia decorre da Observagao 3.
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/m ,H n IT
B A A Aj A’

Figura 10: Tridngulo retdngulo A’BC’

Conclusao: Desde que BA’ divide-se em k = m —n segmentos congruentes que medem (m + n)u,
obtemos

BA’ = (m—n)(m +n)u = (m?—n?)u,

implicando pela Proposicao 1 que
A’C’ = 2mn)u e BC = (m2+n?)u,

portanto, o tridngulo A’'BC’ (cf. Figura 10) é pitagérico, e as medidas dos seus lados formam um
terno pitagérico.

Diante da conclusao anterior, observa-se que as medidas dos lados do tridngulo A’BC’ sdo dadas
pelas expressoes de Euclides, e, como tais expressoes fornecem todos os ternos pitagdricos primitivos
(cf. Hefez [4]), consequentemente todos os ternos pitagéricos primitivos podem ser obtidos a partir
do método geométrico apresentado. Sabendo que homotetias podem ser aplicadas a tridngulos
através de construgoes geométricas elementares (cf. Secao 5.4 em Wagner [6]), concluimos que os
ternos pitagoricos secundarios podem ser obtidos aplicando homotetias aos tridngulos pitagéricos
construidos ao final dos passos descritos pelo nosso método geométrico.

4. Alguns Exemplos

Para melhor compreensao do método geométrico apresentado, essa se¢ao apresenta dois exemplos
com a construgdo geométrica de ternos pitagéricos, partindo da bisseccdo e da trisseccdo de um
segmento de reta.

Exemplo 1. Construindo um terno pitagérico a partir da bisseccao de um segmento de reta.

Solugao: Conforme os passos do método geométrico descrito na se¢do anterior, procedemos com
a solucao do exemplo.

N
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1° Passo: Considere um segmento de reta BA.

B A

Figura 11: Segmento de reta BA

BA.

2° Passo: Divida BA em 2 (duas) partes iguais e adote a unidade de medida u = %

B u u A

Figura 12: Divisdo do segmento BA

3° Passo: A partir do ponto A, construa um segmento de reta AC perpendicular a BA e com
medida AC = u.
C

2u

B A

Figura 13: Construcdo do segmento AC

4° Passo: Trace o segmento de reta BC, formando o tridngulo retangulo ABC.

C

B A
Figura 14: Tridngulo retangulo ABC

5° Passo: A partir do ponto B, construa um angulo CBD congruente e adjacente ao angulo ABC.

D

B A
Figura 15: Construcao do angulo CBD
-
229 " sBMm

‘SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEM) TIcA



PROFESSOR DE

I I I ’ MATEMATICA

v e do St s detemitin Silva Filho e Bandeira

6° Passo: Sobre a semirreta ﬁ, marque um ponto A’ ndo pertencente a BA, tal que AA’ = AC.

Figura 16: Construcao do segmento BA’

7° Passo: Partindo do ponto A’, construa um segmento A’C’ perpendicular ao segmento BA’,
onde C’ pertence a semirreta BD.

C/

A?

Figura 17: Tridngulo retangulo A’BC’

Conclusao: As medidas dos lados do tridngulo retdngulo A’BC’ sdo dadas por
BA’ =3u (por construgao), A’'C’=4u e BC’ =5u (cf. Proposicio 1),

que correspondem a um terno pitagérico.
Exemplo 2. Construindo ternos pitagéricos a partir da trisseccdo de um segmento de reta.

Solugao 1: De modo anilogo ao Exemplo 1, seguimos os mesmos passos executados anteriormente.

1° Passo: Considere um segmento de reta BA.

N
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B A

Figura 18: Segmento de reta BA

2° Passo: Divida BA em 3 (trés) partes iguais e adote a unidade de medida u = *BA.

1
3

-+

B u u u A

Figura 19: Divisdo do segmento BA

3° Passo: A partir do ponto A, construa um segmento de reta AC perpendicular a BA e com

medida AC = u.
u
3u -1

B A

Figura 20: Construcdo do segmento AC

4° Passo: Trace o segmento de reta BC, formando o tridngulo retangulo ABC.

B A
Figura 21: Tridngulo retdangulo ABC

5° Passo: A partir do ponto B, construa um angulo CBD congruente e adjacente ao angulo ABC.

Figura 22: Construcio do angulo CBD

6° Passo: Sobre a semirreta ﬁ, marque dois pontos A; e A’ distintos e ndo pertencentes a BA,
tais que AA; = ACe BA; = A A
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4u

Ay A

Figura 23: Construcéo do segmento BA’

7° Passo: Partindo do ponto A’, construa um segmento A’C’ perpendicular ao segmento BA’,
onde C’ pertence & semirreta BD.

C‘)

Figura 24: Tridngulo retangulo A’BC’

Conclusado 1: As medidas dos lados do tridngulo retdngulo A’BC’ sdo dadas por

BA’ = 8u (por construgao), A’C’ =6u e BC’ = 10u (cf. Proposicao 1),

que correspondem a um terno pitagorico.
Solucao 2: Novamente, vamos repetir os mesmos passos usados nas solugoes anteriores.
]

1° Passo: Considere um segmento de reta BA.

B A

Figura 25: Segmento de reta BA
ran
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2° Passo: Divida BA em 3 (trés) partes iguais e adote a unidade de medida u = %ﬁ

-+

B u u u A
Figura 26: Divisao do segmento BA

3° Passo: A partir do ponto A, construa um segmento de reta AC perpendicular a BA e com
medida AC = 2u.

C

B A
Figura 27: Construcdo do segmento AC

4° Passo: Trace o segmento de reta BC, formando o tridngulo retangulo ABC.

C

B A
Figura 28: Tridngulo retangulo ABC

5° Passo: A partir do ponto B, construa um angulo CBD congruente e adjacente ao angulo ABC.

D

Figura 29: Construcio do angulo CBD
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6° Passo: Sobre a semirreta ﬁ, marque um ponto A’ ndo pertencente a BA, tal que AA’ = AC.

D

A A

Figura 30: Construcao do segmento BA’

7° Passo: Partindo do ponto A’ construa um segmento A’C’ perpendicular ao segmento BA’,
onde C’ pertenca a semirreta BD.

C?

A7

Figura 31: Tridngulo retangulo A’BC’

Conclusao 2: As medidas dos lados do tridngulo retdngulo A’BC’ sdo dadas por
BA’ =5u (por construgdo), A’C’=12u e BC’ =13u (cf. Proposigio 1),

que correspondem a um terno pitagérico.

N
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