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Sobre a soma dos angulos planos
de angulos poliédricos convexos

Roberto Ribeiro Paterlini®

Resumo

Uma propriedade muito usada na teoria dos poliedros convexos é que a soma das medidas dos
angulos contiguos a um vértice deve ser estritamente menor do que 360°. Neste texto apresentamos
uma demonstracao para tal resultado, e tecemos comentarios sobre algumas situagdes em que ele
é aplicado.
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Abstract

A property widely used in the theory of convex polyhedra is that the sum of the measurements of the
angles containing a vertex must be strictly less than 360°. In this text we present a demonstration
of this result and comment on some situations in which it is applied.

Keywords: Geometry; convex polyhedral angle; convex polyhedral cone; polyhedra; sum of plan
angles.

1. Introdugao

Na classificacao de poliedros convexos é muito utilizada a seguinte propriedade: a soma das medidas
dos angulos planos de qualquer angulo poliédrico convexo é < 360°. Esse resultado é considerado
6bvio e é aplicado sem justificativa formal nos livros didaticos atuais. Encontramos demonstragoes
dessa propriedade em livros diddticos antigos, como em [1], em geral usando uma definigdo de
angulo poliédrico ndo muito conveniente para aplicagdes em poliedros convexos.

Penso ser correto que os livros atuais ndo apresentem essa demonstracdo, por ser propriedade
muito intuitiva, e, dessa forma, forma os autores ndo precisam sobrecarregar os livros didaticos
com detalhes técnicos excessivos. E entretanto bom termos uma redacdo atualizada para ela.

Para exemplificar e tornar mais claras as ideias e os conceitos dos quais estamos tratando, consi-
deremos um vértice do icosaedro truncado com faces regulares. Vemos que a ele concorrem dois
hexagonos e um pentagono regulares, como esté ilustrado na Figura 1. Lembrando que o dngulo
de um hexédgono regular mede 120° e o de um pentagono regular, 108°, a soma dos &ngulos planos
ao redor desse vértice é 2 x 120° + 108° = 348°, portanto < 360°.
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Na Figura 2 vemos que dois hexdgonos e um heptdgono regulares nao formam um vértice de
poliedro. Para isso seria necessério que as trés arestas que concorrem ao vértice formassem um
triedro. Mas as medidas dos dngulos planos de todo triedro devem ser < 360°, conforme veremos.
Nesse caso temos a soma = 2 x 120° + 128,57° = 368,57°, que ultrapassa 360°.

Se

Figura 1: Triedro determinado por la- Figura 2: Dois hexdgonos e um hepta-
dos de dois hexdgonos e um pentagono gono regulares nao determinam um tri-
regulares. edro.

2. Algumas defini¢oes

Comegamos com a definicdo de n-edro e, em particular, de n-edro convexo. Observamos, antes,
que, dados dois pontos A e B, a semirreta de origem A e contendo B serd anotada por AB. O
leitor j& sabe que se C € ﬁ, com C # A, entdo AC = AB. Ainda, um plano « reparte o espago em
trés conjuntos disjuntos dois a dois a, a, e a_, sendo que esses dois iltimos sdo chamados lados
determinados por a. Usaremos a notacdo £ABC tanto para indicar o dngulo como sua medida, e
AB tanto para indicar o segmento quanto sua medida.

Sejam OA;, OA,, ..., OA,, com n > 3, n semirretas (no espac¢o) com um vértice comum O,
consideradas nessa ordem (ou em reordenagdes circulares ou inversas), satisfazendo as seguintes
condigoes: (i) os angulos £A|OA,, 2A,0A5, ..., A, 1OA, e £A OA, tém medidas < 180°; (ii)
os interiores desses 4ngulos sao disjuntos dois a dois; (iii) dois dngulos contiguos quaisquer ndo sao
coplanares.

A uniao dessas semirretas chama-se n-edro. O ponto O é o seu vértice e as semirretas sdo as suas
arestas. Os angulos ZA;0A;;; (1 <i<n-1)e £A,0A,, juntamente com os seus interiores, sao
as faces ou os dngulos planos do n-edro. O n-edro serd anotado por OA;A, ... A,.

Na Figura 3 vemos o desenho de um n-edro. Um caso particular é n = 3, chamado triedro, ilustrado
na Figura 4.
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Figura 3: Desenho de um n-edro. Figura 4: Um triedro.

Vejamos agora a definicdo de n-edro convexo.

O n-edro OAA,...A, serd dito ser
convero quando satisfizer a seguinte
condi¢ao: o plano suporte de cada face
deixa o restante do n-edro contido em
um de seus lados. A Figura 5 ilustra
essa ideia. Por outro lado, na Figura 9
podemos ver um 6-edro nao convexo.

Figura 5: Ilustracdo de n-edro convexo.

Na literatura os n-edros sdo também chamados pelos nomes de angulo poliédrico, cone poliédrico
ou espaco piramidal. O nome “angulo poliédrico” lembra-nos de observar que se considerarmos a
defini¢do usual de poliedro, como a que estd apresentada em [5], segdo 19.5, um vértice qualquer,
juntamente com as arestas que a ele concorrem, determinam um n-edro. Se o poliedro for convexo,
o n-edro também é.

3. Uma propriedade basica dos triedros

Notemos inicialmente que todo triedro OABC é convexo. Se a é o plano determinado por ZAOB,
entdo, pela condigao (iii) da definigdo de n-edro, C ¢ a. Assim a semirreta aberta OC — {0} esta
contida em um dos lados de a, e esse é todo o restante do triedro. O mesmo se aplica aos outros
angulos «£BOC e £AOC: seus planos suportes deixam o restante do triedro em um sé lado. Isso
implica também que O ndo pertence ao plano que contém o triangulo ABC.

Propriedade 1. Em todo triedro, a medida de um angulo plano qualquer é menor do que a soma
das medidas dos outros dois.

Demonstragio. Seja OABC um triedro. Vamos demonstrar que £ZAOC < 2£AOB + £BOC, e basta
considerar o caso em que ZAOC > zAOB e £AOC > «BOC.
ran
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Seja D um ponto de AC tal que £ZAOD = ZAOB. Sem perda de generalidade podemos assumir
que OB = OD (movendo o ponto B em sua semirreta, se necessario, o que nao modifica ZAOB e
«BOC). Confira a Figura 6. Portanto AOB = AOD pelo caso de congruéncia lado-angulo-lado.
Disso segue AB = AD. Mas no tridngulo ABC temos AC < AB + BC = BC > AC-AB =
BC > AC-AD = BC > DC.

Comparamos agora os tridngulos BOC e DOC. Eles tém dois pares de lados congruentes. Em
virtude do resultado conhecido com reciproca do Teorema da Dobradica ([5], secdo 9.15) dentre
os dngulos por eles determinados o maior é o que se opoe ao maior lado. Como DC < BC temos
«DOC < «BOC. Portanto

<AOD = zAOB = £AOD + «.DOC = zAOB + «zDOC
= +«,AOC = ZAOB + «.DOC < £AOB + «BOC

Figura 6: Ilustracdo da demonstracdo da Propriedade 1.

O mesmo vale para os outros dngulos planos: a medida de um angulo plano qualquer do triedro é
menor do que a soma das medidas dos outros dois. O

A Propriedade 1 pode ser estendida para n-edros convexos quaisquer, usando o Principio da Indugao
Matematica. Nao vamos usar esse resultado, de modo que deixamos para o leitor conferir isso.

4. Propriedades dos n-edros convexos

Precisaremos da seguinte

Propriedade 2. Dado um n-edro convexo, existe um plano que contém seu vértice e que deiza
todas as suas arestas em um unico de seus lados, com exce¢io do préprio vértice.

Demonstracio. Lembramos que em uma esfera S de centro O, um circulo maximo é a intersecao da
esfera com um plano que contém O. Dois circulos maximos dizem-se perpendiculares quando seus
planos suportes sdo perpendiculares. Dados dois pontos ndo antipodas de S, existe um tinico circulo
maximo que os contém. O arco menor desse circulo ligando os pontos chama-se geodésica com
extremos nesses pontos, e o comprimento desse arco é a distancia entre eles (em S). A distancia de
um ponto de S a um circulo maximo é o comprimento da geodésica determinada pelo arco menor
do circulo maximo, perpendicular ao circulo dado, que passa por esse ponto e o liga a ele. Para
mais detalhes confira as se¢oes 17.6 ¢ 21.2 de [5].
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Tendo isso em mente, seja OAjA,... A, um n-edro convexo. Consideremos uma esfera S com
centro em O. Podemos supor, sem perda de generalidade, que os pontos A;, 1 <1i < n, estdo em S.
Seja @ o plano determinado por £A;OA,, e seja C; o circulo maximo determinado por esse plano
em S. C; reparte S em dois hemisférios abertos C;, e C;_. Devido a convexidade do n-edro, os
pontos A;, 3 <j <n, estdo em um deles, digamos que seja em C;,. Confira a Figura 7.

Como £A;0A, < 180° podemos escolher um didmetro AB de C; de modo que A e A, estejam na
mesma semicircunferéncia aberta determinada por esse didmetro. Seja C, o circulo maximo que
contém {A, B} e é perpendicular a C;. Também C, reparte S em dois hemisférios abertos C,, e
C,_, e suponhamos que A; e A, estejam em C,, .

Dado um ponto A; em C;, n C,_, seja g a geodésica que o liga perpendicularmente a Cj.

Seja agora CD o didmetro de C; perpendicular a AB, com C € C,,. Seja C3 o circulo maximo
que contém {C,D} e é perpendicular a C;. Tomemos em C3 um ponto E situado em C;_n C,,
de forma que a distancia de C a E seja menor do que a medida de qualquer g;- Seja C4 o circulo
méaximo que contém {A,B,E}. Esse circulo reparte S em dois hemisférios abertos, e suponhamos
que A; e A, estejam em Cg,. Todos os pontos A; de Ci. N C,, e de C, também estdo em Cyg,.

Vemos que C, intersecta as geodésicas g; fora de A;j, portanto esses pontos A; também estao em
Cyy-

Figura 7: Tlustracdo da demonstragao da Propriedade 2.

Finalmente, seja B o plano determinado por C4. Vemos que B contém O. Ainda, os pontos A;,
1 <1 < n, estdo do mesmo lado desse plano. Assim todas as semirretas OA;, 1 <1 < n, estdo do
mesmo lado de B, com excegao de O. O

Vejamos agora a

Propriedade 3. Dado um n-edro convero, existe um plano que ndo contém seu vértice e que
intersecta todas as suas arestas. Ainda mais, se o n-edro é OA1A,...A,, e indicando por B; a
intersecao de OA; com o plano referido, entdo B;B, ... B, é um poligono convezo.
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Demonstracdo. Devido a Propriedade 2 existe um plano a que contém O e que deixa as arestas do
n-edro do mesmo lado, com exce¢do do vértice. Consideremos um plano B paralelo a a e situado
do mesmo lado de ¢ em que esta o restante do n-edro. Nenhuma das arestas do n-edro é paralela
a B (caso contrario seria paralela a a, e como O € a a aresta estaria contida em «a, gerando uma
contradi¢do). Consequentemente a reta (-O_Al) encontra B, e esse encontro tem que ser em 61%_{7 pois
é a parte da reta que estd do mesmo lado de a que B. Assim existem os pontos B; = g n O—A:,
1<i<n.

Observemos que B;B, ... B, é um poligono. De fato, os pontos B; sdo diferentes dois a dois, pois
as arestas do n-edro também sdo. Dois lados contiguos da linha poligonal fechada BB, ... B,, ndo
podem ser colineares, caso contrario as faces do n-edro que os contém seriam coplanares, o que
contraria a condic¢do (iii) da definicdo de n-edro. Devido & condigdo (ii) da mesma defini¢do, os
lados da linha poligonal nao se intersectam a nao ser nas suas extremidades. Portanto BB, ... B,
¢ um poligono.

Aplicando a defini¢do de convexidade de n-edro, vemos que a reta suporte de qualquer aresta de
BB, ... B, deixa o restante do poligono em um tnico lado relativamente ao plano . Dessa forma,
BB, ...B,, é convexo. O

Nota 1. Em livros diddticos antigos, por exemplo [1], os autores definem angulo poliédrico ji
supondo a existéncia do poligono convexo BB, ... B, obtido na Propriedade 3. Com isso os
autores evitam a necessidade de demonstrar as propriedades 2 e 3. Entretanto nossa defini¢ao é
mais atualizada e permite aplicar os resultados aqui obtidos aos poliedros convexos.

Finalmente temos o

Teorema 1. Em qualquer n-edro convero, a soma das medidas dos seus angulos planos é < 360°.

Demonstragio. Seja OA[A, ... A, um n-edro convexo, n > 3. Usando a Propriedade 3 podemos
supor que os pontos A;; 1 < i < n sdo coplanares, e que AjA,...A, é um poligono convexo.
Acompanhemos a Figura 8.

Figura 8: Tlustracdo da demonstragdo do Teorema 1.

Uma forma elegante de demonstrar a afirmacdo é usar repetidamente a Propriedade 1. Temos
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AALA,0 é um triedro = ZAA A, < ZAMA 0+ ZA A0
A,A A50 é um triedro = ZAAA; < 2ZA A0 + £ZA5A,0
AA3A2A4O é um triedro = ZA2A3A4 < ZA2A3O + ZA4A3O
A A, A0 é um triedro = ZAALA, < ZAL A0+ 2A A0

Somando membro a membro as desigualdades, no lado esquerdo temos a soma dos dngulos do
poligono AjA, ... A, portanto essa soma vale (n—2)180°. Do lado direito temos a soma dos
angulos dos vértices A, A,, ..., A, dos tridngulos A;OA,, A,OA5, ..., A,OA,. Logo essa soma
vale n180° — S, em que S é a soma dos dngulos planos do n-edro.

Portanto
(n—2)180° <nl80°-S = S<360°

e terminamos a demonstragao. O
Notemos que o esquema da demonstragao do Teorema 1 funciona perfeitamente para n = 3.

5. Um contraexemplo para o caso nao convexo

Se o poliedro nao for convexo entdao
a soma dos angulos de alguns de seus
n-edros pode ser > 360°. Vemos um 4
exemplo na Figura 9, em que o polie- 1
dro é formado pela juncao de seis cubos.
Esse poliedro é claramente nao convexo.
O vértice destacado, juntamente com
as arestas que a ele concorrem, define
um 6-edro cujos angulos planos medem
90°. Portanto a soma dos angulos pla-
nos desse 6-edro é 6 x 90° = 540°.

Figura 9: Poliedro nao convexo formado
pela juncao de seis cubos.

Nota 2. Aproveitamos para observar que 360° é o melhor valor possivel para o Teorema 1 (isto
é, ndo podemos colocar no lugar de 360° um valor menor). Para constatar isso consideremos os
prismas com todas as faces regulares (um exemplo estd desenhado na Figura 11). Em um vértice
qualquer concorrem dois quadrados e um poligono regular de lado n > 3. Portanto a soma dos
angulos planos em redor de um vértice é S = 90° + 90° + a,, = 180° + a,, em que «,, é o angulo do
poligono. Mas a,, = (n—2)180°/n = 180° - %180° pode ser tao préximo de 180° quanto quisermos
para n suficientemente grande, e assim S é menor do que 360° e é tdo préximo desse valor quanto
quisermos.

6. Aplicagoes a classificagdo de poliedros convexos com faces regulares

O uso do Teorema 1 pode facilitar a classificacdo da familia dos poliedros de Platdo. Sao poliedros
convexos formados por faces regulares de um sé tipo e com todos os vértices de um tnico tipo (aos
quais concorrem sempre a mesma quantidade de arestas).
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Observemos que a um vértice de um poliedro qualquer sempre concorrem pelo menos trés faces.
Em um poliedro de Platao essas faces ndo podem ser hexdgonos regulares, pois seus angulos medem
120° e 3 deles perfazem 360°, o que contraria o Teorema 1. Poligonos com 7 lados ou mais tém
angulos ainda maiores, de modo que um poliedro de Platao sé pode ser formado por triangulos
equilateros, quadrados ou pentagonos regulares.

Dado um poliedro de Platao, seja n a quantidade de lados de cada face, e seja p a quantidade de
arestas que concorrem a cada vértice. Cada vértice forma um angulo poliédrico convexo, ou um
p-edro, de modo que p = 3. J4 vimos que n = 3, oun =4 ou n = 5. Vejamos o que ocorre em cada
caso. Observemos que, dado um poliedro de Platao, se F é a quantidade de faces, A a de arestas
e V a de vértices, entdo a contagem desses elementos fornece-nos duas relagoes:

2A =nF e pV =nF (1)

Lembremos também a relacido de Euler:
V-A+F=2 (2)

Caso 1: n = 5. Como as faces s@o pentagonos regulares e seu angulo mede 108°, a quantidade
de faces que concorre em cada vértice nao pode ultrapassar 3, devido ao Teorema 1. Portanto
n = 5 implica p = 3. As relagoes (1) tornam-se 2A = 5F e 3V = 5F. De V- A +F = 2 temos
6V —-6A + 6F = 12 = 10F - 15F + 6F = 12 = F = 12. Voltando as duas primeiras relacbes vem
2A=5x12=60=> A =30e3V=60=V =20. O dodecaedro regular tem esses valores (Figura
10, desenho da direita).

Caso 2: n = 4. Como as faces s@o quadrados e seus dngulos medem 90°, a quantidade de faces
que concorre em cada vértice nao pode ultrapassar 3, novamente devido ao Teorema 1. Portanto
n = 4 implica p = 3. As relagoes (1) tornam-se 2A = 4F e 3V = 4F. Procedendo de modo analogo
ao caso 1 obtemos F =6, A =12 ¢ V = 8. O hexaedro regular, ou cubo, tem esses valores (Figura
10, segundo desenho da esquerda para a direita).

Caso 3: n = 3. Como as faces sdo tridangulos equilateros e seus angulos medem 60°, o Teorema 1
diz-nos que podemos ter p =3, p =4 ou p = 5. Procedendo de modo anélogo ao caso 1 temos:

Sen=3ep=3obtemos F =4, A=6¢V =4 0 que corresponde ao tetraedro regular.
Sen=3ep=4obtemos F =8 A=12e V =6, o que corresponde ao octaedro regular.
Sen=3ep=>5obtemos F =20, A =30e V =12, o que corresponde ao icosaedro regular.

Esses sélidos estao desenhados na Figura 10. Sua construcdo pode ser feita manualmente, por
exemplo, usando planificagdes, ou através de coordenadas cartesianas ou usando outras técnicas.
Dessa forma podemos constatar que existem e sao tinicos. Em resumo temos a

Propriedade 4. Ezxistem apenas cinco poliedros convexos com todas as faces regulares do mesmo
tipo e todos os vértices do mesmo tipo. Sdo: o tetraedro, o hexaedro, o octaedro, o icosaedro e o
dodecaedro (todos regulares).

Para estudar mais detalhes sobre os poliedros de Platdao (em particular, sua construgio) confira,
por exemplo, [3], a partir da pdg. 327. Em [6], a partir da pdgina 26, os autores explicam como
construir, com dobraduras, o cubo, o tetraedro, o octaedro e o icosaedro.
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Figura 10: Os poliedros de Platdo. Da esquerda para a direita: o tetraedro, o hexaedro, o octaedro,
o icosaedro e o dodecaedro (todos regulares).

Revista eletrénica

O Teorema 1 auxilia bastante na classificacdo da préxima familia de poliedros convexos, os chama-
dos sdlidos de Arquimedes. Sao poliedros convexos semirregulares que nao pertencem as familias
dos prismas e dos antiprismas. Poliedros semirregulares sdo aqueles que satisfazem as duas condi-
¢Oes seguintes: (i) todas as faces sdo regulares mas nao do mesmo tipo e (ii) todos os vértices tém
a mesma configuracédo ciclica.

Existem 13 sélidos de Arquimedes. Uma classificacdo é apresentada em [6] a partir da pdgina 57.
Confira também [4], a partir da pdgina 181.

Exemplos de prisma e antiprisma podem ser vistos nas Figuras 11 e 12.

Figura 11. Prisma dodecagonal com faces Figura 12: Antiprisma hexagonal com faces
regulares. regulares.

A afirmagdo do Teorema 1 é usada ainda na classificagdo das familias restantes de poliedros con-
vexos cujas faces sdo poligonos regulares. Faremos apenas algumas observagoes parciais, ja que se
trata de um assunto bastante longo.

Ja comentamos que se a um vértice de um poliedro convexo concorrem apenas tridngulos equila-
teros, podemos ter: (i) 3 tridngulos, como no tetraedro regular (desenho da esquerda na Figura
10); (ii) 4 tridngulos, como no vértice da pirdmide de base quadrada (Figura 13); (iii) 5 tridngulos,
como no vértice da pirAmide cuja base é um pentdgono regular (Figura 14).

Levando em conta que as faces laterais de uma piramide sao sempre tridngulos, temos a seguinte
conclusao:

Propriedade 5. FEzxistem apenas trés piramides cujas faces sao regqulares: a de base triangular
reqular (o tetraedro regular), a de base quadrada e a de base pentagonal regular.

As consideragoes acima nos fazem ver ainda que, em qualquer vértice de um poliedro convexo cujas
faces sdo regulares, concorrem no maximo cinco faces. De fato, para obter o maior niimero de faces
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Figura 13: Pirdmide quadrada regular. Figura 14: Piramide pentagonal regular.

precisamos considerar a que tem o angulo de menor medida, que é o tridngulo equilatero. Mas ja
vimos que o maximo é 5.

Por outro lado, se a um vértice concorrem 5 faces, pelo menos quatro precisam ser tridangulos
equildteros. De fato, se existirem apenas trés, as outras duas tém angulos > 90°. Assim a soma
dos angulos planos no 5-edro seria

S > 60° + 60° + 60° + 90° + 90° = 360°
e jd vimos que isso nao é possivel.

Portanto, pelo menos quatro faces sdo necessariamente tridngulos equilateros. Essas faces perfazem
4 x60° = 240°. Como 360°—240° = 120°, a quinta face precisa ter &ngulo < 120°. Portanto a quinta
face precisa ser outro tridngulo equildtero, um quadrado ou um pentdgono regular (dngulo de 108°).
Qualquer outro poligono regular com n > 6 lados nao é possivel, pois tem angulo > 120°.

Temos assim a

Propriedade 6. Existem apenas trés tipos de vértices de poliedros converos aos quais concorrem
cinco faces regulares: (i) as cinco faces sio triangulos equildteros; (¥) quatro faces sdo triangulos
equildteros e a quinta é um quadrado; (¥ii) quatro faces sdo tridngulos equildteros e a quinta € um
pentdgono regular.

O tipo (i) comentado na Propriedade 6 ocorre, por exemplo, na pirdmide pentagonal (Figura 14)
e também no icosaedro regular (quarto desenho da esquerda para a direita na Figura 10). As
Figuras 15 e 16 apresentam exemplos para os outros dois tipos.

Consideremos agora um vértice do tipo 4, ao qual concorrem as faces regulares f,, f},, f. e fg,
de tipos a, b, ¢ e d, respectivamente, com a < b < ¢ < d, e dngulos de medida a, B, y e &,
respectivamente. Sabemos que o dngulo do poligono regular de n lados é a,, = (n—2)180°/n. Com
um calculo simples podemos mostrar que n - a,, é crescente. Portanto a < <y < 6.

Em virtude do Teorema 1 temos a + 8+ y + 8 < 360°, e vemos que nem todos esses valores podem
ser > 90°. Portanto f, é um tridngulo regular e a = 3. Como a = 60° temos 8 + y + § < 300°. Mas
esses valores ndo podem ser todos > 108° (dngulo do pentdgono regular), de modo que b = 3 ou
b=4.

Seb =4 temos B =90° e y + 5 < 210°, e esses dois valores ndo podem ser ambos > 108°. Portanto
b =4 implica ¢ = 4. Entdo y = 90° e segue § < 120° com d =4 ou d = 5.

Suponhamos b = 3, com B = 60°. Temos y + § < 240°, e assim ¢ e d ndo podem ser ambos > 6 (o
angulo do hexdgono regular é 120°). Portanto 3 < c <5.
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Figura 15: O cubo aumentado: em cada vér- Figura 16: Dodecaedro aumentado: em cada
tice concorrem quatro tridngulos equilateros vértice concorrem quatro tridngulos equila-
e um quadrado. teros e um pentagono regular.

Se ¢ = 3 temos y = 60°, e a condigdo sobre § é § < 180°. Assim d pode ter qualquer valor d > 3.

Se ¢ = 4 temos y = 90°, e a condi¢do sobre § é § < 150°. Como o angulo do dodecdgono regular
mede 150° obtemos, 4 <d < 11.

Se ¢ =5 temos y = 108°, e a condigdo sobre § é § < 132°. Como o angulo do heptdgono regular
mede ~ 128,57° e o do octdégono regular, 135°, temos 5 <d < 7.

Podemos organizar essas conclusdes da seguinte forma:

Propriedade 7. Suponhamos que a um vértice concorram quatro faces regulares, formando um
4-edro convexo. Temos as sequintes possibilidades:

(i) trés faces sdo triangulos regqulares e a quarta é um poligono regular com qualquer nimero de
lados;

(7i) duas faces sio triangulos requlares, a terceira é um quadrado e a quarta é um poligono regular
com n lados, 4 <n < 11;

(iii) duas faces sao tridngulos regulares, a terceira é um pentdgono reqular e a quarta é um poligono
regular com n lados, 5 <n <7;

(iv) uma face é um tridngulo reqular e as outras trés sio quadrados;
(v) uma face é um triangulo regular, outras duas sao quadrados e a quarta é um pentdgono regular.

Podemos examinar ainda os triedros gerados por faces regulares. Procedendo de forma analoga a
que fizemos acima temos:

Propriedade 8. Suponhamos que a um vértice concorram trés faces regulares, formando um
triedro. Temos as sequintes possibilidades:

(i) trés faces sdo triangulos requlares;
(i) duas faces sao triangulos requlares, e a terceira é um poligono regular com n lados, 4 < n;

(iti) uma face é um tridngulo regular, a sequnda é um quadrado, um pentdgono ou um hexdgono
(regulares), e a terceira é um poligono regular com nidmero de lados maior ou igual do que o da
sequnda face;
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(iv) uma face é um tridingulo regular, a segunda é um heptigono ou um octégono ou um enedgono
ou um decdgono ou um undecdgono (regulares), e a terceira é um poligono regular com nidmero
de lados n satisfazendo, respectivamente, 7 <n <41, 8 <n<23,9<n<17,10<n<14e
11 <n<13;

(v) trés faces sio quadrados;
(vi) duas faces sio quadrados e a terceira é um poligono regular com nimero de lados n >5;

(vii) uma face é um quadrado, a segqunda é um pentdgono ou um hexdgono ou um heptdgono
requlares, e a terceira um poligono regular com n lados satisfazendo, respectivamente, 5 <n < 19,
6<n<lle7<n<9;

(viii) trés faces sdo pentdgonos regulares;

(iz) duas faces sao pentdgonos requlares e a terceira é um poligono regular com nimero de lados
6<n<9;

(x) uma face € um pentdgono regular, outra face é um hexdgono reqular e a terceira é um hexdgono
ou um heptdgono requlares.

Nota 3. Observamos que alguns dos casos descritos acima ja foram obtidos como vértices dos
poliedros de Platao ou fazem parte dos sélidos de Arquimedes. O antiprisma hexagonal (Figura
12) exemplifica o caso (i) da Propriedade 7, e o prisma dodecagonal com faces regulares (Figura
11) exemplifica o caso (vi) da Propriedade 8.

Entretanto varios dos casos descritos nas Propriedades 7 e 8 ocorrem, a principio, apenas como
angulos poliédricos. Muitos deles nao fazem parte de poliedros convexos com faces regulares.
Daremos mais detalhes adiante, na Nota 6.

Nota 4. Norman W. Johnson elaborou, em 1966, uma lista de 92 poliedros convexos com faces
regulares (chamados sélidos de Johnson). Para ver a lista completa desses sdlidos e as referéncias
consulte [7]. Victor A. Zalgaller provou, também em 1966, que ndo existem outros.

Da lista de Johnson nao fazem parte os poliedros de Platao, os sélidos de Arquimedes, os prismas
e os antiprismas. Portanto os poliedros convexos com faces regulares podem ser:

(a) os cinco solidos de Platao (poliedros regulares);
(b) os treze sélidos de Arquimedes;

(c) os prismas com faces regulares (existem infinitos);

(d) os antiprismas com faces regulares (existem infinitos);
(e) os sélidos de Johnson, em nimero de 92.

Sobre as trés piramides mencionadas na Propriedade 5, o tetraedro regular é um sélido de Platao, e
as outras duas sao solidos de Johnson. Os poliedros das Figuras 15 e 16 sdo sélidos de Arquimedes.
Nas Figuras 11 e 12 ja vimos exemplos de prisma e antiprisma.

Por outro lado, na Figura 17 temos o desenho do sélido de Johnson denominado “bipiramide
quadrada giralongada”. Ele é formado pela juncao de duas pirdmides quadradas com um antiprisma
de bases quadradas. Tem 16 faces (que sdo tridngulos equildteros), 24 arestas e 10 vértices, sendo
2 do tipo 4 e 8 do tipo 5. A Figura 18 mostra uma das suas planificagoes, e usa-la é certamente a
forma mais facil para se construir um modelo desse poliedro.
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Figura 17: BipirAmide quadrada Figura 18: Uma planificacdo da bipirdmide qua-
giralongada. drada giralongada.

Nota 5. Vimos que, em um poliedro convexo, a soma s; dos angulos das faces que circundam o
vértice i e que s@o contiguos a esse vértice satisfaz a desigualdade s; < 360°. A diferenga §; = 360°—s;
chama-se deficiéncia do vértice i. Um Teorema de Descartes diz que a soma das deficiéncias em
qualquer poliedro convexo é

61 + 62+ ot 6\/ =720°

O Teorema de Descartes é equivalente a férmula de FEuler V—A + F = 2. Mais detalhes podem ser
lidos em [4], a partir da pag. 172.

Nota 6. Estivemos estudando na Segdo 6 condi¢bes para a existéncia de vértices de certos tipos
em poliedros convexos. E bom observarmos que sao condicoes locais. Constatada a possibilidade
de ocorréncia de um vértice com determinada configuracdo, é necessario examinar se ele combina
com outros vértices para formar um poliedro. Uma forma de fazer isso consiste em obter restrigdoes
adicionais, como o uso de formulas combinatérias e o exame das medidas dos diedros.

A titulo de informagdo complementar, um teorema de Griinbaum e Johnson [2] afirma que os
poliedros convexos com faces regulares, e que nao sejam das familias dos prismas e dos antiprismas,
sdo finitos e neles s6 podem ocorrer como faces tridngulos, quadrados, pentdgonos, hexagonos,
octégonos e decdgonos (todos regulares). Esse teorema ajuda bastante na construgio dos 92 sélidos
de Johnson.
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