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Métodos de Euler e Runge-Kutta de 42 ordem
por meio de um applet do Geogebra

Flank David Morais Bezerra Manoel Wallace Alves Ramos

Resumo

Neste artigo mostramos a construgao de um applet criado a partir do uso de ferramentas do software
Geogebra para apresentar os métodos numéricos de Fuler e Runge-Kutta de 4% ordem. O applet
fornece solucoes numéricas aproximadas para um problema de valor inicial associado a EDOs, que
sao obtidas a partir dos métodos numéricos de Euler e Runge-Kutta de 42 ordem.

Palavras-chave: método de Euler; método de Runge-Kutta; applet; geogebra; métodos numéri-
cos; equagoes diferenciais.

Abstract

In this paper show the construction of an applet created from the use of Geogebra software tools
to present the numerical Euler’s methods and fourth order Runge-Kutta’s method. The applet
provides approximate numerical solutions to an initial value problem associated to ODEs, as well
as displays the graphs of the solutions that are obtained from the numerical Euler’s methods and
fourth-order Runge-Kutta’s method.

keywords: Euler’s method; Runge-Kutta’s method, applet ; geogebra; Numerical methods; dife-
rential equations.

1. Introdugao

O primeiro método para calcular uma solugdo aproximada de uma EDO, a partir de uma condicao
inicial, foi desenvolvido por Leonhard Euler. O método de Euler desempenha um papel de destaque
no ensino e na base metodoldgica para explicar os métodos para obter uma primeira aproximagao
na solugdo de EDOs. Generaliza¢bes do método de Euler foram desenvolvidas por Carl Runge,
Karl Heun e Martin Wilhelm Kutta. Tais pesquisadores contribuiram para a formulagao dos,
hoje bastante conhecidos, métodos de Runge-Kutta. Assim, os métodos de Euler ¢ Runge-Kutta
formam o bloco dos procedimentos de passo simples (ou passo Gnico), isto é, métodos em que para
se obter o valor aproximado ¥,,,; € necessario apenas conhecer o seu antecessor ¥,,.

Neste artigo, apresentamos os métodos numéricos de Euler, Euler melhorado e Runge-Kutta de
42 ordem. Também propomos um applet, criado no software Geogebra, que fornece as solugdes
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numéricas de um PVI a partir dos métodos de Euler, Euler melhorado e Runge-Kutta de 42
ordem.

Sobre a estrutura do artigo. Na Se¢do 2, lembramos o método de Euler. Na Secdo 3 abordamos o
método de Euler melhorado. Na Secdo 4 tratamos do método de Runge-Kutta de 4% ordem. Na
Secdo 5 propomos um applet que gera solugdes numéricas de um PVI utilizando os métodos de
Euler e Runge-Kutta de 42 ordem. Na Secao 6, mostramos em 12 passos a construcao do applet.

Considere o problema de valor inicial (PVI) seguinte

{y’ = f(z,y),

y(To) = yo-

(1)

em que y é uma fungdo real na varidvel z € R e 3y’ = dy/dz. Os métodos numéricos de Euler e
Runge-Kutta sao utilizados para encontrar solu¢oes aproximadas de PVIs do tipo (1). A principal
referéncia para a elaboracao das Secoes 2, 3, e 4 foi [2]. Informamos que todos os cdlculos e graficos
do trabalho foram feitos utilizando o software Geogebra.

2. O método de Euler

Descrevemos o método: suponha que queremos aproximar a solugdo do PVI (1) em x = z; = zy+h,
em que h é pequeno e é chamado de passo. A ideia por trds do método de Euler é usar a reta
tangente & curva da solugdo do PVI através de (x,y,) para obter tal aproximacao.

Sabemos que a equagdo da reta tangente a uma curva em (z, yy) ¢ dada por y(z) = yo+m(z—x),
em que m é a inclinagdo da curva em (zy,y,). Da equagdo (1), temos que m = f(z,,y,), entao

y(x) = yo + (20, Yo) (T — ). (2)

Fazendo x = z; na equacao (2) encontramos a aproximagio de Euler para a solugio exata em x,
ou seja, y; (1) = yo + f(29,Yo)(x1 — 7o), que pode ser escrita como y; = yo + hf(2g, o)

Suponha que desejamos encontrar uma aproximagao para a solugao exata do PVI (1) em z, =
21 + h. Podemos usar a mesma ideia, s6 que agora tomamos a reta tangente a curva da solucéo
de (1) em (x1,y;). Neste caso, a inclinagdo da reta tangente é f(zq,y,), entdo a equagio da
reta tangente é y(z) = y; + f(x1,y,)(x — x1). Fazendo = = z, temos a aproximagio desejada
Yy = Y, + hf(x1,91), em que h = x5 — ;. Continuando esse procedimento, determinamos uma
sequéncia de aproximagoes y,,.1 = ¥, + hf(z,,¥,), n = 0,1,... para a solugdo do PVI (1) nos
pontos x,,.; = x,, + h. Dessa forma, o método de Euler para uma aproximacao da solucdo do PVI
(1) através do pontos z,,,; =z, + nh, (n =0,1,...) é dado por

Yni1 = Yn T hf (20, y,), n=0,1... (3)

Exemplo 1. Considere o PVI 3y =2 —y — 1, y(0) = 1. Usando o método de Euler com h = 0.1
e h = 0.05, obtemos uma solugdo aproximada para o PVI em [0,1] com 5 casas decimais. Os
valores da solucdo aproximada estdo apresentados na Tabela 1. Ainda na Tabela 1, apresentamos
a solugdo exata do PVI y(x) = 3¢ * + x — 2 e 0 erro absoluto que ¢é definido por |y(z,) — v, |-

Comparando os valores das aproximagoes apresentados na Tabela 1, vemos que o menor passo levou
a uma melhor aproximacao. Na verdade, quando aplicamos o método de Euler com h = 0.05, o
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Tabela 1: Resultados do método de Euler com h=0.1 e h=0.05 aplicado ao PVI do Exemplo 1.

y,, Euler Erro absoluto
n xz, h=01 h=005 =Solucdoexata h=01 h=0.05
1 01 0.8 0.8075 0.81451 0.01451  0.00701
2 02 0.63 0.64352 0.65619 0.02619  0.01267
3 03 0487  0.50528 0.52245 0.03545 0.01718
4 04 0.3683  0.39026 0.41096 0.04266  0.02070
5 0.5 0.27147  0.29621 0.31959 0.04812  0.02338

erro absoluto foi praticamente reduzido a um quarto na comparacéo do erro com h = 0.1. O erro
absoluto definido no Exemplo 1 e apresentado nas tabelas deste trabalho é um erro de truncamento
local. Para saber mais sobre erros decorrentes de métodos numéricos, veja a referéncia [1].

No Exemplo 1 vimos que reduzir o tamanho do passo pela metade ocasionou uma redugao con-
sideravel do erro absoluto. Podemos continuar reduzindo o tamanho do passo até chegar a uma
precisao razoavelmente boa, porém a quantidade de calculos necessarios serd muito grande. Note
que, se tomarmos h = 0.001 no Exemplo 1, precisamos de 1000 passos para atravessar o intervalo
[0,1]. Veremos na Se¢do 3 uma derivagdo do método de Euler, em que é possivel obter melhor
precisao para o PVI, que a do método de Euler, para o mesmo tamanho de passo.

3. Método de Euler melhorado

O método de Euler melhorado é um exemplo do que chamamos de método preditor-corretor.
A ideia é usar a férmula do método de Euler para obter uma primeira aproximacio para a solugio
y(z,,1) do PVI (1). Denotaremos aproximacao por ¥, entao vy, = v, + hf(z,,y,). Agora,
melhoramos (ou corrigimos) tal aproximacao aplicando mais uma vez o método de Euler. Mas desta
vez, usamos as médias das inclinacdes das curvas das solugdes através de (z,,,¥,) € (Z, 1, Y1)

Ou Seja) yn+1 =Yn + %h[f(xn7 yn> + f(xn+l7 y;-‘-l)}

Dessa forma, o método de Euler melhorado para encontrar solugoes préximas da solucdo exata do
PVI (1) nos pontos z, ., = x5 +nh (n=0,1,...) é&

1
yn+1 =Yn + ih[f(xnvyn) + f(xn+17y:z+1)]’ (4)

em que yy .1 =Y, +hf(r,,y,),n=01,...

esta

Exemplo 2. Aplicando o método de Euler melhorado com h = 0.1 para encontrar uma solugdo
aproximada do PVI ' = z —y — 1, y(0) = 1, no intervalo [0, 1], obtemos os valores descritos na
Tabela 2.

Analisando os resultados da Tabela 2, vemos que o método de Euler melhorado tem captado, pelo
menos, uma casa decimal de precisdo quando h = 0.1. Isto é um indicativo de que o erro de
truncamento local no método de Euler melhorado comporta-se com ordem h?, enquanto que o
comportamento do erro no método de Euler tem ordem h2.
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Tabela 2: Resultados dos métodos de Euler e Euler melhorados com h=0.1 aplicado ao PVI do
Exemplo 2.

Y, (h=0.1) Erro absoluto
n x, Euler Euler melhorado Solugdo exata  Euler  Euler melhorado
1 0.1 0.8 0.815 0.81451 0.01451 0.00049
2 02 0.63 0.65708 0.65619 0.02619 0.00088
3 03 0487 0.52365 0.52245 0.03545 0.00120
4 04 0.3683 0.41241 0.41096 0.04266 0.00145
5 0.5 0.27147 0.32123 0.31959 0.04812 0.00164

4. Runge-Kutta de 42 ordem
Dentre todos os métodos de Runge-Kutta, o de 4* ordem é o mais conhecido e utilizado. Ele

também é conhecido como método classico de Runge-Kutta. O método de Runge-Kutta de
4* ordem mais popular, de acordo com Butcher [2], é dado por:

h
Ynt1 = Yn + 6[01 +2¢5 + 2¢5 + ¢4)],

em que
= [(@n, )
Cy = f(xn+gvyn+gcl)a
e = St oyt ey
¢y = flz, +h,y,+hcs).

Esse método tem erro de truncamento local proporcional a h®. Assim, é duas ordens de grandeza
mais preciso do que o método de Euler melhorado, e trés ordens de grandeza mais preciso que o
método de Euler.

Exemplo 3. Aplicando o método de Runge-Kutta de 4* ordem com h = 0.1 para encontrar uma
solucdo aproximada do PVI ¢y’ = x—y—1, y(0) = 1, no intervalo [0, 1], obtemos os valores descritos
na Tabela 3. Analisando a Tabela 3, descobrimos o motivo do método de Runge-Kutta de 4* ordem
ser tao popular. Pois, se desejamos uma solucdo com precisao de 5 casas decimais, os resultados
da Tabela 3 mostram-nos que niao é necessdrio reduzir o tamanho do passo. A comparagao do
erro absoluto nas Tabelas 2 e 3 ilustra a eficiéncia do método de Runge-Kuta sobre os métodos de
Euler e Euler melhorado.
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Tabela 3: Resultados do método de Runge-Kutta de 4? ordem com h = 0.1 aplicado ao PVI do
Exemplo 3.

n  x, Yn Solugdo exata Erro absoluto
1 0.1 0.81451 0.81451 0.00000
2 0.2 0.65619 0.65619 0.00000
3 0.3 0.52246 0.52245 0.00001
4 04 0.41096 0.41096 0.00000
5 0.5 0.31959 0.31959 0.00000

Diversos outros conceitos podem sem utilizados no estudo de métodos numéricos para EDO. Por
exemplo, conceitos como convergéncia, estabilidade e consisténcia sdo importantes na andlise do
comportamento do método. N&ao exploramos tais conceitos neste artigo, contudo indicamos a
referéncia [2].

5. Applet no Geogebra para solugées numéricas de PVIs

Realizar calculos, de forma manual, dos métodos de Euler, Euler melhorado e Runge-Kutta de 42
ordem ¢ tedioso e oneroso. Contudo, esses métodos podem ser implementados, através de rotinas,
em diversos softwares, tais como Maple, Matlab, Maxima e Mathematica.

No entanto, é necessario ter nog¢oes de programacao para a implementacao de tais métodos nos
referidos softwares. Nesta secdo é apresentado um applet que de forma interativa e dinamica fornece
a solucao exata de um PVI, bem como as solugbes numéricas pelo método de Euler, método de
Euler melhorado e pelo método de Runge-Kutta de 4% ordem. O applet também exibe o erro
absoluto e a poligonal da solugdo aproximada para cada método. Além disso, é possivel escolher
qual solucdo se quer exibir ou até mesmo todas elas. O applet foi criado no software de geometria
dindmica Geogebra 5.0 e estd disponivel em https://geogebra.org/m/xTz9CaRY. De acordo com
Deitel [3], applet é um software que é executado no contexto de outro programa. Geralmente, os
applets apresentam algum tipo de interface para usudrio e possuem a vantagem de serem executados
diretamente em uma péagina web. De modo geral, applets sao programas leves, necessitam de pouco
tempo para carregar no computador, notebook, smartphone ou tablet e sdo de facil utilizagao.

Ao iniciar os estudos e pesquisas, para a elaboragao deste trabalho, referente aos métodos de Euler,
Euler melhorado e ao método de Runge-Kutta de 4? ordem, percebemos a necessidade de uma
ferramenta didatica, interativa, dinamica e com uma interface agradavel, que pudesse colaborar
para o ensino e aprendizagem de tais métodos. Foi entdo que surgiu a ideia de se criar um
applet no software Geogebra, uma vez que o Geogebra permite a construcio de applets dispensando
conhecimentos prévios de programacao, é de facil manipulacdo e configuracido e dispde de uma
pagina web onde os applets ficam hospedados. Na Secao 6 mostraremos como o applet intitulado
Métodos numéricos para EDO (Fig. 1) foi construido. A vantagem de conhecer como ¢ feita a
construcao do applet é poder fazer modificagoes que forem convenientes para quem quer utilizd-lo
no ensino de métodos numéricos para EDOs de primeira ordem. Ou seja, do applet apresentado
neste trabalho podem derivar diversas outras versoes mais sofisticadas.

No applet da Fig. 1, um usuério entra com uma EDO de primeira ordem y’ = f(x,y) e uma condi-
¢do inicial (zg,yg), entdo ao clicar Enter a solucdo exata do PVI surgird na janela de visualizacdo.
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O usuério pode optar por visualizar a solucdo aproximada do PVI pelo método de Euler, Euler
melhorado ou Runge-Kutta de 4® ordem. Além disso, ele pode escolher o tamanho do passo h.
Como resposta, o usudrio visualizard a poligonal, com dez passos, do método selecionado e uma
tabela contendo as solugoes aproximadas, as solugdes exatas e os erro absolutos. Escolhemos exibir
dez passos, por acreditar que, didaticamente, essa quantidade seja suficiente para o entendimento
da relacao existente entre os métodos e o tamanho do passo h. Durante a construcao do applet é
possivel alterar a quantidade de passos que se quer exibir.

Solugdes numéricas para wm (Euler) | Solucio Eiro Erro
PVI n |z. | Solugio | Exata | Absoluto Absoluto
55 0 [0 |1 1 0 0 i
= ’ : e 1|05 162031 | 0.11934 :
Entre com a EDO (de T'ordem) BB S3im (000 ]
e a condicio inicial X S71602 | 0.048¢ 13381
3 2.43083 | 0.382 .1347
' = yeosy) 0.4216: 08268
¥ = lyeos(x) 0.167. 104
0.0444 462
(o, 50) = (0, 1) i X 0.11632 . 0.0173
037061 [ 0.14009 | 0.37064 [ 0.01306
039621 | 0.18001 0.30621 | 0.01023
Selecione o tamanho do passo h 2 E
h=051
@ 15
Solucie | Erro
. 5 Exata | Absoluts
Selecione o método desejado Ll — e Rl
0|0 1 [}
) 51 | 162 1.62934 | 0.00!
@Eum N\ [2 10223439 234458 | 0001
53 [ 271525 2.71602 | 0.00
Errhr melhorado s S {4 (204 243083 | 0001
- — [ [25 601 1.74662 | 0.00!
| Runge — Kuita de quarta orden .06 | 106 1.08492 | 0.00!
i .57 | 0.66012 0.66006 | 0.00
o a5 7 15 3 25 3 35 ) 45 5 55 8 | 4.08 L 0.44637 | 0.00004_
9459 [ 0.37066 0.37064 | 0.00002 |
1051 0.39621 | 0.00002

Figura 1: Applet: Métodos numéricos para EDO. Disponivel em https://geogebra.org/m/
xTz9CaRY.

6. Construcao do applet

Nesta secao apresentaremos o roteiro para a construcao do applet em 12 passos.

Passo 1 - Criando ponto inicial e controle deslizante. Ao abrir o Geogebra, na barra de
menus, selecione a opcao Ezibir e em seguida a opcao Planilha (Fig. 2).

€ GeoGebra
Arquive Editar Opgdes Femamentas Janela Ajuda
Janela de Algebra Ctri+ShiftsA |y
Planilha Ctri+Shift+S.
¥ Janeiade Al = Janela CAS Ciri+Shift-K
@ Janela de Visualizago Ctrl+Shift+1
@ Janela de Visualizacio 2 Ctri+Shift=2
& Janela de Visualizagio 3D Ctri+shift+3
L Protocolo de Construgdo Ciri+ShiftsL
. Calculadora de Probabilidades CiriShifteP
[F] Tedado
v Campo de Entrada
L Layout
& Atualizar Janelas Cirl+F

Recalcular Todos os Objetes  Ctr+R
T

Figura 2: Exibindo a planilha.
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Apés a planilha aparecer, clique com o botao direito do mouse em qualquer célula; em seguida,
clique na opcio = OpedesdaPlaniha... o qonnis desmarque a opgio [C] Exigir"=" Antes dos Comandos

Agora, digite na célula A2 o ponto (0,1), como na Fig. 3.

£ GeoGebra o5
Arquivo Editar Exibir Opgbies Femamentas Janela Ajuda Entrar.
= £
¥ Janela e Alg » Janela de Visua| ~ Planiina - |
765,83
| o E Fo

5

3 |

.

2

3
B
|
|

7
o |
o |

10

"

12

53 5 13

14

15

16

17

(54,240 < i ] 3

Figura 3: Criando o ponto inicial.

Apés clicar Enter o ponto A2 surgird nas janelas de visualizacdo e de dlgebra. Logo, na barra de
a=2

ferramentas, clique na ferramenta '~ Controle Deslizante. Ao clicar em qualquer lugar da janela

de visualizacdo, surgird uma caixa para a configuragdo do controle deslizante. Configure o controle

deslizante de acordo com a Fig. 4. Apés clicar OK, o controle deslizante aparecera na janela de

visualizacdo (Fig. 5).

Controle Desizante [\, =

Nome

@ Nimero
= Angulo

Dintsire [ meatério (FG)

Intervalo | Gontrole Deslizante | Animagéa)|

min: 0 mac 2 Incremento: 0.01
oKk | [ cancelar |

Figura 4: Configurando o controle deslizante.
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€7 Geoebra N [E=E)
Arquivo Editar Exibir Opghies Feramentas Janela Ajuda Entrar.
T T Al T U] Folira = =N
DR ECE RN E EY :
|» sansia de Algebra [ b Janelade Visualizagio B[~ Planina [
Jimero e A EEE =R
h=1 2
Ponto ¥ —— A s [ c |
® A2=(0,1) 1 | q
s 2 © 1) \s‘
— 3
4 4
5
&
12 o
[ ] T
, [7]
9
d 0
11
4 =
13
8 14 R Gasl
e L
Entrada:
L = ol

Figura 5: Controle deslizante h.

Passo 2 - Obtendo a solugdo exata do PVI. No Campo de Entrada, digite a EDO ¢y =
y * cos(x). Logo, digite g(x) = Resolver EDO[y’, A2]. A solugdo exata g(x) aparecera na janela
de algebra e seu gréfico surgird na janela de visualizagdo, como na Fig. 6. Escolhemos a EDO
Yy’ = y * cos(x) por conveniéncia, contudo na construgdo pode ser usada qualquer outra EDO de
primeira ordem.

» Janela de Aigebra () | » Janela de Visualizagio =]
Fungio s
® g(x) = e*n® .
Fungao de Varias Varidveis S e

L@ YY) =y eos(x) s
Nimero
® h=1
Panto
® A2=(0,1)

Figura 6: Solugao exata.

Passo 3 - Implementando o método de Euler. Com o controle deslizante fixado em h = 0, 51,
digite na célula Al da planilha a palavra Pontos. Na célula A3, entre com a férmula do método
de Euler (z(A2) + h,y(A2) + hxy'(2(A2),y(A2))) (Fig. 7).
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~ Planilha
Al 1 BEEIS [H~
A

| s

1 | Pontos
2 0.1
3 |=((A2) + h, yA2) + hyi(R(A2), Y(AZ))JU
4

Figura 7: Método de Euler.

Clique na alca de preenchimento (canto inferior direito) da célula A3 e arraste até a célula Al12.
Note que uma sequéncia de pontos surgird na janela de visualizacao (Fig. 8).

» Janela de Algebra X [ » Janela de Visualizagio X |~ Planiha i
Fungo _
e w T i e s T
Fungie de Varias Varidveis B0 Biotos o
® y(xy) =y cos (x) ] : T I
amens ) |
® n-051 3 (051, 151)| !_
:MA'\BZ (0,1) ’ 4 (1.02,2.18)| i’
® A3-(051,1.51) N 8] SRR |
® A4-(1.02,218) 55 6 (2.04,282)]
® A5-(153,2.76) e (55,247
® 26-(204,282) s i =
® A7-(255.217) 28 8 (3.06, 1.25),
® A8={3.06,1.25) g 5 e 9 (3.57,0.62)]
B e % B 5 oa s w o oa o IR (498,03
® A11-(459,023) 1 (459,0.23)]
® A12=151,022) = 12 (5.1,0.22)
Texto

A1 ="Pontos" N K
- 14

Figura 8: Pontos do método de Euler.

Selecione da célula A2 até a célula Al12, clique o botdo direito do mouse e clique na opc¢ao

aal | =IO , para que os rétulos dos pontos na janela de visualizacdo desaparecam. Cli-

cando no botao direito do mouse nas células selecionadas, clicando em Propriedades, e em seguida
na aba Cor, é possivel escolher a cor dos pontos. Os procedimentos para esconder o rétulo e
para escolher a cor sao realizados de igual forma para qualquer objeto do Geogebra. Escolhe-
mos a cor azul para os pontos A2, A3, ..., A12. Agora, digite no campo de entrada o comando
CaminhoPoligonal[A2, A3, A4, A5, A6, AT, A8, A9, A10, A11, A12]. Esse comando cria uma poli-
gonal dos pontos A2, A3, ..., A12. Depois mude a cor do caminho poligonal para a mesma cor dos
pontos, veja Fig. 9.
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» Janela de Visualizagio ®

h=0.51

4 &

Figura 9: Poligonal do método de Euler.

Ao mover o controle deslizante podemos notar que a poligonal de Euler muda conforme os valores
de h se alteram.

Passo 4 - Criando a tabela do método de Euler. Na planilha, nomeie a célula Bl de n e nas
células B2:B12 digite 0,1, ..., 10, respectivamente. Logo, nomeie a célula C1 de z,, e na célula C2
digite x(A2). Logo apds, clique na alga de preenchimento da célula C2 e arraste até a célula C12.
Nomeie a célula D1 como Fuler solugio e na célula D2 digite y(A2). Logo apds, clique na alga de
preenchimento da célula D2 e arraste até a célula D12. Entre com o texto Solug¢do exata na célula
El, na célula E2 digite a formula g(z(A2)), em seguida, estenda a férmula para as demais células
da coluna E até a célula E12. Digite o texto Erro absoluto na célula F1, e na célula F2 digite a
férmula |[D2 — E2|. Logo apés, estenda a férmula até a célula F12. Assim, criamos uma tabela que
apresenta a solucdo numérica do PVI (pelo método de Euler), a solugio exata e o erro absoluto
para 10 valores de x definidos a partir do ponto inicial A2 e do tamanho do passo h; veja Fig. 10.

Ly 1 |BEE(S~ (B
A

[ 8] ¢ ] D E F

1 Pantos n %o Eulersolugio| Solugioexata | Ero Absoluto
T2 | ©,1) 0 0 1 1 0
3| wstsn 1 0.51 151 162934 011934
T4 | (o218 2 102 21821 2.34458 016248
5 | ns3278484) | 3 153 276454 271602 0.04852
6 | (204,282208) | 4 204 282204 243983 038221
7| esseires | s 255 217125 174862 042463
T8 | 6 3.06 12521 1.08492 016719
9| 7 357 0.61565 0.66005 0.04441

8 408 0.33005 0.44637 011632
9

(3.06, 1.2521)
(3.57,0.61585)
10| (408,033005)

11| (459,0.23055) 459 0.23055 0.37064 014009
12| (5102182 10 51 02162 0.39621 0.18001

Figura 10: Tabela do método de Euler.

Note que alteramos as cores dos elementos da colunas D e E. Além disso, centralizamos todos

os elementos das células preenchidas, selecionando-as e clicando em centralizar = O nimero
de casas decimais dos valores da tabela também podem ser escolhidos; para isso, veja Fig. 11.
Apresentamos os valores com 5 casas decimais.
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Arquivo Editar Exibir Ferramentas Janela Ajuda
q Arredendamento
NE

0 Casas Decimais
1 Casa Decimal

|
: A% Rotular |
» Janela de Algebra 2 Casas Decimais
Tamanho da Fente | 3CasasDecimais
Igioma | 4Casas Decimais
@
% Avancado 5 Casas Decimais

10 Casas Decimais
[®) Gravar Configuragses 15 Casas Decimais
Restaurar Configuragio Padrdo
3 Algarismos Significativas
5 Algarismos Significativos

10 Algarismos Significatives

15 Algarismes Significativos

Figura 11: Arredondamento.

Passo 5 - Implementando o método de Euler melhorado. O objetivo nesse passo é criar
a poligonal do método de Euler melhorado. Na célula H2, digite A2. Na célula H3, entre com a
férmula do método de Euler (z(H2) + h,y(H2) + hxy' (x(H2),y(H2))). Logo, na célula I1 digite
o texto pontos, na célula 12 digite A2 e na célula I3 entre com a férmula do método de Euler
melhorado (z(H2) + h,y(H2) + h/2* (y' (x(H2),y(H2)) + v’ (£(H3),y(H3)))) (Fig. 12).

[ w1 ! |
Pontos
1) ©,1)
(0.51,1.51) ‘IIX(HZJ + 0, yiH2) + 112 (Y((H2), y(H2) + yEH3), y(H3) %J

Figura 12: Férmula do método de Euler melhorado.

Agora, na célula H4 digite a férmula de Euler atualizada (x(H3)+h,y(I3)+h*y (x(H3),y(I3))) e
na célula 14 a férmula de Euler melhorado atualizada (z(H4)+h,y(I3)+h/2x (y' (x(H3),y(I3)) +
y'(x(H4),y(H4)))) (Fig. 13).

H |

Pontos
(1 0,1
(051,151 (0.51,1.59105)
(1.02,2.29923) [ (x(H4), y(13) + h 1 2 (y(x(H3), y(13)) +yx(H4), y(H4)

-

Figura 13: Férmula do método de Euler melhorado atualizada.

Logo apds, clique na célula H4 e arraste até a célula H5, faca o mesmo com as células 14 e I5 (Fig.

14 e 15). Repita esse processo com as células da coluna H e da coluna I, nesta ordem, até as células
H12 e 112, respectivamente.

Ao final do procedimento teremos os valores da Fig. 16.
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H |
Pontos
(0, 1) (0, 1)
(0.51, 1.51) (0.51, 1.59105)
(1.02, 2.29923) (1.02, 2.25199)

(153, 2.85308)

Figura 14: De H4 para H5.

» Janela de Visualizagao

a n=081

Bezerra e Ramos

H |
Pontos
0,1 (0, 1)
(0.51, 1.51) (0.51, 1.59105)

(1.02, 2.29923)
(1.53,2.85308)

(1.02, 2.25199)
(153, 2.58221)

Figura 15: De 14 para I5.

= [~ Planina -
AL ]| Eav [E
T = | -
1 Pontos
= ©1 1)
T (0.51,1.51) (0.51, 1.59105)
T (1.02,2.29923) {1.02,2.25199)
T (1.53,2.85208) (1.53, 2.58221)
T (2.04, 2.63592) {2.04,2.30513)
7| (255,177354) | (255,1.66304)
T (3.06, 0.95955) (3.06, 1.06787)
B (357,052507) | (3.57,0.67458)
1T (4.08,0.36169) {4.08, 0.46367)
|11 | (459,03230)  (4.50,0.3837)
(5.1,0.35981) (5.1,0.40643)

Figura 16: Método de Euler melhorado.

Note que os ponto H2:H12 também surgem na janela de visualizagdo. No entanto, s6 queremos
que os pontos [2:112 aparecam, uma vez que eles sdo os pontos do método de Euler melhorado.

Sendo assim, selecione da célula H2 até H12, clique com o botao direito do mouse na selecéo e clique

na opgao

Exibir Objeto

, para que os pontos H2:H12 desaparecam da janela de visualizagao. Dali,

esconda o rétulo dos pontos 12:112, assim como fizemos com os pontos A2:A12. Logo, mude a cor
dos pontos 12:112 para a cor verde. Para criar a poligonal do método de Euler melhorado, digite
no campo de entrada CaminhoPoligonal[I2,13,14,15,16,17,18,19,110,111,112]. Logo aposs,
esconda o rétulo do caminho poligonal e altere sua cor para verde. Com isso, teremos a Fig. 17.
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» Janela de Visualizagio G

4 h=0.51
- & . (0,1) ©1
(0.51,151)

(102,229923)

(3,57, 0.52507)
(4.08, 0.36169)
(4.59,0.3239)
(5.1, 0.3598)
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~
d
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o

Figura 17: Poligonal do método de Euler melhorado.

Passo 6 - Criando a tabela do método de Euler melhorado. Na planilha, nomeie a célula
J1 de n e nas células J2:J12 digite 0, 1, ..., 10, respectivamente. Logo, nomeie a célula K1 de z,, e
na célula K2 digite x(12). Logo apés, clique na alga de preenchimento da célula K2 e arraste até
a célula K12. Nomeie a célula L1 como Euler melhorado solugio e na célula L2 digite y(12). Logo
ap6s clique na alca de preenchimento da célula L2 e arraste até a célula L12. Entre com o texto
Solugdo exata na célula M1, na célula M2 digite a férmula g(z(12)), em seguida, estenda a férmula
para as demais células da coluna M até a célula M12. Digite o texto Erro absoluto na célula N1,
e na célula N2 digite a férmula |L2 — M?2|. Logo, estenda a férmula até a célula N12.

Dessa forma, criamos uma tabela que apresenta a solugdo numérica do PVI (pelo método de Euler
melhorado), a solugdo exata e o erro absoluto (Fig. 18).

Ay 1 BEBEIEY EY
] [J] k] L M N
Pontos n | % | Eulermelhoradosolucio | Selucie exata | Ermo absoluto
o o 1 1 0
1 08t 162934 003829
2 102 234458 009259
3 18 271602 0.13381
4 208 243983 0.1347
5 288 174662 0.08268
5
7
8
B
0

(©,1

(0.51,1.59105

3.06 1.08492 0.01704
357 0.66006 0.01482
4.08 0.44637 0.0173
459 0.37084 0.01306
51 0.39621 0.01023

|‘°‘W|\“m|m‘p|“""’|“

5

Figura 18: Poligonal do método de Euler melhorado.

Note que alteramos as cores dos elementos da colunas L e M.

Passo 7 - Implementando o método Runge-Kutta de 42 ordem. Com o objetivo de criar
a poligonal do método de Runge-Kutta de 4* ordem, nomeie as células P1, Q1, R1, S1 e T1 de
Pontos, ky, kg, ks, k4, respectivamente. Na célula P2 digite A2 e nas células Q2, R2, S2, T2 digite
as formulas y' (z(P2),y(P2)), v/ (x(P2)+h/2,y(P2)+Q2xh/2), y'(x(P2)+h/2,y(P2)+ R2xh/2)
ey (z(P2)+ h/2,y(P2) + S2 % h), respectivamente, como na Fig. 19.
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[ P a R s T
Pontos ky ka ks ks
A2 YiP2),(P2) | YH(P2)+NI2,y(P2)+Q2N12) | yXP2)+Ni2yP2)+R2N/2) | Y((P2)+h, y(P2)+S2Nn)

Figura 19: Definindo os pardmetros.

Logo, na célula P3 digite a férmula do método de Runge-Kutta de 4* ordem (z(P2) + h,y(P2) +
(h/6) * (Q2 + 2« R2+ 2% 52+ T2)) (Fig. 20).

| P \
Pontos
(0,1)

|(x(P2)1h‘y(P2) +h16(02+2R2+ 252 +T2)) j

Figura 20: Férmula do método de Runge-Kutta de 4% ordem.

Para obter os parametros ky, ko, kg, k, da linha 3, clique na célula Q2 e arraste até a célula Q3,
faca o mesmo para as células R2, S2, e T2. Depois que os valores de k, ky, ks, k, da linha 3 forem
obtidos, faremos o mesmos procedimento para encontrar os valores das células P4, Q4, R4, S4 e
T4, ou seja, clique na célula da linha de cima e arraste. Realizando esse procedimento em todas
as linhas até a linha 12, na ordem P, Q, R, S e T, obtém-se os valores da Fig. 21.

» Janela de Visualizagio & | ~ Pianiha
RINEEEEEER
P | a R s | 7 ]
a h=051 1 Pontos ky ks kg ks
©.1) 1 121442 | 126733 | 143683
(0.51, 1.62903 142172 143668 | 143043 | 123679
(1.02,234394) | 1.22674 077445 | 074083 | 011101
(153,2.71525 011074 -058318 | 054557 | -1.10196
(2.04,243911) | -1.10291 142067 | 137446 | 144274
(2.55, 1.74602 -1.44929 -120021 | 133534 | -1.06146
(3.06,1.08474) | -1.08113 -079691 | -0.8683 | -0.58389
(3.57, 0.66012 -0.60047 -039314 | 043414 | -0.25031
(4.08,0.4464) 026386 01397 | -0.15137 | -0.04507
(4.59, 0.37066 004525 004748 | 005061 | 0.14985
(5.1, 0.39623) 0.14977 026034 | 027724 | 042033

Figura 21: Pontos do método de Runge-Kutta de 42 ordem.

Agora, assim como fizemos no método de Euler e no método de Euler melhorado, esconda os
rotulos dos pontos P2:P12 e altere sua cor para marrom.

Para criar a poligonal do método de Runge-Kutta de 4% ordem, digite no campo de entrada
CaminhoPoligonal[P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8, P9, P10, P11, P12]. Logo apds, esconda o rétulo
do caminho poligonal e altere sua cor para marrom. Assim, teremos a construcio da Fig. 22.
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> lanela de Visualizagio 59 |~ Planiha
Ll BB ES~ |H
P [ a [ r s [ 1]
4 h=051 1 Pontos ky ko k3 ks
*® [2| o+ 1 121442 | 126733 | 143683
3| 051 150003) | 142172 143868 | 143043 | 123679
R [« 3 122674 077445 | 074083 | 011101
s | 271626) 011074 | -058318 054557 | 110196
04243911) | 110201 | 142067 | 137448 | 144274
7 174602) 144028 | 120921 | -133534 | 106748
2 8 | (30610847¢) 108113 | -079891 08683 | -0.58389
[ o | 357.058012) | 060047 | 039314 | -043414 | -025031
[0 | (208 04464 028386 01397 | 015137 | 004507
, [11 | 450,03 004525 004748 005081 | 0.14985
A 3 0.14977 026034 | 027724 | 042033
o [ 15 |
o T z 3 5 3 |15
16

Figura 22: Poligonal do método de Runge-Kutta de 4% ordem.

Passo 8 - Criando a tabela do método de Runge-Kutta. De forma aniloga a construgao
das tabelas do método de Euler e do método de Euler melhorado, nomeie a célula Ul de n e nas
células U2:U12 digite 0,1, ..., 10, respectivamente. Logo, nomeie a célula V1 de z,, e na célula V2
digite z(P2). Logo ap06s, clique na alga de preenchimento da célula V2 e arraste até a célula V12.
Nomeie a célula W1 como R-K solugio e na célula W2 digite y(P2).

Logo apds, clique na alga de preenchimento da célula W2 e arraste até a célula W12. Entre com
o texto Solugdo exata na célula X1, na célula X2 digite a férmula g(z(P2)); em seguida, estenda
a férmula para as demais células da coluna X até a célula X12. Digite o texto Erro absoluto
na célula Y1, e na célula Y2 digite a férmula |[W2 — X2|. Logo apds, estenda a férmula até a
célula Y12. Assim, criamos uma tabela que apresenta a solu¢do numérica do PVI (pelo método de
Runge-Kutta de 4* ordem), a solucdo exata e o erro absoluto (Fig. 23).

Llin BB ESr |Er
P [ a | r s [ 1 ] v w x Y

1| Pontos K ky [ ks n *n RK| solucdo | Solucde exata | Ero absoluto
[2| o1 1 121442 | 126733 | 143683 O 0 1 1 0
[ 3 |ws1. 152903 142172 143688 | 143943 | 123679 1 051 1 162934 0.00032
[ |02z 122674 077445 | 074083 | 011101 2 102 2 234458 0.00084
I GE 011074 088318 | 054557 | -110186 3 183 2 271802 0.00078
[6 |2os,243011) | 10201 | 142087 | 137448 | 144274 4 204 243011 243083 000073
| 7 |ees, 1745020 144020 | 120021 | 133534 | 108146 5 285 174602 174862 0.0005
[& |os 108474y 108113 079891 | -Dge3 | 056389 6 308 108474 108402 000018
[ e |Ger.088012) 060047 | 030314 | 043414 | 025031 7 387 068012 065008 0.00008
[0 |08 04458) 026388 01397 | 015137 | 004507 8 408 044837 0.00004
11 |459,03708 0.04525 004748 | 005051 | 014986 9 459 037064 0.00002
[12 [51,030823 0.14977 026034 | 027724 | 042033 10 51 039821 0.00002
3

Figura 23: Poligonal do método de Euler melhorado.

Note que alteramos as cores dos elementos da colunas W e X.

Passo 9 - Transferindo as tabelas para a janela de visualizagdo. Neste passo, vamos
transferir as tabelas da planilha para a janela de visualizacdo. Selecione da célula Bl até a célula
F12; em seguida, clique com o botao direito do mouse e selecione a opgao Criar, depois clique na
opgdo Tabela (Fig. 24). Dessa forma, a tabela selecionada aparecerd na janela de visualizagdo.
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8 € D E F
1 n *n  Eulersolugo  SolugAo exata | Emo Absoluto
2 0 0 1 1 0
3 1 0.51 151 1.62934 0.11934
4 2 102 21821 234458 0.16248
5 3 153 276454 271602 0.04852
6 4 204 282204 243983 0.38221
7 5 255 217125 1.74662 042463
8 6 3.06 12521 1.08492 0.16719
9 7 357 0.61565 0.66006 0.04441
10 8 408 033005 0.44637 0.11632
11 9 459 023055 0.37064 0.14009
12 | | 10 5.1 02162 0.39621 0.18001

a2 —
13 B1:F12
14
15 IC] Copiar
16 [ colar

== [ Corar
18 7. Apagar Objetos

| Usta Criar »

' Lista de pontos

Exibir Objeto
I wmatriz !
[l Gravar para a Planilha de Calculos
| Tabela
CaminhoPoligonal . Propriedades T

Tabela de Operacio

Figura 24: Transferindo a Tabela.

Repita o procedimento para as tabelas que vao da célula J1 até a célula N12, e da célula Ul até
a célula Y12. Dessa forma, as tabelas do método de Euler, do método de Euler melhorado e do
método de Runge-Kutta de 4* ordem irao surgir na janela de visualizagdo, como na Fig. 25.

» Janela de & =

Euler solucio | Solugio exata | Erro Absoluto a e Euler melhorado solugao | Solugio exata | Erro absoluto
0
0.11934

" n_ |z

[i

0
0.03829
0.09259

1
1.62934
2.34458

1o)==

L.74602
1.08402
0.66006

G0

S|AEG|=| 2

PIEIEE

e

-

=

Erro absoluto

0 3
0.00032

0.00064
0.00078
0.00073
0.0006
084 0.00015
). G600 0.0000
0. 41637 0.0000
0.37064 L0000
0.39621 0000

Figura 25: Tabelas na janela de visualizagao.

Passo 10 - Abrindo outra janela de visualizagdo e criando textos. Abriremos uma outra
janela de visualizacao e nela inseriremos textos. Na barra de menus, clique em Ezibir e depois na

opgio | # JaneladeVisualizacio 2 {jin, nova janela de visualizagio surgird. Logo, clique no controle

deslizante com o botao direito do mouse, logo depois, clique em Propriedades, clique na aba
Avangado, desmarque a opcio Janela de Visualizagio e marque a opgao Janela de visualizagio 2.
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Seguindo esses passos, o controle deslizante desaparece da janela de visualizacdo e aparece na janela

. . ~ . . ABC Texto
de visualizagdo 2. Para criar textos, selecione a ferramenta na barra de ferramentas.

Logo, clique na janela de visualizacdo 2. A caixa da Fig. 26 surgird. Digite o texto da Fig. 26,

marque a opgao Férmula LaTeX e logo depois clique em OK. O texto Solucdes numéricas para
um PVI aparecera na janela de visualizagdo 2. Marcar a op¢do Formula LaTez, na caixa de texto,
permite que textos e féormulas sejam digitados usando os mesmos comandos com sintaxe do LaTex.
Para configurar o texto, alterando cor, tamanho e tipo da fonte, clique com o botao direito do
mouse em cima do texto e selecione a opgao Propriedades.

€ Texto ]

Editar

\mbox(Selugdes numéricas para um PVI}

FormulalaTeX | Simbolos * | Objetos *

[rT T TTTTTTT

Visualizar

Solugoes numéricas para um PVI

Figura 26: Caixa de texto.

Todos os textos do applet, ja configurados e posicionados convenientemente, foram criados da
mesma forma e estdo na Fig. 27.

» Janela de Visualizagdo 2

Solugbes numéricas para um PVI

Entre com a EDO (de 1*ordem)

e a condigao inicial

v=

(z0: m0) =

Selecione o tamanhe do passo h

h= 051

@

Selecione o método desejado

Euler
Euler melhorado

Runge — Kutta de quarta ordem

Figura 27: Textos do applet.

Vale lembrar que em todos os textos é marcada a opc¢ao Posicio absoluta na tela, clicando sobre
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0s mesmos com o botao direito do mouse e selecionando esta opcao.

Passo 11 - Campos de entrada, poligonais e tabelas. Vamos criar dois campos de entrada:
um para a EDO e outro para a condicdo inicial. Na barra de ferramentas, selecione a ferramenta

ol CampodeEniada T 00, clique em qualquer local da janela de visualizagio 2. A caixa da Fig. 28

aparecerd. Digite ¢y’ como legenda para o campo de entrada e vincule o objeto y'(x,y) = ycos(x),
como mostra a Fig. 28

€7 Campo de Entrada =5

Legenda: |y’

Objeto Vinculado: |

i

Figura 28: Configurando o campo de entrada.

Ao criar o campo de entrada na janela de visualizagdo, clique nele com o botao direito do mouse e
selecione a opgao Propriedades, na aba Bdsico; desmarque a opgao Ezibir Rotulo, e, na aba FEstilo,
digite 10 para o comprimento do campo de texto. Também é possivel configurar a cor da fonte e
a cor de fundo do campo de entrada na aba Cor.

Crie outro Campo de entrada, da mesma forma que o anterior, com a legenda (x,y,) e vinculado
ao objeto A2. Aplique as mesmas configuracoes do campo de entrada anterior a esse segundo
campo. Logo, posicione-os conforme a Fig. 29.

Solugoes numeéricas para um PVI

Entre com o EDO (de 1" ordermn)
e a condicio inicial
y =y cos(x)

(o) = (0, 1)

Figura 29: Campos de entrada.

Agora, para criar as caixas que permitem a exibigdo (ou ndo) das poligonais e tabelas, selecione a

°
/| = Caixa para Exibir | Esconder Objetos . . . . ~
ferramenta =~ © e clique em qualquer local da janela de visualizagdo 2. Ao

clicar na janela de visualizagdo 2, surgird uma caixa na qual podem-se escolher os objetos que
se deseja exibir/esconder. De acordo com a Fig. 30, digite Fuler para a legenda e Selecione os
objetos: CaminhoPoligonal f, os pontos A2:A12 e o texto2 que corresponde a tabela do método de
Euler.
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73 Caixa para Exibir/Esconder Objetos ===

Legenda: Euler

Selecione 03 0bjetos na construgio ou escelna-os de uma lista

CaminhoPoligonal f
| [Ponto A10: (x(A9) + . ¥(A9) + h Y (x(A9), y(ASN) E

Ponto A3: (<{A2) + h, y(A2) + h y(x(A2), ¥(A2)))
Ponto A4: (x(A3) + h, y(A3) + h Y(x(A3), Y(A3)))
Ponto A5: (Ad) + h, y(Ad) + h y(x(Ad), (Ad)))
Ponto A6: (X(AS) + h, y(AS) + h Y(x(AS), Y(AS)))
Ponto A11

Ponto A7: (x(AB) + h, y(AB) + h Y(x(A6), Y(AB)))
Ponto AB: (A7) + h, y(A7) + h Y (x(AT), (A7)
Ponto A9: (x(A8) + h. Y(AB) + 1 Y(x(AB), ¥(AB)))

Figura 30: Exibindo/escondendo a poligonal e a tabela do método Euler.

Ao clicar em Aplicar a caixa que Exibe/esconde a poligonal, e a tabela do método de Euler
aparecera na janela de visualizagdo 2. Logo, esconda o rétulo da caixa e a posicione de acordo com
a Fig. 31.

Selecione o método desejado

) s

Euler melhorado

Runge — Kutta de quarta ordem

Figura 31: Caixa para Exibir/esconder a poligonal e a tabela do método Euler.

Quando a caixa estiver marcada, a poligonal e a tabela do método de Euler serdo exibidas na
janela de visualizagdo. Crie mais duas caixas de acordo com as Fig. 32 e 33, em seguida, oculte os
rotulos dessas caixas e as posicione de acordo com a Fig. 34.
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73 Caixa para Exibir/Esconder Objetos ]

Legenda: Euler melhorade

Selecione 03 0bjetos na construgio ou escelna-os de uma lista

CaminhoPoligonal i

le

Figura 32: Exibindo/escondendo a poligonal e a tabela do método Euler melhorado.

€ Caixa para Exibir/Esconder Objetos =)

Legenda: |R_K
Selecione os objetos na canstrucdo ou escolha-os de umalista
CaminnoPoligonal | B

Ponto P2: A2

Ponto P12 (=]
Ponto P11

Ponto P10

Ponto P3

Ponto P4 E

Ponto P5

Panto P5

Ponto P7

Panto P8

Ponto P9 L

Texto textos -

Figura 33: Exibindo/escondendo a poligonal e a tabela do método de Runge-Kutta de 4* ordem.

Selecione o método desejado

J Euler
| Euler melhorado

J Runge — Kutta de quarta ordem

Figura 34: Caixa para Exibir/esconder as poligonais e as tabelas dos métodos de Euler, Euler
melhorado e Runge-Kutta de 4* ordem.

Assim, clicando com o botao direito do mouse em qualquer local da janela de visualizacdo, e se-
lecionando a opgao Propriedades, é possivel alterar a cor de fundo da janela. Da mesma forma,
pode-se alterar cor, fonte, tamanho, localizacao etc ... de qualquer objeto das janelas de visuali-
zagdo. Sendo assim, é possivel configurar a interface do applet de diversas formas. A versdo final,

do applet apresentado neste trabalho é a da Fig. 1.
N
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Passo 12 - Disponibilizando o applet na web. Apds a finalizacdo do applet, para que seja
possivel disponibiliza-lo na web, é necessério criar uma conta no site oficial do Geogebra em https:
//accounts.geogebra.org/user/create/expiration/129600/clientinfo /website. Logo apés, na barra
de menus do arquivo da construgao do apllet, clique em Arquivo; em seguida, selecione a opgao
E:vpom‘a e clique em ? Planilha Dindmica como Pagina WEB (html) ... Ctri+Shift+W . AO abrir a janela da Flg 357 edite
o titulo e as descri¢oes do applet.

€7 Upload para GeoGebra =

Titulo: |Metodos numericos para EDO

Texto acima da construco

Texto abaixe da construcio.

¥ Ajuda ] [ Upload ] [ Cancelar

Figura 35: Upload do applet.

Ao clicar em Upload, o applet serd, de fato, criado e estara disponivel na web, no site de materiais
do Geogebra. Para fazer modificagdes no applet criado, basta abrir a construcao (arquivo .ggb),
proceder as alteragoes necessarias e salva-las. Essas modificacbes aparecerao, automaticamente,
quando o applet for aberto, uma vez que o mesmo estd associado a construcdo feita no Geogebra.
No applet é possivel realizar agoes diversas, mas, ao fecha-lo, esse retornara ao seu estado original.
Contudo, qualquer usuario pode fazer o download do arquivo .ggb, do applet, e assim, modifici-lo
ou melhora-lo.
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