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Resumo

E comum dizer que os cursos de Célculo sdo por demais tedricos e, desse modo, geram insatisfacao
em seus estudantes. O objetivo deste artigo é indicar que, dentre os varios motivos que acarretam
essas dificuldades e desagrado, aqueles voltados ao nao entendimento da aritmetizagio da mate-
madatica, frase de Felix Klein no século XIX, sdo os mais relevantes. Tal alegacdo fundamenta-se na
percepcao das dificuldades erigidas no decorrer do arduo processo histérico que culminou com o
rigor na matematica. Entende-se que dificuldades semelhantes podem ocorrer com estudantes que
ascendem a Universidade sem um preparo adequado ao manuseio dessa nova aritmética. Neste
artigo exibem-se exemplos divisores de dguas entre a aritmética do colégio e a aritmética presente
em cursos de Calculo. Estima-se que o estudante, ao ser-lhe esclarecido que o curso de Calculo
estd alicergado nessa nova aritmética, possa dirimir esforcos do pensamento voltado a aritmética
do colégio para langi-lo na compreensao do processo de aritmetizacdo da matematica. Caso con-
trario, ele pode entender que, no curso de Célculo, a aritmética do colégio, além de necessaria, seja
também suficiente.

Palavras-chave: Aritmetizacdo da matemdtica; Lagrange; Célculo; Infinitésimos; Continuum;
Fungoes.

Abstract

It is common to say that Calculus courses are too theoretical and thus they cause dissatisfaction in
their students. The aim of this article is to indicate that, among the various reasons that cause these
difficulties and displeasure, those related to misunderstanding the arithmetizing of mathematics,
phrase coined by Felix Klein in the XIX century, are the most relevant. This claim is based on the
perception of the difficulties erected in the course of the arduous historical process that culminated
with rigor in mathematics. We think that similar difficulties may occur with students ascending
to the University without adequate preparation for handling this new arithmetic. In this article
we show examples that can be seen as water divisors between High School arithmetic and the
arithmetic present in Calculus courses. We estimate that, when it is clarified to the student that
the course of Calculus is based on this new arithmetic, he can so settle efforts of thought focused
on the mathematics of High School to launch it in understanding the process of the arithmetizing
of mathematics. Otherwise he may understand that, in the course of Calculus, the High School
arithmetic is not only necessary, it is also sufficient.

Keywords: Arithmetizing of mathematics, Lagrange, Calculus, Infinitesimals, Continuum, Func-
tions.
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1. Introdugao

Os estudantes tomam contato, logo que iniciam seus estudos em matemaética, com as regras bésicas
de soma, subtragao, divisao e multiplicacdo para numeros inteiros. Uma simples inspe¢do nos
contetidos matematicos dos colégios sera suficiente para identificar os assuntos em que residem
suas dificuldades com essas operagoes. Tais dificuldades de aprendizado produzem, na comunidade
cientifica, inimeros artigos com fins de indicar metodologias que facilitem o entendimento dessas
operagoes em detrimento, por exemplo, de uma possivel tarefa de decorar a tabuada. Um pouco
a frente nesse roteiro escolar reside ainda uma dificuldade maior, as operagoes com fragoes. Uma
fragdo ¢ um ntmero ou sdo dois numeros? Representa razdo ou variagdo? Estes sdo alguns
questionamentos presentes em sala de aula. Isso se estende até o ensino médio, periodo em que
os estudantes estdo prestes a ingressar em cursos universitarios. Ao ingressar em tais cursos,
naqueles que contenham como disciplinas obrigatérias os “famosos” cursos de Caélculo, havera
outra dificuldade, ainda da aritmética, mas ndo com niimeros inteiros ou fragdes, mas com o que se
chama, grosso modo, de quantidades infinitamente pequenas', abreviada nesse artigo por q.i.p.
Essa aritmética é a que suporta, em termos técnicos, as ferramentas matematicas de grande parte
dos desenvolvimentos tecnolégicos modernos, tais como as equagoes diferenciais, equacoes integrais,
séries e transformadas de Fourier etc. Mesmo com todas as indicagdes da relevancia tecnolégica,
educativa e de raciocinio, da matemaética presente nos cursos de Céalculo, ha ainda indicativos de
insatisfagdo. Pode-se dizer que hé, de modo geral, uma leitura de desconexao entre matematica e
realidade. Talvez isso seja fruto do arduo processo de transformagao e solidificacdo da matematica
ao longo dos séculos XVII, XVIII e XIX. Pelo sim ou pelo ndo, o fato é que hia um cendrio
fragmentado nos cursos de Calculo que faz com que os estudantes sintam-se desconfortiveis. A
histéria da matematica mostra-nos o quao arduo foi, e em alguns casos ainda é, a passagem do
periodo pré-Célculo - 2 diga-se, antes da invencdo do conceito de derivadas - para o periodo do
Célculo, motivada pela intuicio geométrica, e também a passagem do periodo do Célculo para
o periodo das analises Matematicas, com a inven¢ao do conceito de limites e aprimoramento do
conceito de fungoes. Os termos “derivadas”, “intuicdo geométrica”; “limites” e “fungdes’nao sao
os unicos fatores que acarretaram transformacoes matematicas naquele periodo, mas servem como
elemento norteador para langar uma luz sobre as dificuldades presentes nos cursos de Célculo.

Uma observacao cautelosa mostra-nos os equivocos dos cientistas em optar por “demonstragoes” ma-
tematicas fundamentadas em intuicdo geométrica, descobrindo-se apenas a posteriori que o rigor
dedutivo deveria predominar se se quer evitar inconsisténcias [39]. As profundas discussoes sobre
q.i.p., infinitésimos, indivisiveis, estrutura do continuum etc., [41, 1], atingem um ponto de con-
senso no final do século XIX com o surgimento do conjunto dos ntimeros reais, em que a estrutura
do continuum revela-se num sistema légico dedutivo com a inser¢ao de axiomas de completude.

(...) Nesse contexto seria interessante e importante saber das vdrias andlises a que
foi submetida a nogio de continuum ao longo dos séculos (e milénios) ([31], p214).
(Tradugio do autor).

Com fins de elucidar as transformacoes relativas as q.i.p., propoe-se, neste artigo, uma divisdo

1Para mais detalhes sobre esse termo, no sentido extensivo, consultar, por exemplo, [1, 2.
A 5 utiliz . oA . -
20 termo “pré-Calculo” é utilizado aqui como sinénimo de um periodo histérico e ndo como a pretensa disciplina,
pretenso pré-requisito, que comumente se diz preparatéria para ingressar em cursos de Célculo.
-
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histérica com trés periodos, caracterizados, aproximadamente, pelas datas de 1684 — 1687, 1807 —
1823 e 1902, como marcadores de época. Os anos de 1684 e 1687 caracterizaram o surgimento
do Célculo. O ano de 1807, (més de dezembro), foi 0 ano em que Jean-Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830) entregou ao Institut de France, [25], Paris, seu manuscrito sobre a solu¢ao do problema
de Condugao de Calor®. Os anos de 1821 e 1823, [16, 17], foram os anos da publicagio do conceito
de limites por Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). E, finalmente em 30 de junho de 1902, a data
da defesa de doutorado de Henri Léon Lebesgue (1875-1941), que pode ser vista como um marco
no desenvolvimento de uma genufna teoria da integracio e medida [34]*.

Entende-se que houve o perfodo pré-Célculo (antes de 1684 e 1687), o perfodo do Célculo, até
1807, e o periodo da solidificagdo da Andlise Matemética, até 1902. De 1902 aos dias atuais,
muitos desenvolvimentos matematicos ocorreram, o que é impossivel detalhar num texto como
este. Neste artigo, apontamos que em tais periodos, o foco reside no problema da aritmética, nao
numa aritmética de niimeros inteiros, mas sim numa aritmética de q.1.p., ou seja, em linguagem
moderna: uma aritmética de nimeros reais. Convém reforcar que o objetivo neste artigo é indicar
as bruscas mudancas no pensar sobre o conceito de infinito e infinitésimos que, de uma forma
ou outra, impactaram nao somente o pensamento humano dos séculos XVII, XVIII e XIX, mas
também impactam o pensamento e o raciocinio daqueles que ingressam em cursos de Célculo.
E possivel, entdo, caracterizar, de modo sucinto, conforme a proposta deste artigo, as principais
“ferramentas” matematicas utilizadas nos periodos citados acimas:

e Da Grécia antiga até 1684-1687 as “ferramentas” matemaéticas utilizadas eram, grosso modo,
Régua e Compasso. A geometria de Euclides, exposta no livro Os Elementos, de Euclides [§],
reine um dos principais tratados de matematica.

e De 1684 até 1807-1823 as “ferramentas” matemaéticas eram fundamentadas fortemente em deri-
vadas e integrais, de Newton-Leibniz. Esse foi um periodo de intuigdo e geometria. O Cdlculo
descoberto por Newton e Leibniz era a principal vertente matematica.

e De 1807-1823 até 1902, o conceito de limites estabelece-se como uma importante “ferramenta” ma-
tematica. O perifodo do rigor. A Andlise Matemdtica solidifica-se e os fundamentos da matema-
tica sao revistos.

e De 1902 até os dias de hoje hd uma pluralidade de novos desenvolvimentos matematicos, mas
ainda o conceito de limites mostra-se como uma ferramenta indispensavel na matematica.

Na Grécia antiga, por exemplo, ja se discutiam as magnitudes além daquelas inteiras e fraciondarias.
Pitdgoras questiona a existéncia do niimero v/2. Euclides mostra a impossibilidade de esse niimero
ser expresso como uma razao entre dois nimeros inteiros, com denominador diferente de zero; ou
seja, ndo é um numero que pertence ao conjunto das fragoes. Euclides publica uma série de livros,
Os Elementos, [8], nos quais enuncia seu método axiomético-dedutivo, amplamente utilizado em
quase todos os circulos de estudiosos em matemética. O axioma das paralelas, que consta nos
Elementos de Fuclides, mostra indicativos de como o trato com o infinito pode gerar controvérsias.
Ainda em sua época, dividas sobre q.i.p. em geometria persistiam. Por exemplo, se um segmento
de reta é composto de partes muito pequenas (mas positivas), em nidmero infinito, entdo sua soma,

30 qual originou o que se chama hoje em dia de Séries de Fourier.
4Essa data é utilizada apenas para marcar um periodo, pois Lebesgue publicou seus resultados ao longo do final

do século XIX e inicio do XX [35, 27, 3, 45].
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uma soma infinita, vai ultrapassar o tamanho do referido segmento. Por outro lado, se esse mesmo
segmento é formado de partes infinitamente pequenas (mas de tamanho nulo), entdo sua soma vai
ser nula e nao representard o segmento. Isso mostra as inconsisténcias acerca de somar q.i.p.
Além disso, hd também os paradoxos de Zendo de Eleia (que viveu por volta de 450 A.C. [12, 1]),
que revelam como um dos precursores dos processos relacionados ao infinito [42]. Em linguagem
atual, a ideia de Zenao era a de que é impossivel ir, por exemplo, de um ponto A até um ponto B
qualquer. Para chegar a B é preciso passar pela metade do caminho, digamos C, e dai, para ir de
C até B, é preciso passar pela metade do caminho restante, e assim sucessivamente. Nesse caso,
levando-se em conta que sempre hd uma minima parte a percorrer (uma metade), jamais se atinge
o ponto B. Zenao utiliza em sua argumentagao um raciocinio que pode muito bem ser comparado,
guardadas as devidas proporgoes, aos raciocinios do século XIX. Também, pode-se citar O. Toeplitz
(1881-1940) ao dizer de Arquimedes, apés seu livro O método ter sido descoberto por J. L. Heiberg
(1854-1928), em 1906, na cidade de Constantinopla:

Neste trabalho Arquimedes nao fornece nenhuma nova prova, apenas quer mostrar
por quais métodos de raciocinio ele tem encontrado todos os seus grandes resultados;
(...). O método dos indivisiveis, que ele, no entanto, lida com uma ousadia e
seguranga instrutiva que deiza Cavalieri muito para trds ([42], p61). (Tradugio do
autor).

Nota-se a forca das ideias de q.1i.p., nesse caso sob a forma de indivisiveis, as quais desde hd muito
tempo “esbogava caminhos” para emergir. Essas discussoes, com formatos diferentes [1], avangam
até o periodo da descoberta do Céalculo. De modo revolucionério, se assim se pode dizer, I. Newton
(1643-1727) e G. Leibniz (1646-1716) abordam esse problema de forma singular. Eles caracterizam
essas q.1i.p. como sendo quantidades (sem dimensao) menores do que qualquer outra quantidade,
mas ainda diferente de zero.

(...) como uma quantidade menor do que qualquer quantidade finita e, ainda,
diferente de zero ([31], p214). (Tradugio do autor).

Com isso, abrem-se espagos para desenvolvimentos matemaéticos fundamentados no recém-desco-
berto “Célculo”. De modo quase imediato, novas “tecnologias” surgem, tais como a construcao de
telescopios, o conceito de velocidade instantanea na Fisica, inclinacao de curvas, lei da gravitagao,
méximos e minimos de fungdes etc., ([26], p.81). Além da explosdo do surgimento do Célculo, fortes
desenvolvimentos surgem no patamar das técnicas de derivagdo, de integracao e de suas aplicagoes.
Iniimeros teoremas e suas interacdes com o mundo real sdo estabelecidos. No entanto, com o passar
do tempo as fronteiras dessa abordagem, dessa relagdao teoria-pratica, comecam a dar sinais de
“fadiga,” haja vista que as demonstracoes dos teoremas eram fundamentadas principalmente em
evidéncias, numa factivel pratica e na intuicdo geométrica.

Ja estava latente nos ares da época que a auséncia de uma caracterizacao precisa do que sejam
os infinitésimos promovia diuvidas em demonstragoes mateméticas, pois a intuigdo e a geometria
ndo eram suficientes para demonstracées de teoremas matemaéticos, principalmente para aqueles
associados a convergéncia de séries, continuidade, nimeros reais, reta real etc.. Algor m.gis seria
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necessario. Nao basta dizer que v/2x /2 vale 2 apenas por indicar que essa multiplicacio representa
a area de um quadrado® de lado V2.

De modo anélogo, ndo basta dizer que a soma

vale 1, pois hd uma leitura geométrica de facil entendimento. Isto é, essa soma pode ser lida, de
modo intuitivo, como a representacdo da area de um quadrado de lado 1 que foi dividido em 2
partes (regies) iguais e retirada uma parte dela: % Depois, divide-se o quadrado em 4 partes
iguais e retira-se uma parte de quatro, i, e assim sucessivamente, subdivide-se o quadrado em 2"
partes iguais e retira-se uma parte de 2™ partes, ou seja, Qi Intuitivamente, essa soma vale 1, que
é a area do quadrado, pois vao-se retirando partes cada vez menores, mas ainda pertencentes ao
quadrado de area 1. Com um terceiro exemplo, seja uma reta r que liga o ponto A ao ponto B. Seja
também uma reta s transversal a ela. Intuitivamente é de bom senso supor que a reta s corta a
reta 7 em algum ponto, mas qual a certeza disso? Esse problema foi discutido por Bernard Bolzano

(1781-1848) [40] e deu origem ao que se chama hoje em dia de Teorema do Valor Intermedidrio.

Em todos os trés exemplos acima as duvidas advém do significado de que se atribuem ao sig-
nificante quantidades infinitamente pequenas. No primeiro exemplo, o problema esté relacionado
a multiplicagdo de um ntmero com infinitas casas decimais por ele mesmo, caso em que a arit-
mética tradicional nao se aplica. No segundo exemplo, de modo analogo, indica-se uma soma de
infinitos termos, contraria a nogdo de soma que é definida para um ntmero finito de termos. J4a
no terceiro exemplo, a davida reside na existéncia, ou nao, de um ponto de intersecdao entre duas
retas, condigdo possivel, desde que nao haja “furos” nas retas envolvidas. Isso indica a presungao
de que as retas em questdo contenham, como seus pontos, o conjunto de ntimeros reais®. Grosso
modo, caso exista tal “reta real”, havera um ponto de intersecao entre as retas r e s; caso contrario,
os “furos” podem nao garantir a intersecdo. Com base nessas argumentagdes e em muitas outras
possiveis, os problemas com a falta de rigor comecam a surgir, e os mateméaticos voltam-se para
as questoes de fundamentos da matematica’.

E assim, no final do século XVIII, a medida que as limitacoes das antigas técnicas
tornaram-se cada vez mais evidentes, uma atencdo séria as questoes dos fundamentos
tornou-se a preocupagio de trabalho dos matemdticos ([38], pviii). (Tradugio do
autor).

Richard Dedekind (1831-1916) inquieta-se com a falta de precisdo na matematica ao lecionar cursos
de Célculo em Zurich. Em seu livro de 1858, [20], Essays on the theory of numbers-Continuity
and Irrational Numbers-The Nature and Meaning of Numbers, escreve sobre sua insatisfacdo com
o desenvolvimento do Célculo no decorrer de suas aulas:

5Um quadrado justaposto por quatro tridngulos retangulos iguais, de 4rea %, catetos com valor 1 e hipotenusa,
lado do quadrado, igual a v/2.

6Nota-se que esses questionamentos surgiram bem antes o do conjunto R dos niimeros reais tal como conhecemos
hoje em dia.

"No artigo Les fondements des mathématiques, Morris Kline elucida essa problemdtica [32].
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Ao discutir a nogdo da abordagem de uma magnitude varidvel para um valor limite
fizo, (...), tive de recorrer a evidéncias geométricas. (...) Para meu prdprio senti-
mento de insatisfacio (...). Eu deveria encontrar uma base puramente aritmética
e perfeitamente rigorosa para o0s principios da andlise infinitesimal ([20], pp1-2).
(Tradugdo do autor).

As inquietacoes de Newton e Leibniz acerca do Célculo, do conceito de infinitésimos, levam a
Academia de Berlin, em 1784, a propor, por sugestdao de Joseph Louis Lagrange (1736-1813), um
prémio para o melhor trabalho matematico que explicasse os fundamentos do Célculo. Havia certo
consenso entre os matematicos de que eles estavam clamando por algo “que ainda nao existia”. O
prémio, seguindo os dizeres do comité de avaliagdo, “o melhor dos piores”, foi atribuido a Simon
L’Huiller (1750-1840) pelo trabalho Exposition élémentaire des principes des calculs supérieurs, de
1787 ([23], p.233), mas ele ndo explicou o porqué de muitos teoremas verdadeiros serem deduzidos
de suposicdes contraditérias ([23], pp40-42)%. Isso justifica a dificuldade em aceitar, e compreender,
as q.i.p., e grandes, “o infinito,” presentes no Calculo. Diante de uma “grave” situa¢ao na mate-
matica, Lagrange abraga um projeto pessoal que consistia em eliminar os infinitésimos do Calculo
e reduzi-lo & Algebra. Lagrange, por conta de suas aulas na Ecole Polytechnique, em Paris, refletiu
seriamente sobre a utilizagio de infinitésimos como parte dos fundamentos da matematica®([23],
p43). Lagrange considerava que infinitésimos, de um modo geral, ndo eram rigorosos, mas, pelas
dificuldades matematicas encontradas, acaba por abandonar seu projeto de reduzir o Calculo a
Algebra. No entanto, conforme consta em [23], mesmo Lagrange ndo tendo tido sucesso em seu
programa de reduzir o Calculo & Algebra, ele deixou as condi¢es necessarias e a importancia vital
da questao do rigor, para que Cauchy pudesse fazé-lo.

Coube entdo a A. L. Cauchy, quando em seu curso de Analise em 1821-1823 na Ecole Polytechnique,
Paris, introduzir o conceito de limites e dessa forma dar inicio a uma rigorosa fundacdo da Anélise
Matematica.

Com o operador limites no Célculo ha a revelacdo de uma nova aritmética. Se Lagrange e seus
contemporaneos tiveram dificuldades para entender as q.i.p. no Caélculo, tendo sido Cauchy
aquele que abriu as portas para uma compreensao eficaz, por que entdo estudantes iniciantes em
cursos universitarios deveriam compreendé-los com apenas uma aritmética de colégio como pré-
requisito? Por isso se diz do Sonho de Lagrange, do sonho de indicar, talvez com vistas ao ensino,
tal como se preocuparam, cada um com seu propoésito, Lagrange e Cauchy, uma maneira clara para
compreender as sutilezas de uma nova aritmética, uma aritmética com infinitésimos, com q.1i.p.,
e grandes. Ou seja, estima-se que, ao clarear a diferenca entre os processos de aritmética béasica
de colégio, com nimeros inteiros, e os processos de aritmética, com q.i.p., presentes em cursos
de Célculo, havera melhorias nos processos de ensino-aprendizagem. O aluno finaliza o ensino
médio tendo adquirido um instrumental matematico, grosso modo, pertencente ao século XVII, e
ao iniciar a Faculdade depara-se com uma matematica do século XVIII, mas como ferramental do
século XX. Desse modo, é didatico clarear ao aluno sobre as dificuldades em se trabalhar, no sentido
manual-operacional, com uma aritmética de q.i.p., mesmo tendo ele vivenciado operagoes, no

80 trabalho de L’Huiller, Principiorum Calculi Differentialis et Integralis Expositio Elementaris, de 1795, pode
ser encontrado no site https://archive.org/details/principiorumcal00huigoog/ (Acessado as 17:15 do dia 28 de se-
tembro de 2019).

9 Os questionamentos de Lagrange propiciam a formulacio de perguntas pertinentes ao tema discutido neste
artigo: Seria a presenca da &dlgebra no Calculo, de certa forma, uma facilitador do ensino, muito mais do que o
manuseio de infinitésimos? Por conta de suas aulas, haveria Lagrange refletido sobre isso?
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colégio, com a aritmética de nimeros inteiros. E preciso ir além de simples manipulacdes de
numeros inteiros, além das transformagoes de “conceitos intuitivos” do Célculo para “conceitos
rigorosos” da Andlise Matematica.

2. A época do rigor matematico

A prética, intuicdo e geometria dominavam o periodo imediato ao surgimento do Calculo, mas
a ocorréncia de imprecisoes na matematica fez com que houvesse um movimento em dire¢do aos
fundamentos da matematica. Como consequéncia, a Analise Matemaética solidificou-se e o Calculo
afastou-se dos aspectos intuitivos para se pautar em processos aritméticos como meio de responder
as insatisfagoes cientificas da época. Na sequéncia historica, apés Cauchy, outros matematicos
trabalharam nos fundamentos da matematica, tais como: K. Weierstrass (1815-1897), G. Cantor
(1845-1918), E. Heine (1821-1881), E. Borel (1871-1956), C. Méray (1835-1911), B. Bolzano (1781-
1848), R. Dedekind (1831-1916), P. Cousin (1867-1933) e H. Lebesgue (1875-1941), para dizer
de alguns [26, 24, 12, 36, 29, 41]. Na trilha desses desenvolvimentos, R. Dedekind constréi o
conjunto de ntimeros reais e caracteriza uma reta “real” composta unicamente por niimeros reais e
possibilita com isso as defini¢bes e construgoes rigorosas de teoremas, comuns em cursos de Célculo.
Surgem entdo demonstragoes rigorosas, inclusive para aqueles teoremas que, anteriormente, eram
“demonstrados” via intuicdo geométrica. O final do século XIX e inicio do XX foi marcado pelo
desenvolvimento da precisdo na matematica, ou seja, pela migracdo matematica da era da intuigdo
para a era das demonstragoes precisas fundamentadas na aritmética. Esse periodo, fértil em termos
matemdticos, foi caracterizado por Felix Klein (1849-1925) como o periodo da aritmetizagio da
matemdtica [30, 39].

Proponho, portanto, na presente ocasidgo explicar a minha posicao em relacio a
uma importante tendéncia matemdtica que tem como seu expoente principal Wei-
erstrass, cujo octagésimo aniversdrio recentemente comemoramos. Eu me refiro
aritmetizagdo da matematica (/30/, p241). (Tradugdo do autor).

A ideia de Klein é mostrar com essa frase que uma nova aritmética surgia, qual seja, a aritmética de
q.i.p., uma aritmética dos infinitésimos'". Os cientistas desse perfodo, além de Newton e Leibniz,
trataram os infinitésimos de modo tnico [2], bem diferente do modo como as q.i.p. vinham sendo
abordadas desde entdo por B. Cavalieri (1598-1647), Galileu Galilei (1564-1642), J. Wallis (1616-
1703) etc. [1, 12]. Isso produz uma aritmética cujos objetos diferem daqueles cotidianamente
utilizados no ginasio e colégio, em que a aritmética insere-se no escopo de operagdes com numeros
inteiros e fragoes. Ao construir os nimeros reais, R. Dedekind deixa o caminho livre para que
novas construgoes e desenvolvimentos ocorram. Assim, o conjunto dos nimeros reais, juntamente
com as quatro operagoes, satisfazendo os axiomas de corpo e de completude, caracteriza-se como
o sistema de nimero reais [5].

No entanto, essa caracterizacao do sistema de ntimeros reais nao deu-se apenas por instabilidades
nas demonstracoes matematicas alicergadas na intuicdo geométrica. O trabalho de Fourier sobre
Condugao de Calor pode ser caracterizado como um “divisor de dguas” [13]. Gragas aos problemas

10Foi com a busca por uma aritmética desse tipo, mesmo que incipiente, que se deu o surgimento do Célculo por
Newton e Leibniz, uma consequéncia indireta das investigagoes originadas na Grécia antiga.
"
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“abertos”, deixados no trabalho de Fourier, a matematica foi, por assim dizer, “convidada” a se
tornar mais sélida [42].

O fim das interrogagoes presentes no trabalho de Fourier de 1807 se deu com os trabalhos de H.
Lebesgue [27], em particular com sua tese de doutorado [34] em 1902. Nela, Lebesgue exibe uma
teoria de medida e integragdo, a qual responde as interrogacoes presentes no trabalho de Fourier.
E evidente que, com isso, novas tecnologias surgem e a matematica solidifica-se. O periodo apés
1902 utiliza dessas novas ferramentas para inovagdes tecnoldgicas e também para responder ainda
a outros problemas decorrentes dessas novas ferramentas. E o caso da teoria da integracdo, a
qual indica novos métodos de integragdo que abrangem uma classe maior de fungoes [33, 28, 22],
e também impacta propostas pedagodgicas voltadas as melhorias nos processos de ensino-apren-
dizagem''. Essas discussdes acabam sendo interessantes, pois estdo em consonincia com um dos
motivos que podem também ser ditos como motivadores da transicao da era da intuicdo para a era
do rigor: o ensino do Cdlculo [24, 36, 29].

Os séculos XVIII, XIX e XX caracterizaram-se, sob a Otica da matematica, por periodos de grandes
mudancas e solidificagdo da matematica, e contém as datas que, neste artigo, indicam divisores de
agua no desenvolvimento da matematica focada numa aritmética que se alterou significativamente
em trés periodos historicos. O esclarecimento dos aspectos historicos, dos desenvolvimentos tecno-
l6gicos, da evolugao dos conceitos matematicos é uma condigao essencial nas propostas pedagogicas
associadas ao ensino de Calculo e quicd da Andlise Matematica.

E um fato histérico que o ensino foi considerado com uma séria preocupacio tanto de A. Cauchy
como de R. Dedekind e de F. Klein, entre outros [11, 24, 36, 29, 41]. Assim, ndo é redundante
alertar, diante do exposto em pardgrafos anteriores, que melhorias no ensino de Célculo podem
advir de esclarecimentos sobre a aritmetizagdo da matematica. Com isso, estima-se que o aluno
visualizard a diferenga entre o mundo de realidades discretas e o mundo da matemaética imerso em
quantidades incomensurdveis, em infinitésimos.

O ensino do Célculo sob a ética de intuicdo e geometria é pedagogicamente vidvel, mas com os
desenvolvimentos atuais, com as tecnologias, com os softwares, em muitos casos, faz-se necessario
tratar o Célculo tanto com rigor como com intuicdo geométrica.

3. Exemplos ilustrativos

No que se segue, expoem-se exemplos mateméaticos que marcam a diferenca entre uma aritmética
presente em cursos colegiais e a aritmética presente em cursos de Célculo. O objetivo é mostrar
que o pensar sobre infinitésimos deve ser esclarecido aos estudantes. Nos poucos exemplos que se
seguem mostra-se que o pensar matematico, se desprovido de contexto em que a génese do conceito
é explorada, pode facilmente gerar duvidas e dificultar a compreensao dos conceitos préprios do
Célculo.

HVer texto de Eric Schechter no enderego https://math.vanderbilt.edu/schectex/ccc/gauge/, que diz sobre as
integrais de Kurzweil-Henstock, e também sobre a divulgagio dessas integrais no enderego https://math.vanderbilt.
edu/schectex/cce/gauge/letter/(acessado no dia 28 de setembro de 2019 as 18:26).
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3.1. Aritmética de quantidades infinitamente pequenas

A palavra aritmética, em dicionarios e enciclopédias, relaciona-se aos niimeros e as operacoes com
eles. A expressdo 2+ 3 = 5 é vista como uma igualdade em que a quantidade expressa por 2+ 3 é
igual a quantidade expressa pelo nimero 5. No entanto, o que acontece com expressoes tais como

0,9+0,99 + 0,999 + 0,9999 + ...,
que representam uma “soma” de infinitos nimeros, a qual pode ser a resposta para a pergunta:
1=0,999... 7

Ou ainda, somas do tipo m + e, ou a multiplicacio V2 x /3, as quais o resultado poderia ser
obtido, em tese, no sentido tradicional, apds operar com ntmeros com infinitas casas decimais.
Como nao se tem como realizar operagoes matematicas em um ndmero infinito de passos, uma
leitura imediata revela uma incerteza acerca do resultado das expressoes acima.

Felix Klein, ao escolher a frase “aritmetizagdo da matematica” [30], contempla o pensamento
matemdtico que estd presente nas demonstragdes mateméticas via epsilons (¢'s) e deltas (§'s).
Isso se opoe aquelas demonstracoes caracterizadas pela intuicdo geométrica, as quais, as vezes,
eram expostas em poucas palavras de bom senso [39]. A esséncia dessas sutilezas presentes nessa
nova aritmética pode ser observada no seguinte exemplo da famosa série harmonica. Ela é uma
“soma infinita” de termos do tipo %, ou seja,

1 1 1 1
+ 5 + 3 + 1 + .
H4 intimeras demonstragoes de sua divergéncia ([5], pp96-97), ou seja, de que essa “soma infi-
nita” cresce indefinidamente. Por exemplo, com 10.000 termos tem-se o valor aproximado de 9, 78;
com 100.000 termos tem-se o valor aproximado de 12,09. Ao estudar séries numéricas, depara-se
com a série p— harmoénica, uma versao estendida na qual a série harmoénica é um caso particular.

< 1 1 1 1
o=ttt (1)

E cléssico e demonstrado na literatura, que, se p = 1, a série harménica é divergente; se p > 1 a
série converge, e para 0 < p < 1 a série diverge. A exemplificacdo da presenca das q.i.p. pode
facilmente ser observada ao se trabalhar com valores de p muito préximos de 1. Sabe-se que, se p
é muito préximo de 1, mas ainda maior do que 1, a série é entdo convergente.

21
lim — =k, paraalgum k € R.
p—1t =1 np

Isso é muito estranho e muito esclarecedor do estudo dessas q.i.p. Se p = 1 + 10710000000 " qijgq_
se, um nimero maior do que 1, e muito, muito préximo mesmo de 1, a “soma infinita” (1) tem
um valor fixo, ou seja, é convergente. Mas, para p = 1 a soma “explode para infinito,” diverge.
Haverd dificuldades de entendimento desse raciocinio sobre somas infinitas se se pautar apenas na
aritmética de colégio que ele, o estudante, conhece ao chegar a universidade. _
a%s
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3.2. Conjuntos

Logo nas primeiras aulas de um curso de Célculo o foco sdo conjuntos numéricos. Os conjuntos
dos numeros Naturais N, Inteiros Z, Racionais Q, Irracionais | e Reais R, que de certa forma ja
sao de conhecimento dos estudantes. No entanto nao sdo exploradas no ginasio e colégio as parti-
cularidades do trato com conjuntos infinitos. Ha duvidas quanto a pergunta: qual conjunto tem
mais elementos, o conjunto dos nimeros pares P ou o conjunto N? Em conversas com estudantes,
observa-se que, em uma primeira analise, dizem que dois conjuntos infinitos tém sempre o mesmo
numero de elementos. Numa segunda andlise, dizem que N tem mais elementos que P. Numa
terceira analise, a resposta é que sdo iguais, ndo porque sdo infinitos, mas porque é possivel “gru-
dar” cada ntimero com seu multiplo de 2. Esse ja é um primeiro sinal de dificuldade com uma
aritmética (de “coisas infinitas”) diferente daquela tratada no colégio. Nota-se a importancia em
esclarecer, de modo didatico, as ideias iniciais, classicas, sobre conjuntos, enumerabilidade, conta-
gem, cardinalidade etc. Conforme exposto em [19], pigina 4, Galileo Galilei foi um dos pioneiros
na elaboragdo de uma proposta do infinito tal como nos tempos atuais. Mesmo para Galileo, era
um paradoxo dizer que o conjunto dos niimeros naturais e o conjunto dos quadrados de ntimeros
naturais tém o mesmo ntimero de elementos.

O livro Computability and Logic, de G. S. Boolos (1940-1996) e R. C. Jeffrey (1926-2002) [10],
traz boas explicac¢Oes sobre esses assuntos nos capitulos iniciais. De extrema importéncia é indicar
o norte histérico associado ao surgimento de um conceito. Neste caso, os trabalhos de Georg
Cantor sao relevantes, pois nao sé indicam a parte histérica relativa a conjuntos, como também
preanunciam a relacdo entre conjuntos e a participagdo do pesquisador G. Cantor nos fundamentos
da Anélise Matemadtica [6]. A teoria de conjuntos de Cantor foi criada no periodo histérico em
que se investigavam problemas relacionados a conjuntos infinitos. Cantor estudava séries infinitas
e procurava resolver os problemas deixados por J. Fourier em suas séries. As descobertas de
Cantor dos conjuntos infinitos [6] foram significativas ndo sé para os fundamentos da Matematica,
mas também para o surgimento da teoria de integrais de H. Lebesgue [3]. Ao se clarear esse
assunto e citar exemplos do porqué do surgimento de uma aritmética com conjuntos infinitos,
torna-se possivel compreender com mais facilidade os assuntos que se apresentam na sequéncia
do cronograma, ementa, de um curso de Calculo. Isso elimina uma tentativa muito comum de
associar a matematica que se aprende com situagées do mundo real, uma constante busca por
uma “matematica aplicada”. Em alguns casos isso pode nao funcionar. Por exemplo, questionar o
conceito de infinito no mundo em que se vive pode ser mais enroscado do que expor as razoes do
surgimento dessa aritmética do infinito.

Um exemplo que nao se apresenta no colégio e que pode ser esclarecedor sobre conjuntos infinitos
¢é o de determinar uma funcao que seja bijetora e que enumere todos os pares de nimeros inteiros.
Como ela é bijetora, existe a fungdo inversa, que associa um niimero inteiro com um par de niimeros
inteiros, algo novo para os estudantes. O entendimento de uma func¢do com essas caracteristicas,
e de sua inversa, auxilia no esclarecimento sobre enumerabilidade de conjuntos.

Exemplo 1. ([18], pp40-41 e p73) Se g é uma funciao bijetora de N x N em N dada por
gla,b) =2%2b+1) — 1,

entdo sua inversa g~ ' é dada por

g Y(z) = ((:chl)p; (Ml))’ "
"As
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onde a notacdo (z + 1); vem da fungéo

A, sex,y>0

(z), = ;
0, sex=0o0uy=0

onde A é o expoente de p, na fatoracdo de nimeros primos'? de z.

3.3. Funcgoes

Um dos principais conceitos em matematica, o conceito de fun¢des, é normalmente apresentado,
em cursos de Célculo, logo apds a exposi¢do de conjuntos numéricos. Esse conceito alterou-se ao
longo da histéria da matemaética; o que se entendia por fungdes no século XVII néo é o mesmo que
se entendia por fungdes no século XIX, nem o mesmo que se entende por fungoes nos dias de hoje.
Dessa forma, nao é de espantar que a sala de aula capte também o eco de tais instabilidades.

Entende-se, com base no desenvolvimento da matemaética, que ao aluno devem ser fornecidas as
ferramentas matematicas, didaticas, necessarias a compreensao das diversas fases de transformagao
de um conceito. Principalmente a diferenca entre o conceito de funcdo no sentido geométrico e o
conceito de fungdo no sentido computacional. Segundo o matematico O. Toeplitz,

(...) Todo o século XIX foi necessdrio para desenvolver completamente ambas —
fungdo e expressdo computacional — em conjun¢do com e independentemente uma
da outra, cada uma de acordo com sua peculiaridade. Os pesquisadores de hoje tém
ambas a sua disposicio. Utilizam-nas separadamente ou em mitua interpenetracao.
Para o estudante, no entanto, é dificil manté-las separadas; os livros que ele estuda
nao lhe dao ajuda suficiente, porque tendem mais a confundir em vez de agucar a
diferenca ([42], p132). (Tradugio do autor).

Dizer de uma funcao como sendo uma regra que associa elementos de um conjunto de partida
(dominio) a elementos de um conjunto de chegada (contradominio) exibe um método computa-
cional para calcular os valores de uma determinada funcdo, aquela sujeita a uma regra. O sentido
geométrico indica as fungoes vistas como curvas continuas, suaves etc.

No entanto, os problemas comegaram a surgir quando Fourier, em seu trabalho La théorie analyti-
que de la chaleur (1822), expoe fungoes que nao sdo aquelas tradicionalmente estudadas no século
XIX. Sdo fungbes que carecem de uma andlise cuidadosa, em que o sentido computacional e geo-
métrico interagem. Isso vai exigir uma reformulacio'® do conceito de funcdes, o que culmina com
a preocupagcdo com os fundamentos da matemadtica [32].

12Nesse caso p, ¢ o y—ésimo niimero primo. Por exemplo, py = 0,p; =2,py =3, ... .

130 conceito de funcdes é um dos pontos que impactaram os fundamentos da Anélise Matematica. Entre varios
motivos que exigiram uma completa clarificagdio do conceito de funcdo, podem-se citar os trabalhos de Fourier
(13, 43, 27, 42].
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Precisamente o que Fourier quis dizer com uma fungdo arbitrdria nunca ficou to-
talmente claro. Certamente ele queria admitir todas as fungdes que aparecem em
problemas fisicos (a configurac¢io inicial de uma corda esticada, por exemplo), in-
cluindo muitas que ndo poderiam ser dadas por uma Unica equagio (ou expressio).
Foi P. G. Dirichlet (continuando as investigagoes de Fourier) que deu a definigio
moderna de uma fungao (...) ([38], pxi). (Tradugdo do autor).

Nota-se que, historicamente, os cientistas passaram por periodos de incertezas, as quais podem
também, de modo semelhante, estar presentes nos egressos do colégio, pois esses estdo acostuma-
dos com o conceito de fungdes exposto no sentido geométrico ou calculado via algum processo
computacional. Mas, para avancar em cursos de Céalculo, tal como deu-se com o avanco da mate-
matica, torna-se necessario o pensar sobre o conceito de funcdo de modo mais abrangente.

A fungédo de J. P. G. L. Dirichlet (1805-1859) ([26], p203) é um exemplo mais sofisticado de fungoes,
pois é dificil, se ndo impossivel, de ser esbocada no papel com lapis e régua.

Exemplo 2 (Funcdo de Dirichlet). Seja f : [0,1] — R que associa a cada x € [0, 1] um elemento
f(z) definido como:

)

f) = 0 se x é um numero irracional
1 se x é um nimero racional

Outro exemplo é a fungao proposta por A. L. Cauchy (1789-1857) em 1821 (]26], p203), que produz
uma infinidade de oscilagoes ao redor da origem.

Exemplo 3 (Fungao de Cauchy). Seja f : R — R que associa a cada x € [0,1] um elemento
f(z) definido como:

1
— 0
sen(f) se x %* .

0 sex =0

fl@) =

Tao intrigante quanto as fungoes de Dirichlet e de Cauchy esté a fungao que estabelece uma bijegao
entre o conjunto R dos ntimeros reais e uma parte dele.

Exemplo 4 (O todo e a parte). A funcio bijetora de ntimeros reais, f : R —] — 1, +1[, associa
a cada z €] — 1,1[ um e um unico elemento

f(x)

T

=—e€eR
1+ |z

Como essa funcgao é bijetora, ela estabelece uma correspondéncia biunivoca entre o intervalo aberto
] —1,1] e o conjunto dos niimeros reais, ou seja, o nimero de elementos de R é o mesmo que o
nimero de elementos de uma parte prépria dele, o intervalo | — 1,1[. Isso pode gerar duvidas ao
pensar que o todo, o conjunto R, é “igual” a uma parte do todo, | — 1, 1], situagdo nada intuitiva.

Nota-se, nos exemplos anteriores, que se estd diante de fungdes que diferem daquelas estudadas
no ensino médio'?. E preciso indicar as rafzes que possibilitam a construcdo de uma matemética
apropriada ao Célculo. Com isso, comeca-se a preparar para a aritmetizacdo da matemaética,
conforme proposto por Felix Klein.

No caso das funcdes expostas nessa secio, aconselha-se que sejam utilizados softwares de matemdtica para,
auxiliar em seus desenhos. Isso facilitard a visualizagdo do comportamento dessa fungoes.
-
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3.4. Limites

No livros de Célculo, nos capitulos iniciais, expoe-se o conceito de limites, normalmente seguindo a
ordem de exposicao: conjuntos, limites, derivadas e integrais. E uma exposicio contréria ao desen-
volvimento histérico, haja vista que o conceito de limites comegou a ser esbogado por A. L. Cauchy
em seu curso na Ecole Polytechinique, Paris, Franca, [16, 17], quando ja havia desenvolvimentos
sobre os conceitos de integrais e derivadas ([26], pv).

Segundo Judith V. Grabiner, a utilizacao do rigor em limites com ¢’s e ¢’s deu-se primeiramente
com Cauchy e depois com K. W. T. Weierstrass [24]. Isso justifica talvez o fato de o assunto limites
ocorrer logo no inicio, nos livros de Calculo. Mais ainda, segundo F. Klein, ao dizer da importancia
de limites no teorema do valor médio no Calculo, escreve:

(...) nds julgamos Cauchy como o fundador do cdlculo infinitesimal exato no sentido
moderno ([31], p213). (Tradugio do autor).

Mas o conceito de limites é abordado, normalmente, nos cursos de Célculo como se os conceitos de
derivadas e integrais fossem “construidos” a partir deles. O que nao deixa de ser verdade, pois nao
ha como dizer dos trabalhos de limites de Cauchy sem dizer de continuidade, derivadas e integrais.
No entanto, nao foi assim na histéria da matemaética, pois derivadas e integrais ja existiam antes
de Cauchy. Cauchy reformulou apropriadamente esses conceitos com base no conceito de limites.

Os livros [26, 36, 29, 41] contém discussoes sobre a origem desses desenvolvimentos e indicam, por
exemplo, que a evolugdo desse conceito deu-se, entre outros motivos, pela preocupacao pedagbgica.
Frase cunhada também por outros autores, como H. Lebesgue.

Henri Lebesgue, por outro lado, acreditava que Cauchy tinha iniciado seu programa
de rigor na matemdtica principalmente por razdes pedagdgicas, (...) ([38], pz).
(Tradugdao do autor).

O contexto histérico tem sua importancia, pois facilita a visualizacao das dificuldades da construcao
de novos conceitos. Por exemplo, do conceito de limites tem-se, ainda com Cauchy, o conceito de
continuidade, que vai avancar gragas a associacdo entre a “reta real” e o conjunto dos ntimeros
reais, feita por Dedekind em 1878. A exposicao do conceito de limites sem uma contextualizagao
histérica pode gerar um cenério fragmentado, sem uma razao de existéncia. O conceito de limites
e a ideia de aproximagdo estao muito ligados.

Exemplo 5. O conceito de vizinhanga, no dominio dos ntimeros reais, indica a ideia de aproxima-
¢ao. Ao se analisar o seguinte limite

x4

lim ——

r—2 $—27

percebe-se que ha alguns problemas com relacdo ao valor x = 2 pois, nesse caso, o numerador
2_ . , . o

de f(z) = GCT_24 tende a zero e o denominador também tende a zero. Para analisar esse limite,

deve-se analisar o que acontece na vizinhanga do niimero 2, ou seja, para valores de § > 0 tais que

o @= sBm
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x € (2—19,249) e x # 2. Se for possivel fatorar o numerador e o denominador por (z — 2), entdo
se tem como saber o que acontece na vizinhanca de 2. Mais ainda, se for possivel retirar “qualquer

vestigio” de (z — 2), da expressdo 22:24 serd possivel entender o que acontece na vizinhanca de
T =2.
2
z¢—4 z+2)(xr—2
lim zlim( +2)( )zlim(:r+2):4.
rx—2 T — 2 r—2 xr — 2 r—2

Ou seja, a andlise da-se na vizinhanca de = 2, em valores infinitamente préximos de 2. Novamente,
os resultados foram obtidos com raciocinio voltado as q.1i.p.

O conceito de limites é importante, seja para um curso de Célculo, seja para um curso de Analise,
em que as nogoes de aproximacao e aritmética de q.i.p. sao parte integrante. E conveniente o
entendimento do porqué do surgimento de limites, antes de iniciar os “truques” e operagdes com
limites. Estima-se, assim, que expressoes tais como, para qualquer € > 0,

la—bl <e=a=0b,

sejam mais faceis de entender.

3.5. Derivadas

O conceito de derivadas é um divisor de dguas na matematica, cujo ponto divisor é o surgimento do
Célculo. As implicac¢oes das descobertas de I. Newton e G. Leibniz revolucionaram a matemaética.
Seu surgimento advém da identificagdo, por parte de Newton e Leibniz, da definicdo do que eles
entendiam, cada um a seu jeito, por q.i.p. Isso indica uma releitura singular, da parte deles, de
um assunto que vinha sendo discutido desde a Grécia antiga [12, 1], e que em suas maos impds
uma “revolucao” na matemadatica. No entanto, ao iniciar um curso de Calculo, toma-se contato com
o conceito de derivadas definido a partir de limites. Nao se quer dizer que as defini¢oes, tais como
sdo apresentadas nos livros, estejam equivocadas. O que se quer dizer é que o contexto histérico
deva ser explicado, para que seja possivel perceber os motivos dessa “revolugao”, pois Newton e
Leibniz sequer conheciam o conceito de limites'®, que surgiu mais de um século apés a descoberta
do Calculo'®. Se nio se aprender com a histéria da mateméatica [44], corre-se o risco, no ensino
de derivadas, de levantar questionamentos que podem gerar mais confusdes que esclarecimentos.
Interessantes sdo, por exemplo, as argumentagoes do filésofo George Berkeley (1685-1753) sobre
os infinitésimos, numa época em que o conceito de limites ainda ndo havia sido inventado, [7]. O
estudo da proposicdo de G. Berkeley, entre outras, é extremamente rico do ponto de vista educativo,
haja vista que se abre espacgo para importantes reflexdes sobre a existéncia dos infinitésimos.

15N&o se quer com isso dizer que as “origens” desse conceito ndo possam se relacionar com o “quociente de
Newton”, por exemplo, mas que, tal como é apresentado nos livros, esse conceito difere, em muito, das ideias
daquela época. Por exemplo, as ideias presentes nos livros, tais como conjuntos de Cantor, integrais de Riemann,
ponto de acumulagdo, ponto interior etc., ndo existiam naquela época.

16Esse é um ponto de extrema importancia no Célculo. H4 a “revolucéo cientifica,” relacionada & descoberta do
conceito de derivadas e integrais (sem utilizar limites) por Newton e Leibniz. Mas hd também uma outra “revolugio
cientifica” relacionada ao conceito de limites (que reescreve os conceitos de derivadas e integrais), desenvolvido
por Cauchy. E muito bem possivel dizer que nio hé matematica sem essas duas revolucdes. Ambas as revolucdes
configuram leituras particulares das q.i.p.
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Por exemplo, para a funcio z2, com base nos limites seguintes
h)? — 22 2xh + h? h(2 h
i R AR REERR) (90 4 ) = 20,
h—0 h h—0 h h—0 h—0

h+#0 h+#0 e h—0

conclui-se que a derivada de 22 é 2z. Convém, no entanto, explicar que h # 0 e que 2z + h # 2z,
mas 2x + h tende a 2x quando h se torna infinitamente pequeno.

A partir de cendrios como esse, as discussoes sobre problemas mais sofisticados podem ser iniciadas.
Um exemplo cléssico é o de uma fungdo continua que nao é diferencidvel em nenhum ponto.

Exemplo 6. A funcao exposta por K. Weierstrass,

+00
flx) = Z b™ cos(a" )
n=0

onde b é um inteiro imparea étalque 0 <a <leab> 1+ 37” é uma fungao no sentido preciso da

defini¢do, mas ndo é possivel desenhé-la com lapis e papel (sua construgdo néo é intuitiva) [21, 43].
Além disso, é uma fun¢do continua que néo é diferencidvel em nenhum ponto.

3.6. Integrais

Sob a ética historica, o conceito de integral é investigado desde a Grécia antiga, quando cientis-
tas como Arquimedes, Kepler, Cavalieri, Viviani, Fermat, Gregory St.Vincent, Guldin, Gregory,
Barrow ocupavam-se com a computacio de areas, superficies e volumes. A meta era determinar
um nimero que representasse, por exemplo, a drea de uma determinada regido [26]. Se a regido é
regular, os métodos cléssicos poderiam ser utilizados, tal como os estudantes os utilizam no colégio,
com as férmulas da area de um tridngulo, quadrado, circulo, trapézio etc. No entanto, para figuras
néo regulares, os métodos tradicionais falhavam, sendo necesséria a busca por novos processos. B
classico dizer do método da exaustio que é o método que consistia na inser¢do do maior nimero
possivel de figuras regulares, na parte interna da regido cuja area se pretende calcular, de modo
que sua soma levaria a uma aproximacao da area da regido pretendida. Essas inserc¢oes produziam
resultados aceitaveis para os padroes da época. Em alguns casos férmulas “magicas” eram desco-
bertas, como a de Arquimedes, que identificou como computar a drea de um segmento parabdlico
([12], p.100), ou seja, a drea de uma pardbola é % da 4rea de um tridngulo com mesma base e
altura.

Com a inveng¢do do Calculo, descobre-se também que integral é o processo inverso de derivada.
Isso simplifica a busca por areas, volumes e superficies. A férmula'”

b
[ e =Fo) - Fa)

indica a drea da regido situada entre a curva y = f(x) e y = 0, limitada entre z = a e © = b, desde
que f(z) > 0, por exemplo. Mas, para obter o resultado da integral acima, na época de Newton

17A notacdo fab f(x)dx foi introduzida por J. B. J. Fourier no século XIX.
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e Leibniz, fazia-se necessario encontrar uma funcio F, denominada de primitiva'® de f, para que
o cdlculo F(b) — F(a) pudesse ser realizado. Assim, a matemética “heuristica” do século XVIII
reduz-se, no caso de integrais, & busca por primitivas de funcoes. Mais ainda, o Calculo resume-se
a palavra Calculus, de origem algoritmica. Newton e Leibniz inventam um processo sistemético
para calcular inclinagdo de curvas, taxas de variagio, areas de regides etc. No entanto, como a
histéria mostrou, eles ndo sabiam por que esses algoritmos funcionavam [9]. Essa compreensao
veio somente no final do século XIX, com a revisdo dos fundamentos da matemaética [32].

Como nem todas as fungdes f(x) tém primitivas, nem todas as integrais podem ser calculadas.
Sabe-se que uma grande parte das fungoes elementares, tais como fungoes polinomiais, fung¢oes
logaritmicas, exponenciais, trigonométricas etc. sdo integraveis no sentido de Newton e Leibniz
e possuem primitivas, mas fungdes como e_xZ, |z|, ndo possuem primitivas. Isso significou que
novos métodos precisariam ser investigados para que se almejasse aumentar a classe das fungoes
integraveis.

Esclarecer tais incertezas é importante, pois é classico que resolver uma integral nao é simplesmente
procurar por uma primitiva. A. Cauchy introduziu o conceito de integrais a partir de limites de
somas'?, sem estabelecer, em sua definicdo, referéncia as primitivas. Com isso Cauchy expde sua
classe de fungdes integraveis, mas langa méo das q.i.p. em seus limites. Ou seja, é com essas
quantidades, diga-se “infinitésimos”, que Cauchy impoe uma revolucdo cientifica na matematica ao
abordar o conceito de integrais sem relaciona-lo as derivadas e com a utilizagdo de limites. Assim,
integrais e derivadas podem ser definidas de modo independente umas das outras, mas acabam por
se inter-relacionar via Teorema Fundamental do Célculo [27, 13, 14] . Cauchy utiliza apenas de
fungbes continuas em sua defini¢do, mas foi B. Riemann quem aprimorou os trabalhos de Cauchy

e forneceu uma primeira abordagem rigorosa sobre a teoria de integracao [27].

Convém exibir as defini¢des de funcdo integravel no sentido de Cauchy e no sentido de Riemann
para indicar, seguindo o propésito deste artigo, a relevancia de uma aritmética de ntimeros reais.
Utiliza-se da cor vermelha para marcar a diferenca entre ambas as defini¢oes, e para marcar também
a presenca das q.1.p. nessas defini¢goes. Convém alertar que as defini¢oes na sequéncia sio atuais,
modernas, mas carregam a ideia conceitual da época de Cauchy e de Riemann.

Defini¢ao 1. ([5], pp199-200) Se I = [a,b] é um intervalo fechado limitado em R, entdo uma

partigdo de I é um conjunto finito, ordenado, P = {zy, 21, ...,%,_1, 2, } de pontos em I, tal que

a=2) <2 <y <..<z, =0>

Os pontos de P sdo usados para dividir I = [a, b] em subintervalos disjuntos

I = [z, 4] Iy = [29, 3]0, 1, = [T, 7,,].

Representa-se uma particao de [a, b] por

P={lz; 1, z]}iy

8Uma funcio F tal que F'(z) = f(x) para todo x € [a,b] é dita ser uma primitiva (ou antiderivada) de f em
la,b].
19Com seu conceito de limites, Cauchy vai além da proposta grega de métodos de exaustdo. De certo modo os
gregos introduziam figuras regulares & “exaustdo”, ou seja, em um numero finito, mas que sejam exauridas. Cauchy
indica como introduzir figuras regulares a exaustao infinita, no limite. Isso pode indicar uma significativa diferenca
de pensamento entre os processos gregos e o processo ad infinitum de Cauchy. -
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Se P = {[x,_1,x;]}, é uma particio de I, entdo uma etiqueta é um ponto ¢, € I, = [z, 1, ],
para ¢t =1,2,...,n. Uma particao etiquetada é um conjunto de pares ordenados

‘IP {([ Li_1,T Lti) ?:1'

Definicao 2. Se P = {[z;_;,z;]}, é uma particdo de [a,d], entdo a soma de Cauchy de uma
fungéo continua f : [a,b] — R correspondente a P é o nimero

=" fla )@ — i)
=1

Defini¢do 3. Uma fungao continua f : [a,b] — R é dita ser Cauchy integravel em [a, b] se existe
um ntmero L € R tal que para cada € > 0 existe um ¢ > 0 tal que se P é uma parti¢do de [a, ]
com [|P|| < 4., entéo

S(f7) — Ll <e.

Definicio 4. ([5], p200) Se P = {([z;_;,2;],t;)}7, é uma particdo etiquetada, entdo a soma de
Riemann de uma funcio f : [a,b] — R correspondente a P é o niimero

= Z ft) (@ —m;_q).

Defini¢ao 5. ([5], p201) Uma fungao f : [a,b] — R ¢ dita ser Riemann integravel em [a, b] se
existe um nimero L € R tal que para cada ¢ > 0 existe um ¢ > 0 tal que se ” ¢ uma particao
etiquetada de [a, ]

£

|S(f,’}7) —Li<e.

Grosso modo, as alteragoes entre as definicdes de Cauchy e de Riemann, além de em Riemann nao
haver a exigéncia de funcdo continua, residem na mudancga entre escolher o ponto da esquerda,

z; 1, de cada intervalo I na particdo 7 de Cauchy, para a escolha de um ponto ¢; qualquer em
cada Intervalo I de uma particéo etiquetada 7 de Riemann. E uma diferenca sutil, uma diferenca
propria do universo das q.i.p. Uma alteracao que age também na classe de fungoes integraveis.
Com a defini¢do de Cauchy é possivel integrar fungdes descontinuas em um nimero finito de pontos,
ja com a definicdo de Riemann, torna-se possivel integrar fun¢ées com um conjunto enumeravel de
pontos de descontinuidade.

A classe de fungbes integraveis, na época de Riemann e até final do século XIX, era inadequada
para resolver os problemas deixados por Fourier. H. Lebesgue vai além, introduz um conceito
diferente para expandir a classe de fungoes integraveis, o conceito de medida [3]. No entanto,
na época de sua publicagao, os trabalhos de Lebesgue foram vistos, inicialmente, com algumas
ressalvas pela comunidade académica. O problema é que, nele, as fun¢oes descontinuas e aquelas
que nao tém derivadas, objetos principais nos trabalhos de Lebesgue, eram consideradas como
“monstruosidades,” e pairavam duvidas se essas fung¢oes poderiam ser consideradas como objetos
matemadticos ([19], p.115). Seria abuso de linguagem dizer que Lebesgue buscou o pice dasq.1i.p.,
e mesmo assim, inicialmente, foi questionado. Mas a historia mostrou que grande parte das fungoes
em matemadtica sdo fungoes “esquisitas”, tais como as funcdes de Cauchy no exemplo 3, ou a fungao
de Dirichlet no exemplo 2, ou ainda aquelas fungdes que sdo continuas e nao sao diferencidveis em
nenhum ponto, tal como no exemplo 6. A partir dai, com uma teoria de medida e integracao, ele
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expande a classe das fungdes integréveis, no final do século XIX e inicio do XX [27], e resolve os
problemas deixados por Fourier, ao analisar problemas de convergéncia em integrais. Mas, ainda
assim, algumas fungoes falhavam no quesito integrabilidade, o que fez com que J. Kurzweil e R.
Henstock [28, 33, 22, 4] desenvolvessem uma nova teoria de integragdo”’, a qual integra uma classe
maior de fungoes, inclusive algumas fungdes nao integraveis, no sentido de Lebesgue. Interessante
é que ainda nao hd uma teoria completa de integragdo e hé ainda problemas abertos a serem
resolvidos?!.

4. Conclusoes

O presente artigo destina-se ao ensino de Calculo tal como exposto em muitos textos sobre en-
sino, como em [15]. A pedagogia aqui exposta vincula-se ndo somente & exposicido dos aspectos
histéricos presentes na génese do descobrimento de um determinado conceito matematico, mas
também a contextualizagdo da matemadtica exposta, evitando as situagoes em que os fragmentos
predominem, conduzindo o leitor a interrogagoes e incertezas. Pode-se dizer, em breves palavras,
segundo as ideias neste artigo, que ensinar Célculo é ensinar a operacionalizar com uma aritmética
de quantidades infinitamente pequenas e entender o funcionamento dos algoritmos presentes no
Calculus. Neste texto utilizaram-se alguns exemplos que se entende possam ser esclarecedores para
a compreensao dessa mova aritmética, mas ha, com certeza, uma gama de outros exemplos que
podem igualmente ser utilizados com o mesmo proposito. Espera-se que, com os dizeres deste
artigo, possa haver uma compreensao das nuances dos cursos de Célculo, e, com isso, ocorram me-
lhorias na captacao de conceitos matematicos e a consequente obtengao de resultados educacionais
favoraveis ao aprendizado.

E possivel perceber também o quanto a matemdtica e o pensamento cientifico alteraram-se com
a introducdo das q.i.p. na matemdatica. Em sintese, a aritmética do colégio é necessaria para o
acompanhamento de cursos de Calculo, mas ela nao ¢é suficiente, pois urge que uma aritmética de
q.i.p. se faca presente.
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