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Um método alternativo para o calculo de
determinantes
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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma relagdo surpreendente entre o determinante de uma matriz
A de ordem n > 3,n € N com um determinante de uma matriz de ordem 2, cujas entradas
consistem de menores da matriz A. Essa relacdo permite estabelecer um método alternativo ao
Desenvolvimento de Laplace para o cdlculo do determinante de A. Um caso particular dessa relagio
pode ser enunciando da seguinte forma: se A = [a, ;| ¢ uma matriz de ordem n e m; ; ¢ o menor
da matriz A associado ao ij—ésimo elemento a; ; de A, entao vale a seguinte relagao:

det(A) ~det(A) — det [m1,1 ml,n:| ,
mn,l mn,n

onde A é a submatriz de A, de ordem n — 1, obtida de A eliminando-se a primeira e tltima linhas
e primeira e ultima colunas de A.

Palavras-chave: Determinante. Menor. Matriz.

Abstract

In this work, we present a surprising relationship between the determinant of a matrix A of order
n > 3,n € N with a determinant of a matrix of order 2, whose entries consist of minors of matrix
A. This relationship allows the establishment of an alternative method to Laplace’s development
to calculate the determinant of A. A particular case of this relationship can be stated as follows:
if A= [a,,]is a matrix of order n and m, ; is the minor of matrix A associated with the ij-th
element of A, then the following relation holds:

det(A) -det(A) — det [ mi1 Min ] ’
mn,l mn,n

where A is the submatrix of A, of order n — 1, obtained from A by eliminating the first and last
lines and first and last columns of A.

Keywords: Determinant. Minor. Matrix.
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1. Introdugao

A busca pela exceléncia no ensino e aprendizagem nas escolas de educacéo béasica tem sido objeto
de muita reflexdo. Visando um ensino de qualidade e a melhoria dos indices escolares brasileiros, o
governo estabelece diretrizes pedagdgicas para os professores a partir de uma Base Nacional Comum
Curricular [2] e propde algumas orientagdes pedagdgicas descritas nos Pardmetros Curriculares
Nacionais [3].

Entre as estratégias descritas nesses documentos para o ensino de matematica, destacamos o uso
de tecnologias como recurso potencializador da aprendizagem. Os computadores, por exemplo,
podem ser utilizados para trabalhar habilidades tais como formular hipéteses, estabelecer e validar
conjecturas, prever resultados, distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos e produzir
argumentos convincentes.

Segundo os PCNs, o computador deve ser considerado uma ferramenta que pode auxiliar no ensino
e aprendizado da matemadtica, onde a énfase estd na formacao e construcao do conhecimento, em
que “se aprende a conhecer, aprendendo a fazer e refletindo sobre esse fazer”.

“O uso do computador é, ao mesmo tempo, uma ferramenta e um instrumento de
mediacio. E uma ferramenta porque permite ao usuario realizar atividades que, sem
ele, seriam muito dificeis ou mesmo impossiveis. E um instrumento de mediagdo na
medida em que possibilita o estabelecimento de novas relagdes para a construcdo do
conhecimento e novas formas de atividade mental. O uso do computador possibilita
a interacdo e a produgdo de conhecimento no espaco e no tempo: A incorporagao
de computadores no ensino ndo deve ser apenas a informatizagdo dos processos de
ensino ja existentes, pois ndo se trata de aula com ”efeitos especiais”. O computador
permite criar ambientes de aprendizagem que fazem surgir novas formas de pensar e
aprender”’ (PCN, pp. 146 e 147)

Diante dessa perspectiva, em [4] utilizamos o computador para analisar alguns padrdes envolvendo
matrizes e determinantes. Para tanto, fizemos uso do software maxima', que permite a manipu-
lagdo algébrica e simbdlica de varidveis. Como resultado obtivemos uma relagido surpreendente
envolvendo o determinante de uma matriz, ao qual denominamos método alternativo para o cdlculo
de determinantes e passamos a descrever na préxima Secao.

2. Método Alternativo para o Célculo de Determinantes

Quando pensamos em uma matriz quadrada, logo a associamos ao calculo do seu determinante. Um
numero que indica se a matriz é ou nao invertivel e ajuda a obter solugdes de sistemas lineares, bem
como sua classificacdo quanto ao nimero de solugoes. Além disso, o determinante estd associado
ao calculo de drea de figuras planas [6] e cdlculo de volumes de sélidos tridimensionais [5] ou [7],
sendo portanto um tema bem atraente do ponto de vista de pesquisa escolar.

Apesar de o determinante de uma matriz estar associado a aplicagoes praticas, inclusive com inter-
pretacOes geométricas compreensiveis, o tema nao atrai empatia dos alunos por envolver calculos
enormes e cansativos e aplicagoes desprovidas de significados. Pior ainda, sdo apresentadas varias

Lhttp://maxima.sourceforge.net /
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técnicas para se calcular o determinante de matrizes de ordens 3 que ndo servem para matrizes de
ordem superiores, o que pode induzir o aluno ao erro.

Diante do exposto e almejando utilizar o computador em sala de aula para desenvolver atividades
de investigagao cientifica com um software capaz de manipular expressoes simbélicas, deparamo-
nos com uma propriedade de determinantes surpreendente. Para compreender essa propriedade,
vamos considerar um caso particular, n = 3.

Considere a seguinte matriz
ay1 Qi G413
A= Qg1 Qg2 Q23] - (1)

az1 @32 Qagz3

Quando selecionamos as submatrizes de A, de ordem 2, que destacam os “cantos” da matriz A, e
observamos as quatro submatrizes, notamos um elemento em comum (Figura 1), o elemento a, 5.
O que gostariamos de investigar é como esse elemento relaciona-se com os determinantes dessas
quatro submatrizes.

a;q @12 Q1,3] [a;1 %12 Q13

Q2,1 Q2| A3 Q2,1 |A22 Q3]

[a3,1 asp Az [az1 asz asgs a;1 | 42 a13]
21 | @22 Qaz3

a1 %12 Q13 ag 1 ?1.2 a3 371 Gz, dz3

Az1 Qg ap3 Q21 Qzp Az3

@31 as, ass) [A3,1 A3z 33

b2

Figura 1: Submatrizes de ordem 2 que destacam os “cantos” da matriz A.

Ao definirmos as matrizes

M, = { Ay Qi2 ] e M, = [ 1o 0a13 }
’ Qg1 Qg2 ’ Qg9 Qg3

a a a a
My, = { a2,1 az,z ] e My, = [ az,z a2,3 }
3,1 Q32 32 433

e operarmos com os seus determinantes, percebemos que a expressao
det(M ;) - det(My5) — det(M, 5) - det(My ;) (2)
pode ser expressa como
Ag,9+ (@1,109903 3 — 1 505 1033 — Gy 109 303 9 + Ay 301035 + Gy 209 3031 — Ay 305 5031).  (3)
Ora, a equagdo (2) é exatamente o determinante da matriz

_ det(MLl) det(M; 5)

2
M=1 det(Myy) det(M,,) |
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enquanto que o fator multiplicativo do termo a, 5, em (3) é o determinante da matriz A. Ou seja,

det(M) = ay o - det(A). (4)

A igualdade (4) nao s6 é interessante do ponto de vista de que podemos calcular o determinante
de A se ay 5 # 0, mas porque o método estende-se a matrizes de ordens mais elevadas, permitindo
estabelecer um método mais natural do que aquele conhecido como “regra de Sarrus”. Além
disso, através das propriedades de determinantes que envolvem permutacoes de linhas e colunas
da matriz, o método torna-se vidvel quando ao menos um elemento da matriz é ndo nula (uma
submatriz tem determinante nao nulo).

Além disso, a propriedade estabelece que para obter o determinante de uma matriz de ordem n
sdo necessarios apenas quatro determinantes de ordem (n-1) e um determinante de ordem (n-2),
bem menor do que os n determinantes de ordem n — 1 utilizados pelo Desenvolvimento de Laplace
em relacdo a uma linha ou coluna da matriz.

3. Resultados principais

Dado n € N um ntimero natural, escrevemos [I,, para representar o conjunto dos nimeros naturais
compreendidos entre 1 e n, ou seja, I, = {1,2,...,n}. Se I é um subconjunto de I,,, o conjunto
I \I representara a diferenga entre os conjuntos I,, e I, isto é

INI={z:z€l, e x¢1I}.
No que segue, sejam I,.J C I, subconjuntos distintos, com n — 1 elementos ordenados de forma

crescente e considere K = I NJ. Para cada I,J C I, como definido anteriormente, considere a
matriz A = [a; ;] de ordem n e as seguintes submatrizes,

(

MI,J = [(ai,j)]iel,jeJ

MJ,I = [(%j)]z‘eJ,jeI
(

MK,K = [(ai,j)h,jex

Por exemplo, se I = {1,2,...,n—1},J ={2,...,n} entdo, K =1NJ ={2,...,n—1}. Além disso,

ai 2 a3 o Qg
MI,J = a2:72 a2:73 a%’"
Un—-1,2 Gp-13 = Qup_1n
e
as 9 as3 ag n—1
D
Ap—-1,2 Gp-13 Ap—1,mn—1
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Com essa notagao, estabelecemos o seguinte resultado:

Teorema 1.
det(M; ;) det(M; ;) (5)

)

det(A) - det(My ) = ’

Demonstracdo. Desde que

det det(M; ;) det(M; ;) ] _ det[ det(My ;) det(My ) } ’

) ,J s
det(MJ’I) det(MJ’J) det(MLJ) det(MLI)

ou seja, permutar I com J ndo altera o determinante de M; para o caso n = 3, temos apenas trés
casos a considerar:

Caso 1. I ={1,3},J={1,2} e K = {1}.

Caso 2. I ={1,3},J={2,3} e K = {3}.

Caso 3. I ={1,2},J={2,3} e K ={2}.

Os comandos abaixo representam os comandos executados no software maxima e seus respectivos
resultados possiveis para o Caso 1, com adaptagoes na notacao para facilitar a leitura do texto.

A matrix([al,la a2, a1,3], [%,17&2,2, a2,3]7 [a3’1, a3,27a3,3]>§
az.1 Q12 Q13
Ug1 Gpp Opg3 (A)

ag 1 Qg2 Qg3

MIT - matrix([am, a1,3]’ [03,1@3,3]%

|:a’1,1 a’1,3:| (MII)
Qs 1 Gz3

MI17J: matm’x([al’l, a1,2]7 [a3,1>a3,2])§

[%,1 a1,2] (M1J)
g 1 G322
MJI: matrm([%,h al,S]a [02,1,612,3]);
|:a1,1 a1,3:| (MJI)
g1 G233
MJJ : matrix([a'l,l? a172], [a2,1’ a272});
{01,1 az,e} (MJJ)
Qg1 Gg2

- @= sBm
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deltaii : determinant(MII);

Gy 1035~ 01503 ; (deltaii)
deltaij :determinant(MI1J);

Q71,1032 — 01 203 4 (deltaij)
deltaji: determinant(MJI);

Ay 1095 — 01309 (deltaji)
deltajj : determinant(MJJ);

Q1,102 2= 01 202 4 (deltajj)

delta : expand(a, ; * determinant(A) — determinant(matriz([deltaii, deltaij], [deltaji, deltagj])));

0 (% 019)

Como delta = 0, segue que det(Mp i) - det(A) — det(M) = 0. Os demais casos sdo tratados de
maneira analaga. Para o caso geral necessitamos do resultado seguinte, cuja demonstracao o leitor
pode consultar em [1].

Teorema 2. Seja M a matriz de menores de uma matriz quadrada A de ordem n. Para cada
submatriz quadrada de ordem k; M, = [M, ;], de M, defina 6, como o determinante da submatriz
de A de ordem (n— k), tomando os complementos das posi¢ées de linha/coluna que foram usadas
em M, el <k <n, isto é:

op = det([a,,]), 1<p,q; pFiq#j

Entao,
det(M,) = [det(A)]FL - §,. (1)

Demonstragido do Caso Geral Considere os conjuntos I,J C I,,, com I # Jeseja K =1NJ.
Considere i € I, \I e j, € I,\I elementos arbitrarios, fixados.

Considerando m; ; o “menor” da matriz A associado ao elemento a; ;, isto é, m; ; ¢ o determinante

da submatriz de A, eliminando a i-ésima linha e j-ésima coluna de A. Observe que :

(i) det(MLI) =m

195t
(ii) d@t(MI,J) = M 5o
(iii) det(M; ;) =m

Josto

(iv) det(MJ)J) =m; i

s @= sBm
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(v) K =1I1,\{ip,jo}

a1 a1,i5—1 A1 ip+1 a1,5,—1 A1,50+1 a1n
Aio—1,1 " Q1451 Bg—10+1 7 Bg—150-1 Dig—15o+1 7 Gig—1m
i) @io+1,1 7 Q11 B0+ 7 Bgr150-1 0 igrlGo+1 7 Gig+ln
vi 52: : . : : . : : . :
Gjo—1,1 7 Gho—1iig—1 Tjo—1ig+1 7 GGo—150-1  Djg—1,j0+1 jo—1,n
Ajo+1,1 @jo+1ig—1  Ljo+1yig+1 Bjo+1,50—1  Ljg+1,5o+1 Qjo+1,n
L Gp A iy—1 Ay ig+1 S 2P . | Apjo+1 o Opgp

Com essa notagao, observamos que, das defini¢des de M - e J;, tem-se a igualdade My j = 0.
Aplicando o Teorema 2 para k = 2, obtemos

_ o i i 4 det(M; ;) det(M; ;)
det(A)-det(M = [det(A)])* 1.5, = det ( Migio Mg,y ) _ det( 11 I,J ’
(A)-det(M ) = [det(A)] 2 N det(M ) det(M) )

onde §, é o determinante da matriz A eliminando-se a linha 7, e a coluna j,. O

Coroldrio 3.1. Se A = [a, ;] é uma matriz de ordem n,m, ; é o menor da matriz A associado ao

ij—ésimo elemento de A e A é a submatriz de A, eliminando-se a primeira e Ultima linhas e a
primeira e ultima colunas de A, entao vale a seguinte relacao:

det(A) -det(A) _ det[ mi1 Min ] )
mn,l mn,n

Demonstragiao. Basta considerar I = {1,2,...,n—1} e J ={2,3,...,n} e aplicar o Teorema 1. O

4. Exemplos

Nesta seccio, exemplificamos o emprego da férmula (5) para o cason =3 e n = 4.

Exemplo 1. Calcule o determinante da matriz

1 2 3
-1 2 2
1 4 1

Aplicando o Corolario do Teorema 1, temos
det(A)-ay, = det (ml’l ml’") =
det(A)-(2) = det (:6 _6> = —12.

- @= sBm
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Logo, det(A) = =12 = —6.

Exemplo 2. Calcule o determinante da matriz
1 3 1
5 0 2
3 2 1

Como visto acima, para calcular o determinante desse tipo de matriz devemos escolher subconjuntos
I,J C {1,2,3} tais que o elemento a;,_, com ky € INJseja nio nulo. Como o elemento ayy =0 e
ayq # 0, escolhemos I = {1,2} e J = {1,3} de maneira que K = {1}. Formamos entao as matrizes

1 3 1 1 1 3 1 1
M1,1:(5 0)>M[,J:<5 2)7MJ,I:<3 2) € MJ,J:<3 1)-

Perceba que My x = [ay] = [1]. Assim,

det(M; ;) det(M; J)> (—15 —3)
det ' ’ det

Exemplo 3. Calcule o determinante da matriz

1 -1 2 0
2 2 4 1
A=1_5 5 1 9
-1 3 5 1

Como o determinante da submatriz central de ordem é diferente de zero, é natural escolher I =
{1,2,3} e J = {2, 3,4}, de sorte que K = {2,3}. Dessa forma, temos

1 -1 2 -1 2 0 -2 2 4 2 4 1
My=|-2 2 4|, M, =2 4 1|,M,=[-25 1| eM,=[5 -1 2.
-2 5 -1 5 -1 2 -1 3 5 3 5 1

Aplicando a férmula (5), obtemos

det(M; ;) det(M; ;) —24 =7
det (det(M”) det(M, ) %\ 38 10)  _s06
det(A) = : L/ - — 23
det(My ) PNCEE 2
N5 -1

% @= sBm
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5. Conclusao

O desenvolvimento do presente estudo possibilitou uma experiéncia de aprendizagem que se baseia
na utilizacdo do computador, mais especificamente do software maxima, viabilizando estudos qua-
litativos tais como compreender e estabelecer proposigoes, criar e testar conjecturas, de maneira a
promover novas formas de pensar e saber.

Apesar do resultado principal desse artigo derivar de um Teorema, sua descoberta deu-se de forma
completamente independente, e a relacdo obtida é apresentada sob um novo viés, diferente da
abordagem apresentada em [1]. Neste sentido, o computador ajudou a criar um ambiente de
aprendizagem auténomo, dindmico, de investigacao cientifica, onde os agentes tornaram-se parti-
cipantes ativos do préprio conhecimento.

Acreditamos que o modelo proposto, visto como dispositivo pratico, é uma alternativa ao método
de Laplace e bem mais interessante de se trabalhar em sala de aula do que os dispositivos praticos,
a exemplo da regra de Sarrus, uma vez que sua utilizacdo nao se restringe as matrizes de ordem
3. Acreditamos ainda que a Propriedade (5) estabelecida no trabalho pode ser generalizada pelo
Teorema 2 para subconjuntos I C I,, de dimens@o menor do que n — 1.
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