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Resumo

Em seu consagrado livro Problem-Solving Through Problems, Loren C. Larson propos doze es-
tratégias para a resolugdo de problemas. Inspirados no planejamento recomendado, construimos
resolugdes de alguns problemas de Matemadtica, envolvendo algebra, geometria e trigonometria,
que sao conhecidos na Educagao Basica. Observamos que das estratégias apresentadas, foram uti-
lizadas com maior predominédncia a segunda, sexta e sétima estratégias, que sao, respectivamente,
trace uma figura, explore as simetrias e divida em casos. Dessa forma, no decorrer deste artigo,
apresentamos o que denominamos de “resolucdo visual”’para uma série de problemas, mediante
uma sequéncia de figuras.
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Abstract

In his well-established book Problem-Solving Through Problems, Loren C. Larson proposed twelve
problem-solving strategies. Inspired by the recommended planning, we construct resolutions of
some Mathematical problems, involving algebra, geometry and trigonometry, that are known in
Basic Education. We observed that the second, sixth and seventh strategies, which are, respecti-
vely, trace a figure, explore the symmetries and divide in cases, were used with greater predomi-
nance. Thus, in the course of this article, we present what we call “visual resolution” for a series
of problems, through a sequence of figures.

Keywords: Visual resolutions; Basic education; Algebra; Geometry; Trigonometry.

Introducgao

O conjunto de regras e métodos que conduzem a descoberta, & invengao e a resolucao de problemas
é denominado heuristica, do grego heuristiké. FEssencialmente, essa palavra significa a arte de
encontrar, descobrir. Esse tema é fértil em publicagoes de textos, artigos, teses e dissertacoes;
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como por exemplo, [2], [6], [9], [10], [11], [12] e [13].

Neste trabalho consideraremos problema como descrito por A. H. Schoenfeld, ver [12], isto é, uma
proposicao nao resolvida, que constitui um desafio e oferece algum grau de dificuldade para aquele
que se propoe a resolvé-la. De fato, Schoenfeld diferencia problema e exercicio. Um exercicio é
uma, proposi¢ao nao resolvida que pode ser solucionada usando procedimentos de rotina, sem que
haja a necessidade de raciocinios mais elaborados. Vale observar ainda que uma proposi¢ao pode
ser um problema para um individuo e, ao mesmo tempo, ser um mero exercicio para outro. Por
exemplo, encontrar o tridngulo de drea méaxima dentre todos os tridngulos inscritos em um circulo
dado é um problema para aqueles alunos que tém conhecimento apenas de Matemética em termos
de Ensino Médio, mas é um exercicio de rotina para universitarios que conhecem o cédlculo e sabem
maximizar fun¢des de varias varidveis.

Em Matemaética os problemas surgem, ver [9], a partir de:

e Uma questao concreta da realidade envolvendo outras ciéncias;
e Uma questao proposta apo6s observar exemplos de situacgoes simples que possuem solugoes;

o Generalizacoes de resultados demonstrados em situacoes diferentes.

Um problema em Matematica deve ter uma clareza no seu enunciado e, além disso, suas hipéteses
sao completamente essenciais na sua resolugdo. Ademais, a originalidade e a complexidade crista-
lina das técnicas envolvidas na solugao caracterizam sua importancia na Matematica. A tentativa
de solucionar um problema conduz ao desenvolvimento intelectual, além de potencializar habilida-
des como o raciocinio légico, tenacidade, disciplina, paciéncia, visdo geométrica, entre outras.

A resolucdo de um problema em Matematica pressupoe um conhecimento cientifico e é resultado
de uma investigacao metddica, onde se observam fortemente as suposigoes postas na questao, isto
é, as hipdteses do problema. De fato, um caminho para a descoberta de novos resultados em Ma-
tematica requer, em geral, que teorias sejam desenvolvidas na medida em que os conceitos estdao
sendo introduzidos, uso de resultados ja provados, observacao de exemplos existentes sobre o pro-
blema e determinagao de suas propriedades.

Em [6], sdo listadas doze estratégias para a resolu¢do de problemas. Diferentemente de [9], o autor
nao lista um roteiro a ser seguido, nem regras gerais sobre como proceder na resolucao de problemas
matematicos, mas apresenta as principais estratégias usadas na resolugdo de problemas. Larson,
deixa claro que essa lista ndo esgota todas as possibilidades de estratégias de um problema, isto é,
existirao problemas nos quais as estratégias citadas ndo poderao ser aplicadas.

No que segue, faremos uma breve descricdo de cada uma das doze estratégias.

1. Procure por um padrao.
Virtualmente, todos os resolvedores de problemas iniciam sua andlise gerando um sentimento
sobre o problema, convencendo-se sobre a plausibilidade do resultado. Isso é feito da melhor
maneira examinando-se os casos particulares mais imediatos. Quando essa exploracao é empre-
endida de um modo sistematico, os padroes podem emergir e irdo inspirar ideias sobre como
proceder na resolugao do problema.

2. Trace uma figura.
Sempre que possivel é ttil descrever um problema de forma pictérica, o que pode ser uma figura,
um diagrama ou um grafo, por exemplo. A representacdo por diagramas geralmente torna mais
facil a assimilacao de dados relevantes e a percepcao de relagoes e dependéncias. nﬂ
» S
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3. Formule um problema equivalente.

Nem sempre um problema pode ser resolvido diretamente, seja porque os calculos tornam-se
muito complicados ou porque o problema simplesmente nao possui casos especiais que lancem
qualquer visdo sobre uma possivel resolucao. Nesse caso, é recomendavel tentar reformular o
problema para que tenha uma forma mais simples, mas ainda equivalente ao problema original
e, para isso, apela-se para a imaginacio e criatividade de cada um. Algumas dessas técnicas
envolvem manipulagoes algébricas ou trigonométricas, mudanca de variaveis e reinterpretacao
do problema em outros contextos (dlgebra, geometria, combinatéria etc).

4. Modifique o problema.
No decorrer do trabalho para a resolucdo do problema A, podemos ser levados a considerar
o problema B. De um modo caracteristico, essa mudanca de problemas ocorre pelo uso das
frases “E suficiente mostrar que .., ou “Podemos assumir que ..”, ou ainda “Sem perda de

generalidade ...".

5. Escolha uma notagao efetiva.
Um dos primeiros passos ao se trabalhar em um problema de Matemaética é traduzir esse pro-
blema. Inicialmente, todos os conceitos-chave devem ser identificados e rotulados. As redun-
déancias na notacao podem ser eliminadas a medida que novas relagoes sao descobertas.

6. Explore as simetrias.

A presenca de simetria em um problema normalmente significa a redugao de trabalho na resolu-
¢do do problema. Por exemplo, ao realizarmos o produto (a+ b+ c¢)(a? +b% + ¢? — ab — ac — be)
vemos que ambas as parcelas sao simétricas com relacdo aos simbolos a, b e ¢, ou seja, se reali-
zarmos uma permutacao qualquer entre os simbolos a, b e ¢, a expressao permanece inalterada.
Assim é de se esperar que, se o termo a® aparece no produto, os fatores b3, ¢ também apare-
cam. Se a®b aparecer, os termos a?c, ab?, ac?, b%c, bc? também deverdo aparecer com 0s mesmos
coeficientes.

7. Divida em casos.

Frequentemente pode acontecer de um problema ser dividido em um pequeno niimero de sub-
problemas. Isso é especialmente verdade quando o problema contém um quantificador universal
(‘para todo x ..”). Por exemplo, na prova de uma proposicao da forma ‘para todos os inteiros...,
podemos provar separadamente os casos de inteiros pares e impares. De modo similar, um teo-
rema sobre tridngulos pode ser demonstrado separando os casos em que ele é agudo, retangulo
ou obtuso. As vezes, os subproblemas podem ser organizados hierarquicamente em submetas de
tal forma que a solugdo possa ser realizada em sucessivos estagios.

8. Raciocine de trés para frente.
Raciocinar de tras para frente significa assumir a conclusao e entao deduzir fatos dessa conclusao
até aparecer algo que possa ser facilmente demonstrado. Depois de chegar as hipoteses ou a
algo conhecido, revertemos os passos do argumento e seguimos na ordem original (comegando
das hipdteses e terminando na afirmacdo do problema).

9. Argumente por contradicao.
Argumentar por contradicdo significa assumir que a conclusdo é falsa e entéo derivar raciocinios
até se deparar com uma afirmacdo que contradiz a hipdtese (forma contrapositiva), ou algo
que sabemos ser verdadeiro (reductio ad absurdum ou redugao ao absurdo). Dessa forma, por
exemplo, para demonstrar que raiz quadrada de 2 é irracional, podemos assumir que ela é

an
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racional e derivar dai um absurdo. Esse método é frequentemente apropriado quando a conclusao
é facilmente negavel, quando a hipdtese fornece poucas informagoes para manipulacdo ou quando
existe uma escassez de ideias sobre como proceder na solugdo do problema.

10. Procure por paridade.
Muitos problemas podem ser resolvidos observando a invariancia da paridade e imparidade dos
numeros inteiros que aparecem nas informacoes do problema.

11. Considere os casos extremos.
Nos estagios iniciais da exploracdo do problema, frequentemente é 1til considerar as consequén-
cias da variacdo dos parametros entre casos extremos. Isso ocorre frequentemente com o uso
das frases “Na pior (melhor) das hipdteses ...”e “No pior (melhor) dos casos ...

12. Generalize.
Isto pode parecer paradoxal, mas é frequente o caso em que um problema pode ser simplifi-
cado e tornado mais tratdvel e inteligivel depois de generalizado. Esse fato é bem apreciado
por matematicos. Com efeito, generalizagoes sdo caracteristicas basicas da Mateméatica. Uma
abordagem mais geral fornece uma perspectiva mais clara, elimina informacoes néo essenciais e
providencia um arsenal inteiro de novas técnicas.

O uso de estratégias para resolugoes de problemas de Matematica é foco de muitas pesquisas, como
por exemplo, [1], [3], [4], [5], [7], [8], [9], [14] e [15]. Neste artigo construimos, inspirados nessas
pesquisas, resolucoes de alguns problemas de Matematica, os quais sao apresentados na Educagao
Basica, envolvendo &lgebra, geometria e trigonometria. Para resolver os problemas propostos,
utilizamos predominantemente a segunda estratégia listada por Larson, isto é, “trace uma figura”,
bem como a sexta estratégia “explore as simetrias”e a sétima estratégia “divida em casos” De
fato, a resolucao visual de cada problema é dada por uma sequéncia de figuras.

Problemas de matematica e suas resolugoes visuais

Nesta se¢cao apresentamos resolugoes de alguns problemas de Matematica, que geralmente sao
contemplados na Educagao Bésica.

A primeira resolugdo visual que apresentamos refere-se ao Teorema de Pitdgoras. Nesse caso,

consideramos um tridngulo retdngulo de lados a, b e ¢ (Figura 1). Assim, a Figura 1 ilustra a
sequéncia de passos necessarios para obter a resolucao do problema proposto, isto é,

c? =a? + 02

= s
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Figura 1: Resolugao visual para o Teorema de Pitagoras
Fonte: Autoria propria

Considerando n um namero natural, a Figura 2 ilustra como é possivel mostrar que

14345+..+(2n—1)=n%
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Figura 2: Resolucao visual para a soma dos n primeiros nimeros impares
Fonte: Autoria propria
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O terceiro problema proposto refere-se ao completamento de quadrados, ou seja,

9 a
T +ax:<x+§

)=

a

2

onde x > 0 e a > 0. Mostramos (Figura 3) como tal algebrismo torna-se vidvel ao utilizar somente

figuras.
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Figura 3: Resolugao visual para o completamento de quadrados
Fonte: Autoria propria

A préxima resolugdo visual que apresentamos concerne a desigualdade entre média aritmética e
geomeétrica, isto é,

a;—sz’

onde a > 0,b > 0ea < b. Ilustramos a resolucdo desta desigualdade com uma sequéncia de figuras
(Figura 4).
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Figura 4: Resolugdo visual para a desigualdade entre média aritmética e geométrica
Fonte: Autoria propria

™
Dados dois angulos a e 8 tais que 0 < aa — 8 < 5 apresentamos na Figura 5 a resolugao visual
para o seno da diferenca de dois angulos, isto é,

sen(a — ) = sen«cos 8 — sen 3 cos a.

0 @= sBm
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Figura 5: Resolucédo visual para o seno da diferenga de dois &ngulos
Fonte: Autoria prépria

Uma interessante série geométrica é dada por

MORIOREE
4 4 4 Y

Usando figuras triangulares, exibimos uma resolucao visual para esse problema, ver Figura 6.
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£ 4 A

Figura 6: Resolucao visual para a série geométrica
Fonte: Autoria propria

7
Sejam « e [ dois angulos tais que 0 < «, 5 < 5 Apresentamos na Figura 7 a resolugdo visual

para a tangente da soma de dois angulos, isto é,

tan a 4 tan 8
t = =7

anfa + ) 1 —tanatan g
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Figura 7: Resolucdo visual para a tangente da soma de dois angulos
Fonte: Autoria propria

. ~ ™ ~ . .
Considerando um angulo « tal que 0 < a < T mostramos uma resolucdo visual, ver Figura 8,
para o cosseno do arco duplo, isto é,

cos2a = 1 — 2sen? a.
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Figura 8: Resolugdo visual para o cosseno do arco duplo
Fonte: Autoria propria

7r
Dado um angulo S tal que 0 < 8 < 1 expomos na Figura 9 uma resolugdo visual para o seno do

arco duplo, isto é,

sen 23 = 2sen [3cos [3.

3 @= sBm
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2sen Bcos B 2sen B cos 8

Figura 9: Resolucao visual para o seno do arco duplo
Fonte: Autoria propria

O décimo problema proposto refere-se a tangente da diferenca entre dois angulos, ou seja,

tan o — tan 3
tan(o — ) = ———
anfa — ) 14 tanatan’

onde 0 < o, B < g

Apresentamos a resolucao visual deste problema mediante a Figura 10.

¥
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tan o tan o

tan o — tan 3 tan 3

tan atan g

tan « tan «

Figura 10: Resolugdo visual para a tangente da diferenca entre dois angulos
Fonte: Autoria propria
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A partir de um segmento que possui medida a, ilustramos na Figura 11 uma resolucao visual de
uma propriedade das proporcdes, ou seja,

a+b c+d
a—b c¢—d’
a c
ondeb>0,c>0,d>0e5:g#1.
}
a < a ) —
c
l l
a -~b — a «~b —
a+b a+b

= s
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a+b

Figura 11: Resolugao visual para uma propriedade das proporcoes
Fonte: Autoria propria

A 1ltima resolucao visual refere-se a lei dos cossenos, isto €,
2 =a?+b> —2abcosa,

onde a, b e ¢ sdo positivos. Nesse caso, consideramos um tridngulo de lados a, b e ¢, que possui um
A 7T . . s Al . -
angulo « tal que 0 < a < —. Assim, na Figura 12 exibimos uma sequéncia de passos necessarios

para a resolugao desse problema.

b ¢ b c
o o
a

bcosa
b———— a ——

b c b c
E—— bsen o
« «

bcos a a—bcosa bcos a a—bcosa

_— 4 — —_— o ——
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a® + b% — 2abcos a

V/(a —bcosa)? + (bsen a)?

b
bsen o _—
e
bcosa a—bcosa bcos o a—bcosa
I a 1 I a !
Figura 12: Resolugdo visual para a lei dos cossenos
Fonte: Autoria propria
Conclusao

O uso das estratégias listadas por Larson, ver [6], notadamente “trace uma figura”, “explore as
simetrias”e “divida em casos”, mostra fortemente a importancia da visualizacdo de cada problema,
e, consequente, obtém-se uma maior clareza na busca de sua resolugdo. De fato, a atitude de
visualizar um problema provoca um olhar desafiador de imaginagao geométrica, o qual direciona a
criatividade para outra forma importante e cristalina de encontrar resolu¢ées de problemas. Des-
tacamos que os problemas apresentados e resolvidos neste artigo sdo alguns exemplos de problemas
de Matematica da Educacdo Béasica. Provavelmente, o professor em sua pratica diaria, pode to-
mar esses exemplos como ponto inicial e ampliar o leque de atividades realizadas em sala de aula,
criando novas possibilidades de investigacao.
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