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Sistema de niimeros reais: intuicao ou rigor?

José C. Magossi

Resumo

E classico que algumas ideias presentes em cursos de Cdlculo remontam a Antiguidade, desde
Arquimedes, que, entre outros cientistas, debatia também a existéncia do continuum. Esse pro-
blema foi abordado por I. Newton e G. W. Leibniz, os quais, no século XVII, desenvolveram o
Calculo. Mas a intuicao geométrica, ja no século XVIII, nao dava conta de resolver problemas de
“continuidade” que se apresentavam aos matematicos. B. Bolzano, A. L. Cauchy, K. Weierstrass e
R. Dedekind questionavam os fundamentos e iniciaram a era do rigor em matemaética, cujo Norte
acaba por ser o sistema dos nimeros reais: um corpo ordenado completo. Um diagnostico em livros
atuais de Célculo mostra-nos que intuigao e rigor mesclam-se, seja em definicoes ou em demons-
tragoes. Isso pode gerar dividas ao leitor menos atento. Objetiva-se expor um cenario em que
a intuicao geométrica revele estratégias pedagdgicas e o rigor indique a necessidade da precisao
matematical.

Palavras-chave: Intuicao; Rigor; Sistema de Numeros Reais; Teorema do Valor Médio; Teorema
do Valor Intermediéario.

Abstract

It is classic that some ideas present in courses of Calculus go back to Antiquity, since Archimedes,
who, among other scientists, also debated the existence of the continuum. This problem was
addressed by I. Newton and G. W. Leibniz, who, in the seventeenth century, developed the Calculus.
But geometric intuition, as early as the eighteenth century, did not solve problems of “continuity”
that presented themselves to mathematicians. B. Bolzano, A. L. Cauchy, K. Weierstrass, and
R. Dedekind questioned the foundations and began the era of rigor in mathematics, whose North
turns out to be the system of real numbers: a complete ordered body. A diagnosis in current books
of Calculus shows us that intuition and rigor merge, whether in definitions or in demonstrations.
This may create doubts for the less attentive reader. The objective is to present a scenario in which
geometric intuition reveals pedagogical strategies and rigor indicates the need for mathematical
precision.

Keywords: Intuition; Rigor; Real Number System; Mean Value Theorem; Intermediate Value
Theorem.

1Uma pequena parte deste artigo foi apresentada no V Coldquio de Matemdtica da Regido Centro-Oeste, ocorrido
no Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia de Goias, na cidade de Goiania, de 26 a 30 de novembro de
2018, com auxilio financeiro do Faepex-Unicamp, projeto 3082/18.
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1. Introdugao

Na Grécia antiga, ao escrever Os FElementos [4], Euclides magistralmente expde uma das mais
potentes ferramentas da matemaética, o sistema axiomdtico. Ele volta-se apenas para a geometria
e exibe a ideia de que um teorema é uma asser¢ao matemaética obtida por dedug¢do, com base em
axiomas e regras logicas de inferéncia. Os Elementos, de Euclides, impacta em varios setores da
ciéncia e torna-se referéncia basica em matemaética. Além disso a matemética grega deixa também
como heranga a discussdo sobre as quantidades infinitamente pequenas [1], as quais, para I. Newton
e G. Leibniz, revelam o Cdlculo. No periodo do surgimento do Céalculo, a intuigdo geométrica torna-
se o patamar sob o qual as discussoes matematicas sao estabelecidas. As demonstragoes pautadas
na intuicao geométrica dao-se, com muita forga, no século XVIII e inicio do XIX. Problemas com o
continuum, convergéncia, séries e fungoes colocavam os mateméticos em um terreno desconfortavel,
no qual a intuigao geométrica, com belas justificativas, falhava no quesito rigor mateméatico. Foi em
meados do século XIX e inicio do XX que a intuigao geométrica deu lugar ao sistema axiomatico
logico-dedutivo, isto é, ao rigor e a analise. Com isso, teoremas que outrora eram justificados com
base na intuicao e geometria, doravante seriam demonstrados por um sistema axiomatico cujos
teoremas nada mais seriam do que aqueles obtidos por dedugao logica no sistema de nameros
reais, isto é, num corpo ordenado completo. O Teorema do Valor Intermedidrio-TVI e o Teorema
do Valor Médio-TVM sao exemplos tipicos, pois sao teoremas de facil entendimento no sentido
intuitivo e geométrico, mas que precisam do sistema de ntmeros reais para serem demonstrados
com rigor. Um diagnostico em livros de Calculo revela que axiomas de completude, importante
componente do sistema de nimeros reais, raramente sao exibidos e tampouco comentarios sobre o
sistema axiomatico sao mostrados. Nos teoremas TVI e TVM, nos referidos livros, ha exposigoes
sobre as facilidades de interpretagao geométrica e aplicagdes, mas dificilmente se diz algo sobre
a dificuldade em se obter uma demonstracdo rigorosa, tal como sucedeu no processo historico.
Fica a impressao, para o leitor menos atento, de que o objetivo é mostrar que esses teoremas sao
geometricamente evidentes, o que, de certa forma, ndo deixa de ser um equivoco histérico. E
importante, segundo O. Toeplitz [23], que se indiquem as condigbes nas quais um conceito surgiu,
devendo-se também ser preciso com a génese de seu surgimento. Essa precisao é importante estar
presente na explicagao dos TVI e TVM.

Toeplitz seeks to present the great discoveries in all their drama, to let him witness
the origins of the problems, concepts, and facts. But he does not want to have his
method labeled “historical.” The historian—the mathematical historian as well- must
record all that has been, whether good or bad. I, on the contrary, want to select and
utilize from mathematical history only the origins of those ideas which came to prove
their value ([23], pzi*, Prefacio de G. Kithe, Mainz, Easter, 1949).

A insisténcia na intuicdo e geometria, no que concerne aos teoremas TVI e TVM, caracteriza uma
matematica fragmentada e desconexa, em que o sistema de nimeros reais, por um lado, é dito ser
a base do Calculo e apresentado aos alunos ja nos cursos anteriores a Universidade®, e por outro

2Toeplitz busca apresentar as grandes descobertas em todo o seu drama, para que se testemunhem as origens
dos problemas, conceitos e fatos. Mas ele ndo quer que seu método seja rotulado de “historico”. O historiador — o
historiador matematico também — deve investigar todos os fatos que ocorreram, sejam eles bons ou ruins. Eu, ao
contrario, quero selecionar e utilizar da historia matematica apenas as origens daquelas ideias que vieram provar o
seu valor (Traducdo do autor).

30s alunos do ensino médio tomam contato com varias propriedades dos niimeros reais, tais como ordem, estru-
turas algébricas etc., mas nao lhes é dito sobre a construg¢do de um numero real ou sobre sua existéncia.
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permanece ausente quando da demonstracao e explicacao de teoremas. Por exemplo, o teorema
do valor intermediario, em muitos livros de Calculo, é exposto como se fosse um teorema cuja
demonstracao é autoevidente e nao o oposto, uma demonstragao revelada apenas por meio de uma
demonstracao rigorosa. Nas palavras de Jean Mawhin,

C’est Bernard BOLZANO qui le premier, en 1817, sentit la nécessité de donner une
démonstration analytique de ce résultat, considéré jusqu’alors comme “géométrique-
ment” évident ([17], p123)*.

Com muita propriedade Felix Klein cunha uma frase para indicar a dréastica mudanga na forma de
operar a matemética nessa época; ele diz da aritmetizagdo da matemdtica [12]. A aritmética deixa
de ser aplicada apenas a quantidades finitas, mas também a quantidades infinitamente pequenas
(ou quantidades infinitamente grandes). E a fase da mudanga da intuigio e geometria para o rigor
[19]. Ainda na vertente da discussdo sobre intuigdo e geometria, sobre a inser¢do pedagogica de
métodos intuitivos e processos de rigor, Raymond L. Wilder faz um comentario que sintetiza o
seguinte questionamento: Qual é o divisor de dguas entre intui¢io e rigor?

Early in the nineteenth century Cauchy placed the calculus on an essentially modern
basis; Abel, Gauss, and Cauchy developed a rigorous treatment of infinite series;
and later in the century Weierstrass worked at the “arithmetization” of analysis. A
characteristic of the latter was the freeing of analysis from the intuitive geometric
type of proof so prevalent at that time. (...) We must here keep in mind, however,
that to “free” a theory of certain notions does mot necessarily imply that those
notions forever thereafter cease to be of use. (...) We might recall here that we make
similar concessions to pedagogy in the teaching of high school geometry, not striving
to place it on a truly axiomatic basis but allowing the student to use “preconceived
notions” such as “straight, "“distance, "“measure." (...) Such pedagogic devices are
entirely justifiable, of course, except that it is questionable just how long the student
should be kept insulated from the underlying “concessions.” Certainly he should not
be allowed to believed that he is receiving dogma ([24], pp200-201)°.

O objetivo deste artigo nao é indicar que se devam substituir cursos de Calculo por cursos de
Anélise Matematica, mas sim caracterizar que cenarios matematicos devam ser elaborados de
modo que o aluno visualize o desenvolvimento da matemaética e que tenha clareza dos periodos de
transformagao mateméatica. No caso deste artigo, o objetivo é indicar a relevancia da passagem

4Foi Bolzano quem primeiro, em 1817, sentiu a necessidade de fornecer uma demonstracio analitica desse resul-
tado, considerado até entdo como “geometricamente” evidente (Tradugdo do autor).

5No inicio do século XIX Cauchy colocou o calculo numa base essencialmente moderna; Abel, Gauss e Cauchy
desenvolveram um rigoroso tratamento de séries infinitas; e, no fim do século, Weierstrass trabalhou na “aritmetizagao
da anéalise”. Uma caracteristica desse tltimo foi a libertagao da analise do tipo de prova por intuicdo geométrica
tdo predominante naquela época. (...) Aqui temos que ter em mente, contudo, que a “libertacdo” numa teoria
de certas nogbdes nao implica necessariamente que essas nogoes deixam de ser usadas para sempre depois disso.
(...) Lembramos aqui que fazemos concessdes pedagogicas semelhantes no ensino de geometria nas escolas do
ensino médio, sem grandes esforgos para colocé-la em uma verdadeira base axiomatica, mas permitindo que o aluno
utilize de “nogdes preconcebidas” tais como “reta,” “distancia,” “medida.” (...) Tais dispositivos pedagogicos sdo
inteiramente justificaveis, é claro, mas é questionavel quanto tempo o estudante deve ser mantido isolado dessas
subjacentes concessdes. Certamente, ele ndo deve ser levado a acreditar que esta recebendo um dogma. (Tradugdo

do autor). _
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do periodo em que a intuicdo geométrica era imperiosa para o periodo em que o rigor entra em
cena para resolver problemas matemaéticos relacionados a uma aritmética do continuum. O fazer
mateméatica nao é simplesmente debrucar-se na elaboracao de processos de deducao de teoremas
com base em premissas, mas também pensar, refletir sobre questoes muitas vezes tangentes aos
problemas em foco, os quais podem indicar intui¢oes que farao a diferenca quando se esta diante
de um processo dedutivo. O fazer matematica oscila entre o pensar de forma reducionista, quando,
grosso modo, o conhecimento das partes implica o conhecimento do todo, e o pensar holistico,
quando o todo é mais do que o conhecimento das partes. Assim, inducao, deducao e heuristicas sao
possiveis formas de abordar a matematica com sucesso. Uma discussao semelhante é indicada por
Felix Klein ([13], p208). O estudioso, interessado ou leitor de matematica, ao tomar conhecimento
dessas transformagoes matematicas, pode muito bem querer se aventurar na descoberta matematica
[16] e em sua investigacdo, seja ela heuristica, indutiva ou dedutiva.

Este artigo inicia-se com uma breve exposi¢ao dos axiomas de completude, sistema de ntimeros
reais, TVI e TVM. Segue-se um diagnostico da presenga ou nao desses toOpicos em cursos de
Calculo, corroborando a ideia de que a intuicao geométrica, util para fins pedagogicos, nao deve
ser confundida com rigor, essencial em processos logicos dedutivos. Apds isso, mostra-se um cenério
de apresentacao do Teorema do Valor Intermediario e Médio, incentivando, assim, uma matemaética
contextualizada e nao fragmentada. Mais ainda, nao ha como deixar de lado a “revolucao cientifica”,
no sentido de Thomas Kuhn [15], que o conceito de limites caracteriza na matematica ([9], p2)
com o surgimento da era do rigor.

2. Axiomas de Completude, Teorema do Valor Intermediario e Médio

Em matematica ha também best-sellers. E o caso do livro Foundations of Geometry, de D. Hilbert,
publicado no final do século XIX [11]. Nesse livro, tal como nos Elementos de Euclides, Hilbert
descreve um método axiomético moderno, que, segundo ele, deveria estabelecer um sistema de
axiomas para a geometria que fosse tao simples quanto possivel, e completo. Hilbert explica que a
palavra “completo" indica que todos os teoremas da geometria de Euclides deveriam ser dedutiveis
do conjunto de axiomas exposto no livro. A parte das discussoes acerca dos fundamentos da
matematica, presentes entre os interlocutores de Hilbert, o termo axioma de completude aparece a
partir da segunda edicao de seu livro, modificado na sétima edigao, e também na versao traduzida
para o francés, em 1902, para indicar a ideia de que cada intervalo na reta contém um ponto limite
([18], pp110-111, e [24], pp36-38). Assim, torna-se entdo possivel caracterizar a reta real como
sendo uma reta composta de nimeros reais em correspondéncia um-a-um, ou seja, cada ponto
geométrico corresponde a um nimero real. Segundo Hilbert, axiomas de completude auxiliam, por
exemplo, na demonstra¢do do teorema de Bolzano [21] (ou Teorema do Valor Intermediario, ([2],
p138)) e do Teorema do Valor Médio, os quais, segundo H. Teismann, estdo entre os quatro pilares
do Calculo (os outros dois pilares sdo os Teoremas do Valor Extremo e o Teorema de Darboux)
([22], p101).

Essa trajetoria, desde Euclides até Hilbert, mostra a importancia dos sistemas axiomaticos para
o desenvolvimento da matemaética, que culmina, na era do rigor, em um sistema axiomatico deno-
minado sistema de nimeros reais, o qual € um corpo ordenado completo. Nele hé propriedades de
corpo, algebra abstrata e propriedades de ordem do conjunto R, em conexao com a propriedade de

o @= sBm

'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Revistacleénica da ociedade Brsieiadeitemtic Magossi

completude. Os axiomas de completude®, importantes para o tratamento de limites e continuidade,
compreendidos apenas no final do século XIX, sao condicbes sine qua non para o estabelecimento
do rigor na Anélise Matemética [2] e, consequentemente, no Calculo”.

Na sequéncia, expoem-se o axioma de completude, o Teorema do Valor Intermediario e o Teorema,
do Valor Médio, que sao, como meta deste artigo, objeto de investigacao e diagnostico em livros de
Calculo utilizados em cursos de graduagao. As demonstragoes, classicas, seguem, para fins didéticos
e de unificagdo de notagdo, as apresentadas em R. G. Bartle e D. R. Sherbert [2]. Assumem-se
também como conhecidas as defini¢oes de continuidade, fungoes, graficos, supremo, infimo etc.,
classicas em livros de Céalculo e Analise.

Axioma do Supremo - AS. [Azioma de completude de nimeros reais]. Cada conjunto ndo vazio
de ntimeros reais que é limitado superiormente possui um supremo em R ([2], p39).

Teorema do Valor Intermediario de Bolzano - TVI. Seja I um intervalo e seja f : I — R
uma fun¢do continua em I. Se a,b € I e se k € R satisfaz que f(a) < k < f(b), entdo existe um
ponto ¢ € I entre a e b tal que f(c) =k (2], p138).

Teorema do Valor Médio - TVM. Supode-se que f seja uma funcao continua em um intervalo
fechado I = [a,b], e que f seja derivavel no intervalo aberto (a,b). Entéo, existe pelo menos um
ponto ¢ € (a,b) tal que

([2], p173).

3. Diagnéstico

Intui¢ao ou rigor nao sao termos excludentes no que concerne a estratégias de ensino de Calculo.
E bem possivel lancar mao da intuicdo geométrica com fins pedagogicos e utilizar, em momentos
apropriados, o rigor matematico. Exibir um contexto claro, seja com intuigao, seja com rigor, é
essencial em termos didaticos. O diagnostico que se faz em livros de Célculo é o de que justificativas
geomeétricas e intuitivas do TVI e TVM acabam por nao indicar o real significado desses teoremas.
Entende-se que se faz necessario dizer sobre axiomas de completude e sobre o método dedutivo,
para que os desenvolvimentos do século XIX e inicio do XX possam ser compreendidos e que,
consequentemente, se entenda o porqué das demonstragoes. Mais ainda, a auséncia de axiomas de
completude em livros de Calculo faz com que alguns conceitos matematicos fiquem velados, por
conta, principalmente, da auséncia de caminhos claros nas demonstragoes de teoremas no sistema
de nimeros reais.

Richard Dedekind (1831-1916) observa, em seu livro Essays on the theory of numbers - Continuity
and Irrational Numbers - The Nature and Meaning of Numbers:

6No Capitulo 11 do livro Contradictions, from Consistency to Inconsistency, os autores indicam novos axiomas
de completude para o sistema de nameros reais [20].

"Ha também o Azioma da Escolha, pertencente ao dominio da Légica, conforme citado por Jean Dieudonné (71,
p6).
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In discussing the notion of the approach of a variable magnitude to a fixed limiting
value, and especially in proving the theorem that every magnitude which grows con-
tinually, but not beyond all limits, must certainly approach a limiting value, I had
recourse to geometric evidences.(...). For myself this feeling of dissatisfaction (...).
I should find a purely arithmetic and perfectly rigorous foundation for the principles
of infinitesimal analysis ([6], pp1-2)°.

Fica clara a insatisfacdo de Dedekind com a aceitacdo de fatos 6bvios na matemaética sem que
sejam precedidos de uma demonstracao rigorosa. Essa insatisfagdo levou-o a elaborar um método
para construir o conjunto dos nimeros reais, hoje em dia conhecido como cortes de Dedekind ([10],
pl77).

Nao s6 Dedekind, mas outros matematicos também buscaram o rigor na matematica. B. Bolzano,
em 1817, foi um dos precursores na identificacao da importancia dos nimeros reais na matematica.
Para ele, o TVM, geometricamente evidente, carecia de uma demonstragao rigorosa ([17], p123).
Mas nao somente o TVM, o Teorema do Valor Intermediario também ocorre em livros de Célculo
com justificativas intuitivas, sem comentérios sobre sua importancia no desenvolvimento da era do
rigor em matematica. No livro Analysis by Its History, E. Hairer e G. Wanner comentam sobre o
Teorema do Valor Intermediario:

This theorem appears geometrically evident and was used by Euler and Gauss without
scruples (...) Only Bolzano found that “rein analytischer Beweis” was necessary to
establish more rigor in Analysis and Algebra ([10], p206)°.

O Teorema do Valor Intermediério ocorre, em muitos livros, sob a forma geométrica delineando
apenas suas caracteristicas intuitivas. E comum observar, sobre o TVI, a seguinte frase: “.. &
um teorema que nos diz que é possivel desenhar uma fungio sem tirar o ldpis do papel.” Ou seja,
fatos obvios sdo elencados sem, em contrapartida, a exposicdo de que sao teoremas que induziram
a transformacoes na histéria da matematica. Como ja citado, B. Bolzano foi um dos primeiros
cientistas a perceber que essa intuicao necessita de um tratamento mais rigoroso.

Neste artigo, escolheram-se esses dois teoremas, TVI e TVM, haja vista que, em suas defini¢oes, ha
um forte entendimento intuitivo e, de certa forma, sob a 6tica do leitor iniciante em matematica,
dispensam demonstragio, pois sao autoevidentes. H. Teismann [22], num artigo sobre axiomas de
completude, denomina os teoremas que podem ser considerados os quatro pilares do Calculo, a
saber, Teorema do Valor Intermedidrio, Teorema do Valor Médio, Teorema do Valor Extremo e
Teorema de Darbouz.

In fact, one first-year student recently told me that her high school teacher had cal-
led these statements® “silly theorems”, presumably because they are so obvious/self-

8 Ao discutir a nog¢do de aproximagio de uma magnitude variavel para um valor de limite fixo, e especialmente
ao provar o teorema de que cada magnitude que cresce continuamente, mas nao além de todos os limites, deve
certamente aproximar-se de um valor fixo, eu tive que recorrer a evidéncias geométricas (...). Para mim esse
sentimento de insatisfacdo (...). Eu deveria achar uma base puramente aritmética e perfeitamente rigorosa dos
principios de analise infinitesimal (Tradugao do autor)

9Fsse teorema aparenta ser geometricamente evidente e foi utilizado por Euler e Gauss sem escripulos (...)
Somente Bolzano entendeu que “uma Prova puramente analitica” era necessaria para estabelecer mais rigor na
Analise e algebra (Tradugdo do autor).
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evident that only “silly” mathematicians would make any fuss about them ([22],
p103)'°.

A nota de rodapé “ 2

nessa citagao é a seguinte:
Most likely, referring only to the first three, as Darboux’s Theorem is almost never
mentioned in high school'!.

No entanto, essa caracteristica de autoevidéncia é exatamente o que motivou os desenvolvimentos
nos fundamentos da matematica [14] de forma a se ter hoje em dia o sistema de ntumeros reais. H.
Teismann completa:

The fact that these “silly theorems” turn out to be equivalent to the completeness of
the real numbers may offer a philosophical “explanation” as to why they almost seem
to be too obvious. After all, the completeness of the reals itself appears completely
self-evident and only becomes “a problem” when somebody (like B. Bolzano [4]) sets
out to prove self-evident facts such as the Intermediate Value Theorem. In fact,
Bolzano appears to have been the first to recognize the connection between the Inter-
mediate Value Theorem and completeness. He also regarded the Intermediate Value
Theorem as so self-evident that its mere confirmation would not have warranted a

proof [4], ([22], p103)"*.

A referéncia [4] nessa citagio refere-se ao texto de B. Bolzano, traduzido em [21]*%.

Nao é somente o Teorema do Valor Intermedidrio que gera problemas com intuicao e geometria;
hé outros, entre eles cita-se o Teorema do Valor Médio, que é também muito forte na intuigao
geométrica. Sobre isso, Felix Klein escreve:

10Na verdade, um estudante do primeiro ano me disse recentemente que seu professor de escola secundaria tinha,
chamado estas afirmacdes? de “teoremas bobos”, presumivelmente porque eles sdo tdo 6bvios/autoevidentes que
somente matematicos “bobos” fariam qualquer alvorogo sobre eles (Tradugao do autor).

I Muito provavelmente, referindo-se aos trés primeiros, ja que o Teorema de Darboux quase nunca é mencionado
no ensino médio (Tradugdo do autor).

120 fato de esses “teoremas bobos” virem a ser equivalentes & completude de nimeros reais pode oferecer uma
“explicagao” filosdfica a respeito do porqué de parecerem tao 6bvios. Afinal de contas, a completude dos reais
parece totalmente autoevidente e s6 se torna “um problema” quando alguém (como B. Bolzano [4]) resolve provar
fatos autoevidentes, tais como o Teorema do Valor Intermediario. Na verdade, Bolzano parece ter sido o primeiro a
reconhecer a conexao entre o Teorema do Valor Intermediario e completude. Ele também considerava o Teorema do
Valor Intermediario como téo autoevidente que sua mera confirmag¢do no teria garantido uma prova [4] (Tradugao
do autor).

13[...] while the geometrical truth to which we refer here is [...] extremely evident, and therefore needs no proof in
the sense of confirmation, it nonetheless needs justification. For its component concepts are obviously so combined
that one cannot hesitate for a moment to say that it is not one of those simple truths which are called basic

propositions, or basic truths [...]. It is a theorem or consequent-truth [...] and, therefore, [...] it must be proved
by derivation from these other truths ([22], p103) (Tradugdo do autor: [...] enquanto a verdade geométrica & qual
nos referimos aqui é [...] extremamente evidente, e portanto, ndo necessita de prova no sentido de confirmagao,

nao obstante, ela necessita de justificagdo. Pois seus conceitos componentes sdo obviamente tdo combinados, que
nao podemos hesitar por um momento em dizer que ndo se trata de uma daquelas verdades simples, chamadas de
proposigoes bésicas, ou verdades basicas [...]. € um teorema ou uma verdade consequente |...| e, portanto, |...] deve
ser provado por derivagdo, de acordo com outras verdades béasicas |...].)
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How can I give an exact proof of the mean value theorem, without appealing to geo-
metric intuition? (...) For this reason such rigorous proof had to wait for Weiers-
trass and his followers, to whom, also, we owe the spread of the modern arithmetic
concept of the number continuum ([13], p213)**.

Esse teorema, por sua vez, como descrito em [2] € um “lobo na pele de cordeiro”™

In fact, the Mean Value Theorem is a wolf in sheep’s clothing and is the Funda-
mental Theorem of Differential Calculus (2], p174)*°.

Nao se pretende, neste texto, defender ou criticar o teorema do valor médio'®, mas sim indicar a
pluralidade de estratégias matematicas, pedagogicas que sejam, vidveis a uma exposi¢ao coesa. Sao
teoremas que ocorrem em livros de Célculo e cuja “demonstracao”’, quando exibida, segue a intuigao
geométrica na maioria das vezes, ou seguem métodos dedutivos via axiomas de completude em raras
ocasioes. Mais ainda, em alguns livros, “nas entrelinhas", fica subentendido que a importancia
desse teorema estd somente em sua interpretacao geométrica. KEsses dizeres, que justificam a
intuicao e geometria, ao serem ditos aos alunos, podem nao lhes mostrar a trajetoria importante,
de Bolzano e seus contemporaneos, por exemplo, em buscar precisao em matematica.

Da forma como intuicao e geometria sao apresentadas nos livros de Calculo, diga-se de passagem,
como motores propulsores, um cuidado mais intenso deve-se ter para que nao se confundam a
esséncia dos conceitos matematicos com a facilidade que se pode ter em transmiti-los. As vezes
pode ser mais apropriado seguir o rigor do que a intuigao, pois o aluno precisa saber do século
XVIII, do periodo de descobertas, do periodo de intimeras interrogacoes acerca de transforma-
¢Oes matematicas [14]. O aluno pode muito bem conhecer as trajetorias historicas que fizeram
com que essa intuicao “generosa', salvo olhares atentos, indicasse credibilidade nos teoremas sem
questionamentos sobre rigor.

O diagnéstico'” nos livros pautou-se apenas pela presenca de axiomas de completude e demonstra-
coes dos TVI e TVM, observando a existéncia, ou nao, da caracterizagao do sistema de ntimeros
reais como sendo um corpo ordenado completo. Ha outros pontos a serem observados que decorrem
dessas mesmas observagoes, tais como o conceito de integrais, o conceito de fungoes etc., mas que
nao foram tratados neste texto. Além disso, o diagnostico foi feito no momento da escrita deste
artigo, nao se sabe se em outros momentos esse cenario e diagnéstico poderao se alterar.

14Como podemos fornecer uma prova exata do teorema do valor médio, sem apelar para a intuicio geométrica?
(...) Por essa razao, essa prova tao rigorosa teve que esperar por Weierstrass e seus seguidores, aos quais, também,
nos devemos a disseminacao do conceito da aritmética moderna de nimero continuo. (Tradugdo do autor).

15 De fato, o Teorema do Valor Médio ¢ um lobo na pele de cordeiro e é o Teorema Fundamental do Calculo
Diferencial (Tradugao do autor)

160s artigos de L. Bers e L. W. Cohen, por exemplo, indicam caminhos que, segundo eles, podem ser trilhados
sem um foco excessivo no teorema do valor médio [3] e [5].

17Nesse diagnostico foram analisados livros de Calculo (véarios deles) que comumente ocorrem nas referéncias
bibliograficas dos cursos de Céalculo no Brasil. Deve-se notar que nao foi feita uma analise estatistica baseada numa
grande amostra de dados. Abre-se espago, desse modo, como parte de trabalhos futuros, que uma anélise estatistica
detalhada seja elaborada fundamentada em “todos” os livros de Calculo publicados no Brasil e, quiga, no exterior.
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4. Cenario para uma matematica nao fragmentada

O objetivo nesta se¢ao é expor um cendrio que facilite a visualizagdo do Calculo (e extensivamente,
a Analise Matematica) como um sistema logico-dedutivo. O ganho dessa exposicao é o de tornar-se
possivel analisar com mais profundidade seus teoremas e obter ferramentas mateméaticas necessérias
para avancar em cursos nos quais esse ferramental é pré-requisito. Além disso, abre-se espago
para que o aluno possa se aventurar na busca por novas demonstragoes e novos caminhos para
a obtengao da demonstracido desses teoremas (e possivelmente de outros). Com isso, estima-
se que seja possivel uniformizar a relacao intuigao-rigor. Ha condigoes, desse modo, para que
estratégias pedagogicas sejam elaboradas com vistas ao rigor e & intuigao. Na sequéncia, expoe-se
um cenario que identifica o sistema de ntmeros reais como sendo um corpo ordenado completo,
no qual os axiomas de completude exercem um papel importante na caracterizacao dos processos
logico-dedutivos. Nesta secao escolhem-se dois teoremas para fazer parte desse cenario: o Teorema
do Valor Intermediario e o Teorema do Valor Médio. Esses sao dois teoremas que, segundo o
diagnoéstico na segao anterior, sao expostos nos livros levando em conta, na maioria das vezes,
apenas a intuicao geométrica. Ou seja, leva-se em conta o 6bvio, conforme relatos obtidos em
estudos com foco na génese da descoberta desses conceitos. O que se expoe nos livros, com fins
didaticos, acredita-se, é de certa forma apenas uma pequena parte dos problemas e “angustias”
matematicas que marcaram determinadas épocas. A exposicdo ipsis litteris desses conceitos e
descobertas matematicas pode ser ttil sob a otica de estudos da Historia da Matematica (ou
Historia da Ciéncia) e também da Epistemologia, mas nao sob a o6tica da busca de ferramental
matematico necessario ao fazer matematica e aos aspectos pedagogicos. Ou seja, é preciso refletir
sobre o melhor cenério de exposicao, se o objetivo é pedagogico, ou se é fazer matematica.

O cenario ora exposto leva em conta os axiomas de corpo e de ordem, bem como o axioma de
completude, classico em textos de Anéalise, popularmente conhecido como axioma do supremo. A
demonstracao de apenas alguns teoremas € feita, principalmente, daqueles teoremas que compoem
a demonstracao do Teorema do Valor Intermediario e do Teorema do Valor Médio.

4.1. Teoremas relacionados ao TVI e ao TVM

Nesta se¢ao, exibem-se os teoremas que serao utilizados nas demonstragoes do TVI e do TVM. Por
serem classicos, apenas para alguns deles as demonstragoes serao feitas (uma adaptagao, em alguns
casos, daquelas expostas em [2]). Para os outros teoremas seguem as demonstragoes contidas no
excelente livro Introduction to Real Analysis de Robert G. Bartle e Donald R. Sherbert. Assume-
se, como hipotese, o sistema de nimeros reais, tal como exposto em [2]. O objetivo principal é
mostrar a dependéncia de teoremas, mostrar o processo dedutivo que é utilizado para compor as
demonstracoes dos TVI e TVM. Nao é objetivo expor, tal como esta escrito, a sequéncia completa
de formagao dos Teoremas do Valor Intermediario e Valor Médio, mas sim alguns teoremas, os
mais significativos para a composi¢ao do TVI e do TVM.

Axioma 1. Azioma do Supremo - AS [Axioma de completude de numeros reais|. Cada
conjunto ndo vazio de nimeros reais que € limitado superiormente possui um supremo em R ([2],

p39).

Teorema 1 (Propriedade de Arquimedes). (/2/, p42). Se x € R, entdo existe n, € N tal que
< Ng.
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Teorema 2 (Propriedade dos Intervalos Encaixantes - IE). (/2], p48). Se I, = [an, by] paran € N
€ uma sequéncia encaixante de intervalos fechados e limitados, entdo existe um nimero £ € R tal
que & € I, para todo n € N.

Demonstragdao. Desde que os intervalos sdo encaixantes, tem-se que I,, C Iy para todon € N e
também que a, < b; para todo n € N. Portanto, o conjunto de ntimeros reais néo vazio A =
{an | n € N} & limitado superiormente, e assim existe, pelo axioma de completude (axioma do
supremo), um nimero real & = sup(A). E 6bvio que a,, < ¢ para todo n € N. Mostra-se que
¢ < b, para todo n € N. O objetivo é mostrar que para qualquer n em particular, o ntmero b, é
um limitante superior para o conjunto {ay | k¥ € N}. Para isso consideram-se os casos:

i) Se n < k, entao desde que I C I, tem-se que ai < by < b,,.

ii) Se k < n, entdo desde I, C I, tem-se que a; < a, < by,.

Assim, conclui-se que a; < b, para todo k, assim como b, é um limitante superior do conjunto
{ar | k € N}. Portanto, £ < b,, para cada n € N. Desde que a,, < £ < b,, para todo n € N, tem-se
que ¢ € I, para todo n € N. O

Teorema 3. ([2], p63). Uma sequéncia convergente de nimeros reais é limitada.

Teorema 4. ([2], p64). (a) Sejam X = (z,) e Y = (yn) sequéncias de nimeros reais que
convergem para x ey, respectivamente, e seja ¢ € R. Entao, as sequéncias X +Y, X - Y, XY
e cX convergem para x +y, x — Yy, T.y € cx, respectivamente. (b) Se X = (x,) converge para x
e Z = (zn), € uma sequéncia nao nula de nimeros reais que converge para z e se z # 0, entdo a

. ) X T
sequéncia quociente 7 converge para —.
z

Teorema 5. ([2], p65). Se X = (x,

) € uma sequéncia convergente de nimeros reais e se T, > 0
para todo n € N, entdo x = lim(z,) > 0.

Teorema 6. (/2/, p65). Se X = (z,) e Y

= (yn) sdo sequéncias convergentes de mimeros reais e
se &y, < yn para todo n € N, entdo lim(z,) <1i

m(yn)-

Teorema 7. ([2], p66). Se X = (z,) é uma sequencw convergente de nimeros reais e se a <
xn < b para todo n € N, entao a < lim(x,) <

Teorema 8. ([2/, p66). Sejam X = (x,),Y = (yn) € Z = (z,) sequéncias de nimeros reais tais
que T, < yn < z, para todo n € N, e que lim(z,) = lim(z,). Entio Y = (y,) € convergente e
lim(z,) = lim(y,) = lim(z,).

Teorema 9 (Teorema da Convergéncia Monotona). ([2], pp71-72). Uma sequéncia mondtona de
nimeros reais € convergente se e somente se ela é limitada. Além disso:

a) Se X = (z,) é uma sequéncia limitada crescente entio lim(z,) = sup{z,, | n € N}.

b) SeY = (yn) € uma sequéncia limitada decrescente entdo lim(y,) = inf{y, | n € N}.

Teorema 10 (Teorema da Subsequéncia Monétona). (/2/, p80). Se X = (x,,) € um sequéncia de
numeros reais, entao existe uma subsequéncia de X que € mondtona.
b
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Teorema 11 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). ([2/, p81). Uma sequéncia limitada de nimeros
reais tem uma subsequéncia convergente.

Teorema 12. ([2], p115). Seja A C R, seja f: A — R e seja ¢ € R um ponto de acumulagdo de
A. Se

lim f >0 [respectivamente, lim f < 0],
T—c T—c

entdo existe uma vizinhanga Vs(c) de ¢ tal que f(x) > 0 [respectivamente, f(x) < 0] para todo
z € ANVs(e) com x # c.

Teorema 13 (Teorema do limitante). (/2], p135). Seja I = [a,b] um intervalo fechado e limitado
e seja f: I — R uma fungao continua em I. Entao f € limitada em 1.

Teorema 14 (Teorema do méximo e minimo). (/2/, p136). Seja I = [a,b] um intervalo fechado
e limitado e seja f : I — R uma func¢ao continua em I. Entao f tem um mdzrimo absoluto e um
minimo absoluto em 1.

Teorema 15 (Teorema de Localiza¢ao de Raizes - LR). (/2], p1587). Seja I = [a,b] eseja f: T — R
uma fungdo continua em I. Se f(a) < 0 < f(b), ou se f(a) > 0> f(b), entdo existe um nimero
c € (a,b) tal que f(c) =0.

Demonstragao. Assume-se que f(a) < 0 < f(b). Gera-se uma sequéncia de intervalos por meio
de sucessivas bissecgoes. Seja Iy = [aj,b;], onde a1 = a e by = b com p; = ‘“;rbl o ponto médio
de I;. Se f(p1) = 0 entdo toma-se ¢ = p; e o teorema estd provado. Se f(p1) # 0, entdo ou
f(p1) >0o0u f(p1) <0. Se f(p1) > 0, entao faz-se as = a1, ba = p;1, enquanto se f(p1) < 0, entdo
faz-se as = p1 e by = b;. Em quaisquer casos, faz-se Iy = [ag, b2], e tem-se I C I e f(az) <0 e
f(ba) > 0. Continua-se esse processo de bissecgdo. Supde-se que os intervalos I, I, ..., I tenham
sido obtidos de modo anélogo, por sucessivas bissecgoes. Entao, tem-se que f(ar) < 0e f(bx) > 0,
e fazemos py = % Se f(pr) = 0, toma-se ¢ = py, e o processo termina. Se f(pg) > 0, entdo seja
ak+1 = ag € bp41 = px, enquanto se f(pr) < 0, seja axr1 = px € brr1 = bg. Em quaisquer casos,
faz-se Iy41 = [ak_H, bk+1]; entdo Ixy1 C Ix e f(ags1) <0e f(bre1) > 0.

Se o processo terminar com um ponto p, tal que f(p,) = 0, entdo o processo termina. Se o
processo nao terminar, entao obtém-se uma sequéncia de intervalos encaixantes limitada e fechada
I, = [an, by], tal que para cada n € N se tem

flan) <0e f(bn) > 0.

Além disso, desde que os intervalos sdo obtidos por repetidas bissecgoes, o comprimento de I, é

igual a b, — a, = an_—,“l. Isso segue da Propriedade de Intervalos Encaixantes - IE que existe um

ponto ¢ € I, para todo n € N. Desde que a,, < ¢ < by, para todo n € N e que lim (b, — a,) =0,
n—oo

segue que lim a, =c= lim b,. Desde que f é uma funcao continua em x = ¢, tem-se que:
n—oo n—oo

lim f(a,) = f(c) = lim f(by).

n—oo n—oo

O fato de que f(a,) < 0 para todo n € N implica que

fle) = lim (f(an)) <0.

n—roo
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Também, o fato de que f(b,,) > 0 para todo n € N implica que
fle) = lim (f(bn)) = 0.

n—oo
Portanto, conclui-se que f(c) = 0. Consequentemente, ¢ é uma raiz de f. O

Teorema 16 (Teorema do Valor Intermediario de Bolzano - TVI). ([2/, p158). Seja I
um intervalo e seja f : I — R wma funcdo continua em I. Se a,b € I e se k € R satisfaz que
fla) < k < f(b), entao existe um ponto c € I entre a e b tal que f(c) = k.

Demonstragao. Suponha que a < b e que g(z) = f(z) — k. Assim, g(a) < 0 < g(b). Pelo teorema
de Localizacao de Raizes - LR, existe um ponto ¢ com a < ¢ < b tal que 0 = g(c) = f(c) — k.
Portanto f(¢) = k. Se b < a, entao seja h(x) =k — f(x) tal que h(b) < 0 < h(a). Portanto existe

um ponto ¢ com b < ¢ < a tal que 0 = h(c) =k — f(c), logo f(c) = k. O
Teorema 17 (Teorema do interior extremo). ([2/, p172). Seja ¢ um ponto interior de um intervalo
I =a,b] no qual f : I — R tem um extremo relativo. Se a derivada de f em c existe, entao
f'(e) = 0.

Teorema 18 (Teorema de Rolle). ([2], p172). Suponha que f é uma fun¢ao continua em um
intervalo fechado I = [a,b], que a derivada f' existe em cada ponto do intervalo aberto (a,b) e que
f(a) = f(b) = 0. Entao existe pelo menos um ponto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Teorema 19 (Teorema do Valor Médio). ([2/, p173). Suponha que f seja uma fun¢do continua
em um intervalo fechado I = [a,b], e que f seja derivdvel no intervalo aberto (a,b). Entao, existe
pelo menos um ponto ¢ € (a,b) tal que

A hipotese do teorema de Rolle é satisfeita por ¢, uma vez que ¢ é continua em [a, b], diferenciavel
em (a,b) e ¢(a) = ¢(b) = 0. Portanto, existe um ponto ¢ € (a,b) tal que

f() — f(a)
b—a

Portanto, f(b) — f(a) = f'(c)(b— a). O

0=d/(c) = f(e) -

O objetivo principal nesta se¢ao é expor um cenario, associado ao TVI e ao TVM, para mostrar que
o Calculo pode ser visto também como um sistema logico-dedutivo, sem se perder em excessos de
rigor. Abre-se espago, desse modo, para que estratégias pedagogicas sejam elaboradas com vistas ao
rigor e & intuicdo. As seguintes arvores de dependéncia (A — B significa que na demonstragao de B
utiliza-se de A) expoem a complexidade de teoremas, vistos como evidentes, mas cuja demonstragao
exige o conhecimento do sistema de ntimeros reais.
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Cenario para o TVI. Uma arvore de formagao para o Teorema do Valor Intermediario.

1- AS

Cenéario para o TVM. Uma arvore de formacao para o teorema do valor médio.

19 - TVM

|

18
17 13 14
1 7 11

4 6 8 10

N
k | /Hl

A arvore de formagao do TVM é uma das inimeras possibilidades de dedugao desse teorema, que
segue, neste texto, com numeracdo propria, os teoremas apresentados em [2]. Ao se alterarem
os axiomas de completude, alteram-se as dependéncias dos teoremas que funcionam como nés na
arvore. Qual é a arvore mais “econdémica’ com que se pode atingir o TVI, ou o TVM? Intme-
ras perguntas podem ser elaboradas pelos alunos, e todas elas acabam por se relacionar ao real
processo histérico em que se tornam claros a génese do surgimento do conceito e seu processo
de desenvolvimento histoérico. E importante notar que cabe ao docente a escolha da estratégia
pedagogica a ser adotada em cursos de Célculo. A exposigao de cenarios em que leva em conta a
esséncia da construgao de conceitos (e das demonstragoes de teoremas) ndo implica geﬂ o aluno
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esté diante de um curso de Anélise Matematica. O que se propoe com as discussbes acima é sim-

plesmente exibir cenarios, contextos, em que esteja claro o porqué do surgimento de um conceito

matematico, o porqué das demonstracoes de teoremas, e, por conseguinte, o porqué dos processos
YR IN13

de transformagao. A escolha entre “exibir”, “indicar” ou “demonstrar” faz parte do cenario, diga-se
contexto, escolhido para compor uma aula de Calculo.

5. Conclusao

Exibiu-se uma discussao acerca do sistema de nameros reais utilizados nos cursos de Célculo.
Defende-se a importancia da intuigao geométrica, seja como meio de desenvolvimento matematico,
seja como estratégia pedagogica. No entanto, deve-se ter clareza na distingao entre a intuicdo e
geometria como parte de interrogacoes historicas, e intuigao e geometria como parte de estratégias
pedagdgicas. Isso é tao importante quanto diferenciar uma demonstragiao matemética (uma dedugao
num sistema axiomatico) de sua contraparte intuitiva, sem rigor mateméatico. Falta de clareza
implica possiveis erros de compreensao de conceitos e possiveis olhares para o Calculo (e Anélise
Matemaética) como um amontoado de teoremas sem conexao. O exemplo da arvore de formagao
do TVI e do TVM mostra essa perspectiva. Intuicao ou rigor? Essa é a questao deste artigo.

Para levantar questionamentos, invocam-se os Teoremas do Valor Intermediario e do Valor Médio,
ambos com forte apelo intuitivo, os quais facilmente percorrem o caminho de justificativas 6bvias
em detrimento de demonstragoes. Propoe-se que o sistema de niimeros reais seja exposto nos livros
de Calculo, nao com o objetivo de se trabalhar num sistema preciso de demonstragoes tal como a
Anélise Matemética, mas sim com o objetivo de indicar os problemas que levaram anos para ser
resolvidos, os quais, se encarados apenas com intuicao e geometria, perdem a razao da existéncia.
Dois cenéarios sao expostos relacionados aos dois teoremas TVI e TVM para mostrar que ambos
advém de outros teoremas por meio de um sistema dedutivo, inseridos no sistema de nimeros reais.
Com isso, estima-se que os leitores possam absorver com mais facilidade a ideia de que os axiomas
de completude servem para caracterizar a existéncia do sistema de ntmeros reais.

E claro que essa existéncia parte do pressuposto da aceitacdo, de alguma forma, da ideia de
infinitésimos, da ideia de uma nova aritmética, tal como indicado por Felix Klein [12]. Sobre
infinitésimos, talvez seja interessante refletir sobre os dizeres de Felix Klein [13] a respeito do livro
Lehrbuch der Ezperimentalphysik,'® do autor Adolph Wiillner (1907).

I urge you to read this introduction with the eye of the mathematician and to reflect
upon the absurdity of suppressing infinitesimal calculus in the schools because it is

too difficult (...)([15], p217).*°

Cabe a cada professor fazer a escolha pedagogica apropriada. Nao se defende neste texto que
os cursos de Calculo transformem-se em cursos de Anélise Matematica, mas que sejam indicados
aos alunos os processos transformadores da matemaética, os quais acarretam desenvolvimentos
matematicos e tecnologicos.

What is the caleulus? (...). The calculus can be fruitfully viewed and effectively
taught as a set of intuitively understood problem-solving techniques, widely appli-

18Manual de Fisica Experimental (Tradugio do autor).
19Fu insisto que vocés leiam esta introducdo com o olhar do matemaético e reflitam sobre o absurdo de suprimir
o célculo infinitesimal nas escolas porque ele é muito dificil (...)(Traducéo do autor).

63 @= sBm

'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Revistacleénica da ociedade Brsieiadeitemtic Magossi

cable to geometry and to physical systems. (...)The calculus is something else as
well, however: a set of theorems, based on precise definitions, about limits, conti-
nuity, séries, derivatives, and integrals. (...) These two different aspects-use and
justification- of the calculus, simultaneously coexisting in the modern subject, are in
fact the legacies of two different historical periods: the eighteenth and the nineteenth
centuries ([9], p1).?"

Neste texto, indicou-se apenas um cenario entre os muitos possiveis acerca da discussao sobre
sistema dedutivo. O objetivo é exatamente o incentivo aos processos de dedugéo que de certa forma
constroem a analise matematica. Ha outros exemplos de processos de transformacgao semelhantes ao
exposto neste texto. Pode-se citar o caso do desenvolvimento das integrais de Henstock-Kurzweil,
em que, a partir de “simples” alteracoes na defini¢ao das partigoes em somas de Riemann, obtém-se
uma nova definicao de integrais, generalizadas, que englobam uma classe muito maior de fungoes
integraveis [8].
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