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Algebra e teoria dos nimeros para olimpiadas

Ana P. Chaves

Resumo

No texto a seguir, iremos nos debrucar sobre problemas de varias olimpiadas de Matematica, tanto
nacionais como internacionais, com foco nos que abordam temas de algebra e Teoria dos Nimeros.
O objetivo principal é estimular o envolvimento de alunos e professores em tais competigoes,
discutindo solugoes e propondo problemas.

Palavras-chave: Olimpiadas de matematica; algebra; teoria dos nimeros.

1. Olimpiadas: Um pouco de histéria

As Olimpiadas de Matematica, como conhecemos atualmente, sdo disputadas desde 1894, quando
foram organizadas algumas competicoes na Hungria. A partir dai, competicGes similares espalharam-
se pelo leste europeu, culminando, em 1959, com a organizacao da 1¢ Olimpiada Internacional de
Matematica (IMO), na Roménia, com a participagdo de apenas 7 pafses daquela regido. Deste
entdo, a competicdo tem se expandido, e em 2017, pela primeira vez realizada no Brasil, a 58%
IMO contou com a participagdo de 623 estudantes de 112 paises de cinco continentes.

No Brasil, a Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) organiza desde 1979 a Olimpiada Brasileira
de Matematica (OBM), chegando hoje & sua 412 edigdo. Ao longo dos anos, vérias olimpiadas
regionais surgiram, entre elas, a Olimpiada de Matematica do Estado de Goids (Omeg), realizada
desde 1992 pelo IME-UFG. A ideia central dessas competicoes é estimular o estudo da Matematica
pelos alunos, desenvolver e aperfeicoar a capacitagdo dos professores, influenciar na melhoria do
ensino, além de descobrir jovens talentos.

Virios ex-medalhistas da IMO, como Artur Avila, Grigory Margulis, Jean-Christophe Yoccoz,
Laurent Lafforgue, Stanislav Smirnov, Terence Tao, Su-charit Sarkar, Grigori Perelman, Ngo Bao
Chau e Maryam Mirzakhani, tornaram-se matemaéticos exepcionais, sendo premiados com a me-
dalha Fields, prémio maximo da Matematica mundial.

2. Problemas de algebra

A &lgebra tem um papel fundamental, ndo apenas na Matematica, mas também em outros varios
ramos da ciéncia. Sem a algebra, ndo haveria uma linguagem uniforme para se expressar conceitos
como a aritmética ou propriedades dos nimeros. Portanto, é de extrema importancia conhecer
bem essa linguagem para ser capaz de compreender bem outras areas da Matematica, tais como
Teoria dos Ntmeros, Combinatéria e até Geometria. Os problemas a seguir discutirdo técnicas
importantes que também sao aplicaveis a outros tantos problemas de Olimpiada. _
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2.1. Problema 1

(OBM 2010) Sejam a,b e c ntimeros reais tais que a # b e a?(b + ¢) = b2(c + a) = 2010.
Calcule c?(a + b).

Solugdo: Primeiro, note que de a?(b + ¢) = b*(c + a), obtemos

a’(b+c) = b (c+a)
a’b—b%a+a—b¢ = 0
abla—b)+cla+b)(a—b) = 0
(a—b)(ab+bc+ca) = 0.

Como a # b, a ultima igualdade dd-nos ab + bc + ca = 0. Agora, usando que b?(c + a) = 2010,
tomando o valor desejado c?(a + b) = k e subtraindo ambos, conseguimos

2010 —k = b%c—c?b+b%a—cla
= be(b—c)+alb+c)(b—rc)
= (b—c)(ab+ bc+ ca).

Mas como ja haviamos conseguido ab + bc 4+ ca = 0, isso nos da que o lado esquerdo da ultima
igualdade acima é igual a zero, donde c?(a + b) = k = 2010.

2.2. Problema 2

(Roménia 2006) Encontre todos os niimeros reais a e b satisfazendo

2@+ 1)(b*+1) = (a+1)(b+1)(ab+1).

Solugao: Usando produtos notaveis, vamos desenvolver a equagdo dada no problema:

202 +1)(B2+1) = (a+1)(b+1)(ab+1)
2(a?b? +a?> +b2+1) = (ab+a+b+1)(ab+1)
20262 +2a% + 202 +2 = a?b?® + a®b + ab® + 2ab

+a+b+1,

e isolando a no lado esquerdo da tultima igualdade, da-nos
a?(b> —b+2)—ab®>+2b+1) + 20> —b+1=0,
que podemos interpretar como uma equagao do 22 em a, cujo discriminante (A) é:
A = (b+1D)* =42 —b+2)(202—b+1)
—7b* + 166 — 18b% + 16b — 7.
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Esse polinémio possui duas caracteristicas interessantes. A primeira, que nés nido vamos utilizar,
é que ele é um polinémio reciproco de 42 grau e 1% espécie, ja que a leitura dos seus coeficientes
feita da esquerda para a direita coincide com a leitura feita da direita para a esquerda. A segunda
é que b = 1 é uma raiz desse polindmio, ja que a soma dos seus coeficientes é igual a 0. Isso nos da

A = —Thr 4T3 +9b3 —9h%2 — 902 + O+ TH—7
—Tb3(b— 1) + 9b2(b— 1) — 9b(b — 1) + T(b— 1)
= (b—1)(—=7b>+9b> —9b+ 7).

Novamente, o segundo fator desse tltimo produto tem a soma dos seus coeficientes igual a zero,
donde b = 1 também é raiz do mesmo, e escrevendo —7b% +9b2 —9b+7 = (b —1)(—7b% +2b—7),
obtemos

A=(b—-1)2(=T02+20—T7).

O discriminante de —7b% 4 2b— 7 é negativo e, portanto, —7b>+2b—7 < 0, Vb. Como (b—1)? > 0,
Vb, segue que A < 0, Vb. Para a € R, devemos entao ter A = 0 e, portanto,b=1ea =1, que é a
Unica solugao.

2.3. Problema 3

(OMEG 2017) Encontre todos os nimeros naturais z tais que o produto dos seus
digitos (em notacdo decimal) é igual a 2> — 10z — 22.

Solucao: Seja z € N escrito como x = dydy...d; na base 10. Sabemos que os digitos d;, €
{0,1,2,...,9, para todo ¢ = 1,2, ..., k, com d; # 0. Sendo assim, temos que, denotando o produto
dos digitos por P =d, - dy - -+ - d},, as seguintes desigualdades sao validas:

deldQ...dk210k>d1-d2~----dk=P.

Assim, obtemos
r>P=22—-102—22= 2> - 112 —22 < 0.

Agora, observe que as tinicas solugdes naturais sdo {1,2,...,12}, e como o tnico desses nimeros
que satisfaz P = 22 — 10z — 22, ¢

122-10-12—-22=2=1-2,
donde concluimos que x = 12 ¢é a tnica solugdo.
2.4. Problema 4

(Bulgdria 1997) Encontre todos os naturais a, b, c tais que as raizes das equacgdes

2 —2azx+b = 0
22 —2bx+c¢ = 0
22 —2x+a = 0

sejam todas nuimeros naturais.
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Solugdo: Sejam (x,z,), (r3,24) € (x5, xs) respectivamente as raizes das trés equagdes dadas.
Entao, pelas relagdes de soma e produto, temos que:

(1) Tty = 2a (In) rg+xzy = 2b (111 Ts+ T4 = 26.

Xy = b T3y = C Ty = Q

Suponha que todas essas raizes sdo pelo menos iguais a 2, i.e., z; > 2, Vi. Entéo,

2¢ = z1+2y < TT, = b
26 = x5+ < 234 = cC
2c = wytxg < T =

donde somando as pontas das trés desigualdades, obtemos 2(a+b+c¢) < a+b+¢, o que é impossivel
ja que a, b, c € N. Portanto, pelo menos uma das raizes deve ser igual a 1. Supondo, sem perda de
generalidade, que x; = 1, temos por (I):

1+z, = 2a

Lwe — p T 20-b=1.01V)

Agora, suponha x; > 2, para ¢ = 2,3,4,5,6. Entdo, de (II) e (III), conseguimos
2b+2c=(x3+xy) + (x5 +2g) <@g, + 2525 =c+a = 2(2a—1)+2c<c+a,

donde ¢ < 2—3a, o que é um absurdo para a,c € N. Portanto, pelo menos uma das raizes x5, x4, 5
ou x4 é igual a 1. Novamente, s.p.g., tome 23 = 1. Andlogo a (IV), temos 2b —c¢ =1 (V). Usando
novamente o mesmo argumento, suponha x5, xs > 2,

v
© o
2c<a = 2(2b—1)§? = 7b < 5. Absurdo!

Portanto, uma das rafzes, x5 ou x4, é igual a 1, donde segue 2¢ —a = 1 (VI). Finalmente, por
(IV)-(VI), obtemos,

2a—b—1)4+(2b—c—1)+(2c—a—1)=0 = a+b+c=3

e como a, b e ¢ sdo naturais, a tUnica solugdo para a igualdade acima é a =b=c = 1.

2.5. Problema 5

[4] (Vietnd 2008) Sejam z, y e z reais distintos ndo negativos. Mostre que

1 1 1
@—9? w27 " <zx>2) =4

(xy + yz + zx) (

Quando ocorre a igualdade?
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Solugao: Sem perda de generalidade, podemos supor que z > y > x > 0, j4 que sdo todos
distintos e ndo negativos. Assim, defina y =x + a, z =2 + a+ b, com a,b > 0, e substituindo do
lado esquerdo da desigualdade, dé-nos

M[3x2+2(2a+b)x+a(a+b)](a12er12+<a+1b)2>.

Entao, temos que

a(a +b) b?
b2 + ala +b)
lala +0)]” + (b%)°

= 2 >2+2=4.
* b%a(a +b) Zat
A igualdade ocorre se, e somente se, temos
322 4+2(2a+b)x = 0
ala+b) = b2,

que nos dd x = 0 e a(a + b) = b%. Nesse caso, temos y = a e z = a + b, donde b = z — . Portanto,
para a(a + b) = b?, temos yz = (z — y)?, dando-nos y? — 3yz + 22 = 0. Fazendo t = y/z € (0,1), a

3-V5

equacio anterior se reescreve como t2 — 3t + 1, dai t = EENGY Assim, z =0¢ % ==

2

2.6. Problemas Complementares
(3, 5, 6]

b2+b _
a?+a 4.

1. (OCM) Prove que ndo existem inteiros positivos a e b tais que

2. Seja D = a? + b? + ¢?, sendo a, b e c inteiros consecutivos e ¢ = ab. Mostre que v/ D é sempre
um inteiro impar.

3. (IMO) Mostre que
a b c

+ + >1
Va2 +8bc  Vb2+8ca V2 + 8ab
para todos a, b e ¢ reais positivos.

4. (AIME) Seja f(z) um polinémio com coeficientes reais tal que f(0) = 1, f(2) + f(3) = 125, e
para todo z, f(x)f(2z%) = f(22° + x). Encontre f(5).
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5.

10.

11.

(USAMO) Sejam a, b e c¢ reais positivos. Prove que

(a® —a? +3)(b° = b2 +3)(c® —c2+3) > (a+b+c)3.

. (INAMO) Determine todos os pares distintos de nimeros reais (z,y) tais que ambas as identi-

dades sdo verdadeiras:

100 _ /100 299 (3 — y)
200 00— 91995 g,

. (JBMO) Sejam z e y reais positivos tais que

22 + 3 + (z + y)? + 30xy = 2000.

Mostre que x 4+ y = 10.

. (CMO) Encontre todos os trios (z,y, 2) tais que quando qualquer um desses nimeros é adicio-

nado ao produto dos outros dois, o resultado é igual a 2.

. (IMTT) Prove que a equagio

2 +y? — 22 =1997

tem infinitas solugdes inteiras (z,y, z).

(USAMO) Encontre todas as solugdes naturais da equacio

a? 4+ b2 + % = a?b>.

(HMO) Sejam x, y, z reais distintos dois a dois, tais que

Prove que

- @= sBm
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3. Problemas de Teoria dos Numeros

Teoria dos Numeros é uma das areas mais antigas da Matematica. é onde se encontram intimeras
conjecturas, a priori simples, mas que estiveram sem solugao por séculos, e a Teoria dos Numeros
continua expandindo as fronteiras da pesquisa até hoje. Mesmo com a quantidade de problemas
resolvidos aumentando, também aumentam a quantidade de problemas em aberto, que podem
demorar anos e muito esforco para serem superados. Nos dias de hoje, a “demanda” dessa area
também cresceu em aplicagoes, tais como na Criptografia e na Ciéncia da Computacao.

Como sugere o nome, Teoria dos Niumeros é o estudo dos niimeros e suas propriedades. Uma parte
importante dessa vasta drea lida com solugoes inteiras de equagdes, ditas Equacdes Diofantinas
(em homenagem ao matemético grego Diofantus), com algumas consequéncias bastante interes-
santes sobre nuimeros primos e aritmética. Devido a sua natureza fundamentalmente algébrica,
as técnicas da Teoria dos Numeros dependem fortemente da “maquindria algébrica”, donde existe

uma, considerdvel intersecao entre as duas areas.

Os tépicos de Teoria dos Numeros tratados nos problemas a seguir sdo elementares, com foco
principalmente nas estratégias fundamentais que aparecem com frequéncia em problemas de niveis
iniciante e intermediario de Olimpiada. Todos o background necessario para a solu¢ao dos problemas
desta se¢io, pode ser encontrado nas excelentes referéncias [1, 2, 7, §].

3.1. Problema 1

(IMO 1975) Seja S(n) a soma dos digitos de n. Se N = 444444 A = S(N) e B = S(A).
Quanto vale S(B)?

Solugao: Pelo critério de divisibilidade por 9, sabemos que
N = A = B (mod 9). Primeiro, vamos calcular o resto de N por 9. Como
4444 = 16 = 7 (mod 9), entdo 4444414 = 744 (mod 9), donde precisamos encontrar o resto
de 74444, Note que, 72 = 49 = 4(mod 9) = 7° = 28 = 1(mod 9), donde

74444 — 73ASIHL — (73)M8L .7 = 7(mod 9),

= 744 =7(mod 9).

Por outro lado, como N = 4444%*444 < 1054444 entdo S(N) < 54444 -9 = 199980. Além disso,
B=S(A)<149-5=46e S(B) <12. O tnico inteiro menor ou igual a 12 com resto 7 por 9, é
o préprio 7, dai S(B) =T.

3.2. Problema 2

(Estémia 2000) Prove que nido é possivel dividir qualquer conjunto de 18 inteiros
consecutivos em dois conjuntos disjuntos A e B tais que o produto dos elementos de
A seja igual ao produto dos elementos de B

= s
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Solugao: Suponha, por absurdo, que existam tais conjuntos, e que os 18 consecutivos sdo n,n +
1,...,n+17. Agora, note que, como o produto dos elementos de A é igual ao produto dos elementos
de B, se um dos conjuntos contém um multiplo de 19, o outro também deve conter. Entre 18
inteiros consecutivos, porém, nao existem dois multiplos de 19. Desse modo, nenhum dos dois
conjuntos possui elementos divisiveis por 19. Denote por r o resto da divisdo do produto de todos
os elementos de A, P,, por 19, que é o mesmo do produto dos elementos de B, Pg, j& que supomos
que sdo iguais. Assim,

r-r=P,-Pg = nn+1)(n+2)-(n+17) (mod 19)
= 1.2.3--18 (mod 19) (1)
= (19—1)! (mod 19)
= —1 (mod 19) (2)
=72 = —1 (mod 19),

onde (1) vem do fato de o conjunto de 18 elementos consecutivos nao possuir miltiplos de 19, e (2) é
consequéncia do Teorema de Wilson. Assim, r? = —1(mod 19) = r'® = (=1)? = —1(mod 19), mas
isso contraria o Pequeno Teorema de Fermat e conseguimos um absurdo. Portanto, tais conjuntos
nao existem.

3.3. Problema 3

(Russia 2001) Encontre todos os primos p e ¢ tais que p + ¢ = (p — q)>.

Solugdo: Primeiro, note que (p —q)®> = p+q # 0, e com isso p e g sdo dois primos distintos,
donde mdc(p, q) =1 e também temos mde(p,p + q) = 1. Agora, note que

p—q=((p—q) +(@+q) (modp+q)=p—q=2p (modp+q)

= (p—q)® =8p* (mod p+q).

Por outro lado, o problema forneceu-nos (p—q)3 = 0(mod p+q), e portanto 8p* = 0 (mod p+q) =
p+q | 8, donde a ltima implicacdo é consequéncia de mde(p,p + ¢) = 1. Como o unico par de
primos impares cuja soma divide 8 é 5 e 3, esta é a tinica solucao.

3.4. Problema 4

(HMMT 2004) Zach escolheu cinco nimeros do conjunto {1,2,3,4,5,6,7}. Se ele
contasse 4 Claudia o produto dos nimeros escolhidos, isso nao seria suficiente para
que ela descobrisse se a soma dos mesmos é par ou impar. Qual o produto dos ntimeros
escolhidos?

Solugao: Note que fornecer o produto dos niimeros escolhidos é equivalente a fornecer o produto
dos dois niimeros que nao foram escolhidos. Os tnicos produtos que sdo obtidos pelo produto de
mais de um par de ntimeros sdo: 12 ({3,4} e {2,6}) e 6 ({1,6} e {2,3}). No segundo caso, porém,
a soma dos dois nimeros nao escolhidos é impar, donde a soma dos escolhidos também serd impar.

= s
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Portanto, apenas a primeira opcao é valida, e assim o produto dos cinco niimeros escolhidos é igual

a
1-2.3..7

= 420.
12

3.5. Problema 5

(APMO 2005) Mostre que para todo nimero real irracional a, existem ndmeros reais
e irracionais b e b’ tais que a + b e ab’ sdo ambos racionais, enquanto ab e a + b’ sado
ambos irracionais.

Solugdo: Sejaa € R—Q. Se a? é irracional, tome b = —a. Entdo, a+b = 0 é racional e ab = —a?

é irracional. Se a? é racional, tome b = a® —a. Dai, a +b = a® é racional e ab = a?(a —1). Assim,
a?c€Qea—1¢Q, donde ab = a'(a— 1) é irracional.
Agora, tome b’ = % oub’ = % Assim ab’ = 1 ou 2, que é racional. Note que

a?+1 a® +2

a+b = ou a-+b = ,
a

e como,
242 241 1
SELEL L =-€R-Q

pelo menos um deles é irracional, e escolhemos o b’ de acordo com isso.

a a

3.6. Problemas Complementares
[17 27 57 7]
1. (ARML) Encontre o maior divisor de 1001001001 que néo excede 10000.

2. (HMTT) Calcule
mdc(2002 + 2, 20022 + 2,20023 + 2, ...).

3. (AIME) Calcule a probabilidade de que um divisor positivo de 10% escolhido aleatoriamente
seja um miltiplo de 1088,

4. (BW) Seja @ um inteiro fmpar. Mostre que a?" +22" e a®>" 422" sdo relativamente primos para
todos inteiros positivos n e m com n # m.

5. (RMO) Sejam os niimeros primos n; < ny < -+ < ns;. Mostre que se 30 divide n}+nj3+--+nj3;,
entdo entre esses niimeros existem trés primos consecutivos.

6. (IMO) Considere a sequéncia aq, a,, ... dada por
a, =2" +37 46" — 1,

para todo n inteiro positivo. Determine todos os inteiros positivos que sdo coprimos com todos

os termos dessa sequéncia.
B
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(AIME) Quantos inteiros positivos miltiplos de 1001 podem ser expressos da forma 109 — 107,
onde ¢ e j s@o inteiros com 0 < i < j < 997

(USAMO) Mostre que para todo inteiro positivo n, existe um nimero de n digitos divisivel por
5™ com todos os seus digitos impares.

(ASHME) Para quantos inteiros N entre 1 e 1990 a fragio %1*47 nao ¢ irredutivel?

(AIME) Os ntmeros da sequéncia
101,104, 109, 116, ...

sdo da forma a,, = 100 +n?, onde n = 1,2, 3, .... Para cada n, seja d,, o maximo divisor comum
de a,, e a,, ;. Encontre o valor mdximo de d,, quando n varia sobre todo o conjunto dos inteiros
positivos.

(OMA) Sejam py,p,, ... p,, ntimeros primos. Bruno deve escolher n + 1 inteiros positivos que
utilizem apenas esses primos em sua decomposi¢ao. Bernardo deve escolher alguns desses ni-
meros de modo que o produto deles seja um quadrado perfeito. Determine se é possivel, para
algum n, que Bruno escolha seus n + 1 niimeros de maneira que Bernardo nao consiga cumprir
seu objetivo.

Abreviagoes

AIME] - American Invitational Mathematics Exam (PC-A 4; PC-TN 3, 7, 10)

PMO] - Asian Pacific Mathematics Olympiad (P-TN 5)
RML]| - American Regions Mathematics League (PC-TN 1)

ASHME] - American High School Mathematics Examination (PC-TN 9)

W] - Baltic Way (PC-TN 4)
MO] - Canadian Mathematical Olympiad (PC-A 8)

HMMT] - Harvard-MIT Mathematics Tournament (P-TN 4; PC-TN 2)

IMO] - International Mathematical Olympiad (PC-A 3; P-TN 1; PC-TN 6)
IMTT)] - International Mathematics Tournament of the Towns (PC-A 9)
INAMO] - Indonesia Mathematical Olympiad (PC-A 6)

JBMO)] - Junior Balkan Mathematical Olympiad (PC-A 7)

OBM] - Olimpiada Brasileira de Matemética (P-A 1)

CM] - Olimpiada Cearense de Matemadtica (PC-A 1)

OMA] - Olimpfada Matemdtica Argentina (PC-TN 11)
OMEG] - Olimpiada de Matemaética do Estado de Goids (P-A 3)

[
[
[
[
[
[
[
[HMO)] - Hungarian Mathematical Olympiad (PC-A 11)
[
[
[
[
[
[
[
[
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[RMO] - Romanian Mathematical Olympiad (PC-TN 5)
[USAMO)] - United States of America Mathematical Olympiad (PC-A 5,10; PC-TN 8)
[VMO)] - Vietnamese Mathematical Olympiad (P-A 5)

P-A: Problema de algebra
PC-A: Problema Complementar de algebra
P-TN: Problema de Teoria dos Ntumeros
PC-TN: Problema Complementar de Teoria dos Ntumeros

Referéncias

[1] Andreescu, T., Andrica, D. and Feng Z., 10/ Number Theory Problems, Birkhauser, Boston,
MA, 2007.

[2] F. E. Brochero Martinez, C. G. Moreira, N. C. Saldanha, E. Tengan Teoria dos Nimeros: um
passeio com primos e outros numeros familiares pelo mundo inteiro, Projeto Euclides, IMPA,
2010.

[3] Carneiro, E., Campos, O. e Paiva, F. Olimpiadas Cearenses de Matemdatica 1981-2005 (Niveis
Jinior e Senior), Ed. Realce, 2005.

[4] Chau, L. H. and Khoi, L. H. Selected Problems of the Vietnamese Mathematical Olympiad
(1962-2009), World Scientific, Danvers MA, 2010.

[5] Feitosa, S. B., Holanda, B., Lima, Y. e Magalhaes, C. T. Treinamento Cone Sul 2008. Fortaleza,
Ed. Realce, 2010.

[6] Fomin, D. and Kirichenko, A. Leningrad Mathematical Olympiads 1987-1991, MathPro Press,
Westford, MA, 1994.

[7] Fomin, D., Genkin, S. and Itenberg, I. Mathematical Circles, Mathematical Words, Vol. 7,
American Mathematical Society, Boston, MA, 1966.

[8] Niven, I., Zuckerman, H. S. and Montgomery, H. L. An Introduction to the Theory of Numbers.

Ana P. Chaves

Universidade Federal de Goias
Instituto de Matemaética e Estatistica
Goiania/GO

<apchavesQufg.br>
Recebido: 13/03/2019

@~ sBm


apchaves@ufg.br

	Olimpíadas: Um pouco de história
	Problemas de álgebra
	Problema 1
	Problema 2
	Problema 3
	Problema 4
	Problema 5
	Problemas Complementares

	Problemas de Teoria dos Números
	Problema 1
	Problema 2
	Problema 3
	Problema 4
	Problema 5
	Problemas Complementares


