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Resumo

A Teoria dos Numeros Transcendentes é uma area que foi originada por Joseph Liouville em seu
ilustre trabalho de 1844 (ver [4]), no qual ele criou uma classe numérica, os Numeros de Liouville,
pela qual nao sé provou a existéncia dos ntimeros transcendentes, como também explicitou seus
primeiros exemplos. Nesse sentido, este trabalho tem como objetivo desenvolver um estudo sobre
a Teoria dos Numeros Transcendentes, especificamente dos Niumeros de Liouville. Esse estudo foi
realizado através de uma pesquisa de teor qualitativo, constituindo-se em um estudo bibliogréfico.
Dentre os principais resultados, destacam-se a defini¢ao e a caracterizacao do conjunto dos niimeros
algébricos e dos niimeros transcendentes, e a apresentacdo de importantes resultados sobre a classe
dos Numeros de Liouville. Nessa perspectiva, este trabalho apresenta-se como uma pequena “pes-
quisa” em Teoria Transcendente, cuja importancia reside em subsidiar estudos futuros de modo
que coadjuve o seu progresso tedrico no meio cientifico, haja vista que é uma area recente e que
tem despertado o interesse de muitos pesquisadores.
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Abstract

The Theory of Transcendental Numbers is an area that was originated by Joseph Liouville in his
illustrious work of 1844, in which he created a numerical class, the Liouville Numbers, by which
he not only proved the existence of transcendental numbers, as well as his first examples. In this
sense, this work aims to develop a study on the Theory of Transcendental Numbers, specifically
the Liouville Numbers. This study was carried out through a qualitative research, constituting
a bibliographic study. Among the main results, we highlight the definition and characterization
of the set of algebraic numbers and transcendental numbers, and the presentation of important
results on the class of Liouville Numbers. In this perspective, this work presents itself as a small
“research” in Transcendental Theory, whose importance lies in subsidizing future studies in a way
that supports its theoretical progress in the scientific environment, since it is a recent area that
has aroused interest of many researchers.
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1. Introdugao

A Teoria dos Ntumeros é um ramo da Matematica que se dedica ao estudo de teorias que circundam
os nimeros imersos aos conjuntos numéricos (Naturais, Inteiros, Racionais, Irracionais, Reais e
Complexos). Da vasta drea abrangida pela teoria dos nimeros, evidenciamos particularmente a
Teoria dos Nuimeros Transcendentes.

A referida &rea foi apresentada por Joseph Liouville em seu trabalho de 1844, no qual ele obteve,
pela primeira vez, uma classe de nimeros que nédo satisfazem nenhuma equagao algébrica com
coeficientes inteiros. A concepcao de Liouville para construir os nimeros transcendentes foi de-
senvolver uma propriedade que seja satisfeita por todos os niimeros reais algébricos irracionais: se
a € R é algébrico irracional de grau n, entdo existe uma constante A > 0 (constante ndo universal,
pois depende de «), tal que |ao — g\ > ﬁ para todo g € Q. Dessa forma, qualquer ntimero real
irracional que nédo satisfaca tal propriedade é transcendente.

Utilizando o fato acima, em 1851 (ver [5]), Liouville provou a transcendéncia dos, ulteriormente
assim chamados, nimeros de Liouville: um niimero real o é chamado ntimero de Liouville se existe

uma sequéncia de racionais distintos {%} , tal que ‘oz — %
J 5 J
j=1

< q% A partir dessa propriedade,

J

. . 1. . . , . /. —k! .
Liouville exibiu o primeiro nimero transcendente da histéria: | = chi 10 k' conhecido como a
Constante de Liouville.

Matemaéticos famosos contribuiram para o desenvolvimento do estudo da classe dos niimeros trans-
cendentes. Dentre eles, Charles Hermite que, em 1873, demonstrou a transcendéncia de e. Ferdi-
nand von Lindemann, em 1882, ampliou a demonstracao de que e é transcendente e mostrou que
7 é transcendente.

Posteriormente, Alexander Gelfond, em 1934, e Theodor Schneider, em 1935, resolveram indepen-
dentemente o famoso 7° Problema de Hilbert sobre a transcendéncia de nimeros da forma o,
sendo « um ndimero algébrico (diferente de zero e um), e S um ndmero algébrico (ndo racional),
especificamente para o caso particular do niimero 2V2, O curioso é que para poténcias de niimeros
transcendentes por transcendentes, ainda nao existe nenhum resultado parecido com o de Gelfond
e Schneider, mas sabemos que tais poténcias tanto podem resultar em um niimero algébrico como
em um numero transcendente.

Existe no estudo da Teoria Transcendente um forte paradoxo que pode ser encontrado em [8]: se
quase todos os niimeros sao transcendentes, por que demonstrar a transcendéncia de um ntmero é,
via de regra, algo tdo complexo e desafiador? A principal obstrucéo é que um ntimero transcendente
é definido nao pelo que ele é, mas, em vez disso, pelo que ele nao é. Por esse motivo, perdura-se
na atualidade uma série de ntimeros em que ndo se conhece nada acerca de sua natureza como,
e+ me em.

A vista disso, este trabalho tem como objetivo desenvolver um estudo sobre a Teoria dos Nimeros
Transcendentes, especificamente dos niimeros de Liouville. Esse estudo foi desenvolvido por meio
de uma pesquisa qualitativa, caracterizando-se por um estudo bibliografico.

2. Niumeros algébricos e transcendentes

Iniciaremos esta se¢do apresentando o conjunto dos niimeros algébricos e, por meio desse, chega-
remos a um novo conjunto numeérico, o conjunto dos nimeros chamados de transcendentes. Além
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disso, apresentaremos a caracterizacdo de ambos os conjuntos.

2.1. Definigoes e Exemplos

Definicao 1. Qualquer solucéo real ou complexa de toda equacao polinomial da formas:
apz" +a, " P+ +ax+ag=0

onde n € N, a;, € Q para todo i = 1,2,3,...,n, a, # 0 é chamado de ntmero algébrico. Os
algébricos sao o feixo algébrico de Q, isto é, sdo o conjunto das raizes de todos os polinémios com
coeficientes racionais, por isso denotamos os mesmos por Q.

Exemplo 1. Todo niimero racional é algébrico, pois temos que o nimero da forma % com p,q € 7Z,

q # 0 é raiz do polinémio gz — p. Entretanto, nem todo niimero algébrico é racional, j& que v/2 é
algébrico (pois é raiz do polinémio 2% — 2) e ndo é racional.

Observagdao 1. Posto o exemplo acima, evidenciamos o fato de que o conjunto dos nimeros racionais
esta contido no conjunto dos niimeros algébricos.

Exemplo 2. /2 + V/2 é um nimero algébrico pois é solucio da equacio
20 — 62* — 623 + 1222 — 362 +1=0.
Defini¢do 2. Os nimeros reais (ou complexos) que nio sdo algébricos denominam-se de trans-

cendentes.

A rigor de notacao utilizamos T reais.

A defini¢do de ntiimero transcendente é do século XVIII e, segundo Leonard Euler, esses niimeros sdo
chamados transcendentes porque “transcendem” o poder das operagoes algébricas [3]. Todavia, em

1844 Joseph Liouville (1809-1882) exibiu o niimero: Y 107 o primeiro a ter sua transcendéncia
k=1
demonstrada.

Observacgao 2. As defini¢oes acima nos dao uma classificagdo dos reais como a unido disjunta dos
numeros algébricos reais e transcendentes reais.

2.2. Caracterizacao dos Algébricos e Transcendentes

Iniciaremos com o teorema que enuncia algumas propriedades do conjunto dos ntimeros algébricos.

Teorema 1. Dados o, € Q, temos:

(i) ot BEQ;
(iii) o # 0, entdo o' € Q.

Demonstragdao. Ver [2]. O
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Usando o teorema anterior verifica-se que o conjunto dos niimeros algébricos forma um corpo.

Ao longo deste trabalho, veremos alguns exemplos de ntmeros transcendentes. Entretanto, é
possivel verificar a existéncia desses nimeros sem apresentar exemplos explicitos, utilizando o
seguinte teorema.

Teorema 2. O conjunto @ dos numeros algébricos é enumerdvel.

Demonstracio. Dado um polindémio com coeficientes inteiros
P(z) = a,z" +a, 2"+ +ayx + ay, (1)

onde n € N ea, #0.

Definimos sua altura como sendo o nimero natural

[Pl = lap| +lap ] + -+ lai| + lag| + n. (2)

Isto é, a soma dos valores absolutos dos seus coeficientes inteiros, mais o grau do polindémio.

O Teorema Fundamental da Algebra diz-nos que P(x) = 0, com P(x) dado em (1), tem exatamente
n raizes complexas (contando suas multiplicidades). Sendo que todas, algumas ou nenhuma delas
podem ser reais. Isso posto, para um n fixado, o niimero de polinémios do tipo (1) com uma dada
altura é apenas um numero finito. Para essa afirmagao veja que se tem a inclusdo da parcela n na
defini¢do da altura descrita em (2). Destarte, as raizes de todos os polindmios de todas as alturas
formam um conjunto enumeravel de conjuntos finitos. Logo, podemos inferir que o conjunto de
todos os niimeros algébricos é enumeravel. O

Esse teorema foi demonstrado pela primeira vez em 1874, por Cantor, o que foi surpreendente: a
enumerabilidade do conjunto dos numeros algébricos implicaria a existéncia de uma quantidade
infinitamente maior de transcendentes do que algébricos.

Teorema 3. Existemn numeros transcendentes e, mais ainda, o conjunto dos numeros transcen-
dentes nao é enumerdvel .

Demonstracao. Sabemos que o conjunto R, como apresentado na Observagao 2, pode ser conside-
rado como a uniao disjunta do conjunto dos ntimeros algébricos reais com o conjunto dos ntimeros
transcendentes reais. Dessarte, por meio do Teorema 2 segue-se que o conjunto dos algébricos
reais é enumeravel. Sabendo, também, que o conjunto R ndo é enumeravel, entdo o conjunto dos
transcendentes reais ndo é enumeravel, ja que, caso contrario, R seria enumeravel como uniao de
dois conjuntos enumerdveis. Dessa forma, existe um conjunto infinito ndo enumeravel de nimeros
transcendentes. O

Observacao 3. Esse teorema subsidia o fato de que a cardinalidade do conjunto T é maior do
que a cardinalidade do conjunto Q dos nimeros algébricos. Em outras palavras, isso significa que
“existem muito mais ntimeros transcendentes do que ntimeros algébricos”.

Proposigdo 1. O conjunto Q é denso em R.
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Demonstragao. Basta observar, como ja apresentado na Observagao 1, o fato de que Q contém Q,
e que Q é denso em R, entdo segue trivialmente que Q é denso em R. O

Proposigao 2. O conjunto T é denso em R.

Demonstraciao. Seja I um intervalo aberto ndo degenerado em R. Se I ndo contém ntimeros trans-
cendentes, entdo esse seria formado apenas por ntimeros algébricos, isto é, seria enumeravel. Isso
nao pode ocorrer, pois todo intervalo ndo degenerado de niimeros reais ndo é enumeravel. Por
conseguinte, o conjunto dos niimeros transcendentes é denso em R. O

Agora, vejamos alguns resultados de operacoes elementares agindo em nimeros algébricos e trans-
cendentes.

Proposiciao 3. Sejam o € Q e B € T, entdo:

(i) a+BeT;
(i) aB €T (a # 0);
(iii) B leT.
Demonstragio. (i)Suponha, por contradigdo, que a + f € @ Entao, pelo Teorema 1, § serd
algébrico, o que é uma contradicdo. Dessa forma, o+ 3 € T.

(ii) Suponha que a3 = ¢ € Q, como a # 0, entdo pelo Teorema 1, 8 = c - é € Q, o que é um
absurdo. Logo, a8 € T.

(iii) Supondo f~' € @, entdo pelo Teorema 1, % € Q, mas por outro lado, % = . Assim,
B € Q, o que é um absurdo. Portanto, 571 € T. O

Ademais, temos um outro resultado interessante, o chamado Teorema de Gelfond-Schneider, que
classifica a natureza aritmética de certas poténcias de algébricos por algébricos. Foi provado
independentemente pelos matematicos Alexander Gelfond (1906-1968) e Theodor Schneider (1911-
1988), a partir de um dos 23 problemas propostos por David Hilbert (1862-1943), no Segundo
Congresso Internacional de Matematica, realizado em Paris.

Teorema 4. (Gelfond-Schneider) Sejam « e B dois nimeros algébricos, com o +0, a #£1 e

ndo sendo um racional. Entdo of é transcendente.

Demonstraggo. Ver [6]. O

Esse teorema traz como caso particular a transcendéncia dos nimeros 2V2 ¢ log, 2.

No caso de 2‘/57 vale destacar que se tirdssemos as hipoteses sobre a, o teorema poderia perder
sua validade. Pois, por um lado 2v2 ¢ transcendente, mas, em contrapartida,

(22)V2 = 4

que é algébrico.

ol @= sBm
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A justificativa para log, , 2 ¢ relativamente simples, pois tomando a = 10 e 5 = log, , 2; e aplicando
a definicdo de logaritmo decimal, temos que:

af = 108102 = 2.
Nesse caso, se = log,, 2 fosse irracional algébrico, pelo Teorema de Gelfond-Schneider, 2 seria
transcendente, o que é absurdo. Logo, log10 2 é transcendente.

Uma outra consequéncia do referido teorema é a transcendéncia de e™, a chamada Constante de
Gelfond. De fato,

ou seja,

que é transcendente.

O curioso é que para poténcias de niimeros transcendentes por transcendentes ainda nao existe
nenhum resultado andlogo ao de Gelfond e Schneider, mas sabemos que tais poténcias tanto podem
resultar em um niimero algébrico como em um nimero transcendente.

Vejamos abaixo, em ordem cronoldgica de descoberta, alguns niimeros transcendentes:
1873 HERMITE, ver [1] e [2].

Base dos logaritmos neperianos: e = 2,718281828459045 ...

1882 LINDEMANN, ver [1] e [2].

Razao entre a circunferéncia e o didmetro de um circulo: 7 = 3,1415926535897 ...
1929 MAHLER, ver [1] e [9)].

Sequéncia de Prouhet-Thue-Morse: 7 = 0,0110101001 ...

1961 MAHLER, ver [1] e [7].

Constante de Champernowne: ¢ = 0,12345678910111213 ...

Convém destacar que existe ainda uma série de nimeros como, e + m, e — 7, ew, T, e, 7€, ™, 2°,

) e

2™ entre outros, sobre os quais nada se conhece acerca de sua natureza aritmética.

3. Numeros de Liouville

Nesta secao, apresentaremos importantes resultados da teoria que circunda a classe dos Ntimeros
de Liouville. As referéncias aqui utilizadas foram [6], [7], [11] e [9].

Defini¢ao 3. Um ndamero algébrico « é dito de grau n se ele for raiz de uma equacao polinomial
com coeficientes inteiros de grau n e ndo existir nenhum polinémio com coeficientes inteiros, de
grau menor que n, que contenha « como uma de suas raizes.

% @= sBm
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Exemplo 3. Todo ntimero racional %, (p,q € Z, q #+ 0), é algébrico de grau 1, pois qualquer

nimero racional o = % é raiz da equagao gxr —p = 0. Isso implica que, se a é algébrico de grau

> 2, entao, « é irracional.
Defini¢dao 4. Um namero real « é aproximéavel na ordem n por racionais se existirem uma cons-

tante real ¢ > 0 e uma sequéncia {%} de racionais distintos, com ¢; > 0 e mdc(pj, qj) =1,
77 jeN

tais que:

C

_Pil_ ¢
q5

4;

<

(3)

(07

E interessante observar que o importante da Definicdo 4 ndo é apresentar a existéncia de uma
sucessao de racionais convergindo para «, pois tais sucessoes sempre existem qualquer que seja
o numero real a. O mais importante que a definicdo nos traz é que uma sucessao particular
de racionais converge para « de certo modo, isto é, de acordo com (3). Ainda na Definic¢do 4,
é importante que se tomem os racionais todos diferentes, o que implica que podemos tomaé-los
diferentes de o, mesmo no caso de « ser racional.

O préximo teorema descreve uma importante propriedade de ntimeros algébricos. Salientamos que
se um certo niimero nao possui uma propriedade que todos os algébricos devem possuir, entao ele
é transcendente. Isso mostra que o estudo de nimeros algébricos permite também encontrarmos
condigbes para que um ntmero nao seja algébrico.

Teorema 5. Seja o um nimero algébrico real de grau n > 1, entdo existe A > 0, que depende de
a tal que

(4)
para todo racional %.

Demonstraciao. Considere « solucdo de uma equacao polinomial da formas:

f(z) =a,z" +a, 2"+ + a7+ a.

Seja d > 0 tal que, no intervalo [ — d, « + d] a Unica raiz de f(z) = 0 é « (isso deve-se ao fato
de que a equacao polinomial tem no maximo n raizes reais; portanto, d pode ser qualquer niimero
menor que a menor das distdncias de « as demais raizes reais). Em seguida, observemos que a
derivada f’(x) de f(x) é um polindémio de grau n — 1 e, portanto, ela é limitada em intervalos
limitados. Para tanto, existe M > 0 tal que

|f' ()| < M,para x € [a —d, o+ d].

Para todo racional %, com ¢ # 0, em [a — d, a + d]; aplicando o Teorema do Valor Médio, temos:

fo)=1(2) = 1w (a=2). )
- @= sBm
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onde ¥ € (o —d, a4 d).

Como f(a) =0, (5) pode ser escrito como

p ’ p

~1(2) =r@w (a-2)

q q

dai,
()] v ©
q q

mas f(z) = a,x" +a,_ ;2" + -+ a;x + a,, portanto

()]

uma vez que o numerador a,,p" +a, p" g+ +a;pg"t + ayq™ € inteiro e nao nulo, e portanto
¢ maior do que 1.

a,p" + a, PV g4+ apg Tt + agg”
qn

1
q?a

>

Isso posto, substituindo em (6), temos:

1
=l ()= vl
q" q q

1 1 p p
=3 <l (Pl <
Mq» = M| \q q

implicando
1
S ’a - }2 )
Mg q
ou seja,
T
ql — Mq"

para £ € [a —d,a +d]. Se £ ndo estiver nesse intervalo, entao:

Comoq21temosq"21:>q%glé%gd,dai(ﬂﬁca

Tomando, finalmente, A como o menor dos nimeros 1\%{ e d, e notando que

e > =

1 1 A d A
—erdzA>:»< >4 .4 )

chegamos & relagdo (4) para todo racional %. O

o @= sBm
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Sabemos que o conjunto dos nimeros racionais é denso em R. Logo, é possivel aproximar qualquer
nimero real por niimeros racionais. Contudo, o Teorema 5, também conhecido como Teorema de
Liouville, afirma que ntimeros algébricos (reais) nao racionais ndo podem ser muito “bem aproxi-
mados” por racionais, no sentido em que qualquer aproximacao tem que respeitar o comportamento
descrito pela desigualdade (4).

Por conseguinte, qualquer nimero que néo satisfaca o Teorema 5 nao pode ser algébrico, e portanto
serd transcendente.

Apobs demonstrar o Teorema 5, Liouville apresentou um conjunto de niimeros que néo satisfazem
o mesmo. Esses sdo os nimeros de Liouville e seu conjunto é denodato por L, dados pela defini¢ao
abaixo.

Defini¢ao 5. Um ndamero real a é chamado um ntmero de Liouville se existir uma sequéncia

{%} de racionais distintos, onde p;,q; € Z, com ¢; >0 e mdc(pj, qj) =1, tais que satisfacam
77 jeN

1 1
a- il 2 (8)

G| g

J J

Observe que a poténcia de g; ¢ j, ou seja, ¢ um valor varidvel e nao fixo como na Defini¢ao 4. Além
disso, o numerador da fracao do lado direito é o valor ¢ = 1.

A ideia de Liouville ao elaborar a Defini¢ao 5 foi apresentar uma classe de niimeros que sao bem
aproximados por racionais. Em outras palavras, a definicdo afirma que os nimeros de Liouville sdo

aproximados por racionais tais que o erro dessa aproximacao é menor que ~. Dessa forma, podemos
75
inferir que os nimeros de Liouville sdo “muito bem” aproximéveis na ordem n por racionais.

Proposigdo 4. A sequéncia {q;};>, € ilimitada.
Demonstracao. Veja que

Dy 1
4q; q;

Suponha que a sequéncia {g;},-; ¢ limitada, isto é, ¢; < M.

Multiplicando a equagio (9) por g;, obtemos:

|ag; —py| < q; < M.
Aplicando a desigualdade triangular diminuida', teremos:

|pj‘ - |0¢qj\ =M

Pl = M+ |allg;| = (Jo| +1)M

LA desigualdade triangular diminuida afirma que |a — b| > |a| — |b].
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Py

Logo, a sequéncia p; também ¢ limitada. Absurdo! Pois, existem infinitos +2’s. Dessa forma, {qj}

J
¢ ilimitada. O

Proposicao 5. Todo nimero de Liouville é irracional.

Demonstragdo. Suponha que a € L, tal que a = % € Q. Por hipdtese, existe uma sequéncia {%}
J

de racionais distintos, todos diferentes de %, tais que

‘p _nl 1

¢ 4Gl g
ou seja,

pq; — P49 1

‘ U R

qq; q;

Além disso, como pg; e p;q sdo ntimeros inteiros distintos, a diferenga em médulo é maior ou igual
que 1, e assim obtemos:

1
<7.

‘qu —Ppjq
qj

a4q;

lpg; —pjql >1= — <
q4;

Isso nos diz que |q|qj > qu e, portanto |q| > qj_l, um absurdo pois qj:_l — 00 quando j — o0.
Logo, todo ntimero de Liouville é irracional. O

Teorema 6. Todo nimero de Liouville ¢ transcendente.

Demonstracio. De acordo com a Proposicdo 5 temos que um ntmero de Liouville ndo pode ser
racional. Suponha que « seja um numero de Liouville algébrico ndo racional, ou seja, de grau
n > 2. Entdo, pelo Teorema 5 segue-se que a relagdo (4) serd valida para todo nimero racional.

. P o o~ ’
Em particular, para os q—? da Defini¢do 5. Desse modo, teriamos
J

A pj 1
7n<0é—*<7,
q 4a; q;
ou melhor,
A 1 ¢ 1 1
<=L @dr< - ViEN
" g 9 A A

O que é uma contradicdo, pois ¢ " — oco. Logo, a ndo pode ser algébrico, o que resulta em
aeT. O

% @= sBm
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Desta forma, subsidiado pelos resultados apresentados, Liouville explicitou o primeiro exemplo de
nimero transcendente, a chamada Constante de Liouville.

Exemplo 4. Considere o nimero definido por

o]

1
o= Z o = = (.110001000000000000000001 ..

entdo, o é transcendente.

Conforme evidenciado anteriormente, basta mostrar que o é um nimero de Liouville. Para tanto,
defina m; ZJ 10Uk e n; = 103' > 0. Observe que m;,n; € Z, para todo j € N e LS

Zj: 10—k B _7 k| ) y
e =2, 107 ! e
Assim,
T SE
o— —| = T o
n; ] 10 pac 10
_ _ 1 1
Z O’C' T 10 1+J> * 10(2+9)! + 103+9)! +
k=1+j

1 1 1
= 100! (1 + 10 )=+ + 10631+ + ) :

Agora veja que

1 1 1
= 100! (1 * loe—amn T jgeraman )

1 1 1 1 1
<10(1+j)!< TR )

Observe que
(—i— +1+1+>—(1+1)—10
10 102 108 ) 9/ 9’
pois corresponde a soma infinita dos termos de uma progressao geométrica.

Dai, temos que

w110
R T
Como (14 j)! = (1 + j)j! = j' + jj!, temos 10(11“»)! = 10]-!&0“)]-.
Logo,
m 10 1

a_i

< 9100591 < (104
e como n; = 10", obtemos

o — —=

n;

_ 1
.
"

O que implica que « é nimero de Liouville. Logo, pelo Teorema 6, o é um nimero transcendente.
= s
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Com o avanco dos métodos computacionais, constatou-se que, por uma margem de erro extrema-
mente pequena, a constante de Liouville ndo satisfaz a equagao:

1025 — 762% — 190z +21 =0

pois, substituindo a indeterminada x pela constante de Liouville, 0.1100010... a equagdo dard
—0.0000000059 muito préximo de ZERO.

Podemos generalizar o Exemplo 4 acima e construir infinitos outros niimeros de Liouville dando-
nos uma quantidade ndo enumeravel, exibindo assim infinitos ntmeros transcendentes distintos,
como pode ser visto no exemplo abaixo.

Exemplo 5. Os ntimeros da forma

oo

o= Uk — 0.a,a,000a500000000000000000a ey
Z 102 3 4

k!
10

onde a4, € {1,2,3,4,5,6,7,8,9} para todo k € N sdo niimeros transcendentes.

. , . . j k! 1l m;
Considere os nimeros inteiros m; = ch_l a, 107 n; =10 > 0 com k € N. Observe - =
- J

Y apl0RY G 10t i ay
107! - k=1 10k'104" — k=1 10k'"
Assim,
a——| = —
Kl k!
n; — 10 —~ 10
_ i ap  Q1yy Aoy j Az 4
- 10F 10(1+2)! 10(2+5)! 103+)!
k=1+j
. Aoy j A3y )
= 1o <a1+j T oG T oG

9 1 1
< 101! (1 + 10 F)=1+))! + 10B+)=1+))! + ) :

Analogamente ao que fizemos no Exemplo 4, temos

9 1 1 1 < 9 10 10
10037 ( tloemrar T e agr ) = 10090 9 T 10010y
Dali,
oa— — . —— —
n; |~ 107410907~ (104')9
no que implica que
i 1
oa—— < —
TL] nJ

, )
uma vez que 1} = 107",

Como, pelo Teorema 6, todo nimero de Liouville é transcendente, segue que « é transcendente.
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Vale observar que o Exemplo 5 pode ser generalizado para nimeros em qualquer base, ou seja, que
qualquer nimero da forma
a
_J
>

S|
com k€ N—{1} ea; €{0,1,2,...,k — 1}, também ¢é niimero de Liouville.

A priori, agora sabemos mais do que apenas a existéncia de nimeros transcendentes, podemos, de
fato, exibi-los.

Observamos, por fim, que a reciproca do Teorema 6 nao ¢é valida. Na verdade, é possivel provar
que quase nenhum niimero transcendente é niimero de Liouville (A demonstragdo desse fato pode
ser encontrada em [11]). Citando um exemplo, provou-se, com a ajuda de resultados merecedores
(e ganhadores) da medalha Fields (veja [8]), que a constante de Champernowne dada por ¢ =
0.1234567891011121314 ... é um nimero transcendente. Apesar disso, ¢ ndo é um nimero de
Liouville. Os ntimeros e e 7, apesar de serem transcendentes, também nao sao nimeros de Liouville.

Um resultado surpreendente, demonstrado por Paul Erdos (1913-1996) em 1962, é o fato de que
todo numero real pode ser escrito como soma de dois ntimeros de Liouville. Para mostrar essa
afirmacgao precisaremos de alguns resultados preliminares que se encontram abaixo.

Lema 1. a € L se, e somente, se para todo n € N existe % € Q tal que
1

0< ‘a — B‘ < —.

ql g

Demonstragdo. Se o é um numero de Liouville, dado n € N, podemos tomar p = p,, € ¢ = g,,.-

Reciprocamente, dado n € N, vamos escolher Pn € Qde modo queg, >1e
n

1
< —

qn

o Pn

an

0<

Seja

= Ut

Se A for finito, entao existe Pe A tal que |a —p/q| < ¢ para n € N, com N’ C N infinito.

Assim, o = 2, contradizendo |« —p/q| > 0. Portanto, A é infinito. Concluimos que « é um ntimero

de Liouville. O

Lema 2. Dado o € R, se existirem ¢ > 0 e uma sequéncia de racionais {%} com q; = 1 tais
i) j>1

que =

Dj

o —
4q;

0< <=,
95

entdo o € L.
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Demonstragdo. Se 0 < ¢ < 1 entado

c 1
— < —
I

G4

p,
a— - <

q;

e segue o resultado.
Se ¢ > 1, observe que a sequéncia g; ¢ ilimitada. Dessa forma, existe j, tal que para todo j > j,

tem-se que ¢ < qj:" donde
Jo
c 4q; 1 . .
<G <7 =550 Y2 o
G009 j

4

Para todo j > j,, considere a sequéncia dos nimeros naturais n = j — j,. Desse modo, temos que

para todo n € N existe ¢~ % tal que
J

D
‘OZ—J <7
q
O

4q;

e pelo Lema 1 temos que a é um ntimero de Liouville.
Lema 3. Se ezistirem uma sequéncia ilimitada {wy, }1~, de nidmeros reais positivos e uma sequéncia

de racionais {p—k} tais que
qk k>1

1
0< a—@ < =, VkeEN,
9k 9

entdo o € L.
Demonstragio. Seja {5}~ contida em {wy},~; uma subsequéncia ilimitada em que s, > 1 para

todo k€ N e {Z—:}k contida em {’;—:}k tais que
>1 >1

1
< —,VEkeN.

ag
7 Sk )
bk

0 _
<‘oz bk

Agora tome uma sequéncia de ntimeros reais {7 } -, com r;,, > 0 para todo k € N tal que s, —7, = F,

entao
ay, 1 1 1
N N
]

Logo, pelo Lema 1, segue o resultado.

Teorema 7. Sea el e % € Q* com q > 1, entdo

@~ sBm
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.. p
(i7) (a+ q) el.
Demonstracdo. Se a € L, entao existe uma sequéncia de racionais {%} tal que
J jZl

< 1
a4

b
q;

o —

(i) Seja a; = logq q; donde ¢% = g;. Observe que lim; ,  a; = +00 e ainda

pp;

qa]+1

- ‘aﬂ _ppj
q qq%

’ P pP;
WP _ PP
q  qq

p
S P
q

Por outro lado, observe que existe k € R tal que |p| < ¢*, entdo

’ap _ | Inl ‘ _ 1
q 49; 4q; q q]
_ ol _ Il _ |
Q(qaj )J qjaj+1 (q%-‘rl)J:J:ll
k
q 1
< Jog il Jag i1
(qa]+1) a1 (qaﬁrl)iajﬂ —k
Agora, sabemos pelo Céalculo Diferencial e Integral que se uma fungéo f(z) é ilimitada, entdo, pelo
g g
Teorema de L’hospital, lim,_, 1{:(;;;) =1, e, assim, lim_, xli(fr()) +00. Logo,
jor; + 1
lim (] J —k) = 400,

e segue pelo Lema 3 que a% el.

(#) Como no item anterior

D) ()]
q 4 g
g+ q. g+ q.;
:‘(a+p)_(1’a‘lcﬂﬂ))’:’(a+p)_ (W)‘
q qq’ q q’

(o

Por outro lado,

< 11 1 1
R R
Mas, ja sabemos que lim,_,, % = +00, donde, pelo Lema 3 segue que ( ) O
J

e L.
" sB
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Para tanto, segue o Teorema de Erdds que nos afirma que qualquer ntimero real pode ser escrito

como soma de dois numeros de Liouville.

Teorema 8. Dado 8 € R, entdo existem l,ly € L tais que B =1 + 5.

Demonstragdo. De fato, se 8 € L, entdo pelo Teorema 7 basta tomar i, = [, = g

Se 5 € Q tomemos qualquer « € L pelo Teorema 7 (BJrTO‘) e (B_TO‘) €l com 3= B_TO‘ + ’B’LTO‘

Agora, se 5 ¢ Q, entdo (8 — [f]) ¢ Q, onde [5] é a parte inteira de 3, e assim podemos estudar

apenas o caso em que 3 € (0,1) N Q®. Seja
B =0.a,a5a5...a,

onde a,, € {0,1,2,3,...,9} e difina

em que para n! < k < (n+ 1)! temos
Ap=a,ed,=0sen=1,3,5,..
0, =a,eA=0sen=24,6,..
Note que 8 =, +1,. Falta mostrar que l; e l, € L. Para [;, tomemos p,, = 2(2" )-1 AL 102!
e q, = 102" daf

D Z;in)!71 )\klo(2n)!7(l+k) (2n)!—1 )\k]_o (2n)!1— (2n)!—-1 )\k
0 10201 - ,; 10F1021 — ;1 10F

Segue-se que

P i Ak
ll - *‘ - 7
q k=(2n)! 10

Como A\, = 0 para (2n)! < k < (2n + 1)! podemos escrever

= A = 9
negl= X e X e

q

k=(2n+1)! k=(2n+1)!
B 9 1 1 1 B 9 10 1
~ 1p@n)+1 + 10 + 102 T )= 1020+ g 1p(@uHD)-1

1 1 1

< 107(@n)=1) ~ (102n-1" = ﬁ

Logo, I € L. De modo analogo pode-se provar que I, € L.

—(1+k)

O

Esse resultado é bem curioso, visto que é possivel mostrar que o conjunto dos nimeros de Li-
ouville tem medida nula? em R, isto é, quase nenhum nimero real é de Liouville. Isso posto,
podemos pensar entdo que, mesmo sendo um conjunto “invisivel”, os niimeros de Liouville estao

estrategicamente posicionados na reta real [8].

2 Ao leitor interessado sobre esse assunto recomendamos a leitura de [11].
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4. Consideragoes finais

O desenvolvimento do presente trabalho possibilitou apresentar um estudo sobre topicos que com-
preendem a Teoria dos Numeros Transcendentes; uma area da Teoria dos Ntumeros em que desde
o século XVII especulam-se questoes relacionadas a natureza transcendental dos nimeros a partir
do estudo de equagoes polinomiais, em especifico, suas raizes, a saber, nimeros algébricos. Esta
teoria foi originada por Joseph Liouvile, ao criar uma classe numérica, os Numeros de Liouville,
pela qual nao s6 provou a existéncia dos niimeros transcendentes, como também explicitou seus
primeiros exemplos.

Ademais, a referida teoria mostra-se viva e convidativa, pois apresenta problemas ainda em aberto e
viabiliza investigagoes relacionadas as suas possiveis aplicabilidades. Nessa perspectiva, o presente
trabalho buscou contribuir para seu desenvolvimento tedrico ao apresentar a defini¢cao e a caracte-
rizacdo do conjunto dos nimeros algébricos e dos nimeros transcendentes. Além disso, elencam-se
importantes resultados sobre a classe dos niimeros de Liouville, permitindo, assim, considerarmos
que os objetivos propostos foram realmente alcancados.

Nesse sentido, este trabalho apresenta-se como uma pequena pesquisa em Teoria Transcendente,
cuja importancia reside em subsidiar estudos futuros de modo que coadjuve o seu progresso teérico
no meio cientifico, haja vista tratar-se de drea recente e que tem despertado o interesse de muitos
pesquisadores.
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