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Minimos quadrados lineares desenvolvidos no
contexto do Ensino Médio

Adriano R. de Melo

Resumo

Estudamos o método dos minimos quadrados lineares na perspectiva de contetidos do ensino mé-
dio, a saber, func¢bes de segundo grau e desigualdades, compreendendo-o como um problema de
otimizagdo que pode ser acessivel ao ensino médio, sobretudo quando desenvolvido na forma de
projetos de ensino e iniciacdo cientifica em classes de cursos técnicos de tecnologia integrados ao
ensino médio.

Palavras-chave: Func¢ao de Segundo Grau; Otimizacao no Ensino Médio; Aplicagdes no Ensino
Meédio.
Abstract

We study the method of linear least squares in the perspective of high school contents, namely,
quadratic functions and inequalities, understanding it as an optimization problem that can be
accessible to high school, especially when developed in the form of teaching projects and scientific
initiation in classes of technology courses integrated to high school.

Keywords: Quadratic Function; Optimization in High School; Applications in High School.

1. Introdugao

O primeiro contato com problemas de otimizacdo ocorre, normalmente, no ensino médio ao se
estudar as fungbes quadraticas, que se constituem como o primeiro tipo de funcao ao qual se é
possivel associar os termos méximo e minimo (no contexto de dominio real), facilmente intuidos
como a ordenada do vértice da parabola correspondente. Embora a andlise grafica seja sensivel,
concreta e ludica, pode-se definir esse conceito formalmente como:

Defini¢ao 1. Uma funcdo f, com dominio em R, possui um minimo global quando se é possivel
encontrar z,,, € R, tal que f(x,,) < f(x), qualquer que seja € R. Analogamente, o maximo global
é definido a partir da possibilidade de se poder determinar x,; € R de tal modo que f(z,,) > f(x),
para todo x € R.

Nessa fase de escolarizacao, os principais e convencionais exemplos que tratam deste tépico trazem
por objetivo a minimizagdo ou maximizacao de areas, lucros, receitas, alturas ou velocidades de
projéteis (IEZZI et al., 2013; PAIVA, 2015; CHAVANTE, PRESTES, 2016; SOUZA, GARCIA,

2016).
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Diante dessa lista de temas, perguntamo-nos se ndo existiria um problema de otimizagao de fungao
quadréatica mais sofisticado, porém acessivel ao aluno do ensino médio. Pensamos no clédssico da
teoria da aproximacdo: a técnica de minimos quadrados lineares, comumente estudada no nivel de
graduagdo nas disciplinas de estatistica (como uma técnica da andlise de regressio linear) e célculo
numérico. Ora, seriam os argumentos légicos de sua construgdo compativeis com o nivel médio de
ensino? Este artigo propoe responder positivamente essa questao.

1.1. O Contexto do Ensino Médio

No contexto do ensino médio, um problema cldssico e de simples solugdo (IEZZI, MURAKAMI,
1977) é aquele em que se deseja determinar, para dados dois pontos (z1,y;) e (z4,y5) quaisquer,
a reta que os contém (satisfaz).

Poderiamos avangar na dificuldade e considerar a seguinte situacao II: seja um conjunto com n
pontos quaisquer, digamos A = {(x1,91), (T2, ¥2),, (,Yn)}, n € N, n > 2. Qual é a reta que
contém os pontos do conjunto A? Esse segundo caso pode nao ter solucao, pelo simples fato de que
dois pontos distintos determinam uma tnica reta (o que implica que o problema I possui solugdo
Unica, no caso dos pontos serem distintos), entdo, para n > 2, ndo h garantia de que todos os
pontos estarao alinhados. Nesses termos, podemos considerar também a existéncia de uma reta que
melhor se ajusta aos pontos do conjunto A, isto é, que melhor descreve, se enquadra ao conjunto
de pontos dados.

Observe que no caso I, a fungdo que se almeja deve satisfazer exatamente os pontos dados, a isso
dé-se o nome de interpolagdo. No problema II, o que se espera é que a reta ajustada acompanhe
o padrao dos dados (conjunto de pontos), neste caso, um padrao linear. E preciso dar significado
a ideia de ajuste; esse é o objetivo da proxima secao.

2. Desenvolvimento

Para encontrar esta reta, com equacao

y=az+b, (1)
é necessario definir o critério de otimizacao que da significado ao termo ”melhor ajuste”. A reta
definida pela equagdo (1) aproxima os dados e por isso existe um erro inerente & aproximagdo. O
critério de otimizacao é que esse erro seja o menor possivel, isto €, que seja minimo. Entao, basta
definir uma fun¢do que mecga o erro cometido na aproximagao.
Cada ordenada y, dos pontos de A serd aproximada por §; = azx;+b, de modo que o erro quadratico
no i-ésimo ponto seja (y; — 9;)?, 1 < i < n. Entdo, o erro total cometido na aproximacio serd

n

E(a,b) = Z(yz —axr; — b)27 (2)

i—1
ou, apds seu desenvolvimento,

E(a,b) = a? ixf +nb? + Qabixi — Qaixiyi — Qbiyi + iyf (3)
=1 =1 =1 =1

i=1

Desejamos que a soma dos quadrados dos desvios, isto é, a funcio dada pela equagdo (3) seja
minima. Em outras palavras, buscamos minimizar (determinar o minimo) da fungéo (3). Teria ela
R
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esse minimo desejado? Com o objetivo de responder essa pergunta, necessitamos definir o conceito
de minimo (maximo) global em fungées de duas varidveis como E(a,b):

Defini¢do 2. Uma funcdo f, com dominio em R?, possui um minimo global quando se é possivel
encontrar um par (z,,,y,,) € R?, tal que f(z,,,v,,) < f(z,y), qualquer que seja (z,y) € R%. Analo-
gamente, 0 maximo global é definido a partir da possibilidade de se poder determinar (z,,,y,,) € R?
de tal modo que f(z,,,v,) > f(z,y), para todo (z,y) € R

2.1. Determinando o Ponto de Minimo

Numa perspectiva intuitiva e exploratéria, supondo a existéncia desse ponto de minimo (a,,,b,,),

podemos fixar b = b, na fun¢do erro E, obtendo uma funcdo quadratica na varidvel a, com
coeficiente dominante positivo:

E, (a) = (i: xf) az+2 (bm z": T; — z": xiyi> a+ (nbfn + z": y? —2b,, zn: yi> @)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Analogamente, fixando a = a, em (3), obtemos a fun¢do também quadritica na varidvel b de
coeficiente dominante positivo:

E, (b)= nb? + 2 <am z": x; — z": yi) b+ (a?n z”: x? + z": y? — 2a,, zn:xiyi> . (5)
i=1 i—1 i—1 i=1 =1

Nestes termos, (4) e (5) possuem pontos de minimo, conforme teoria das fungdes quadraticas que
estabelece a existéncia de valor minimo a partir do fato de o coeficiente dominante ser positivo.
Seus pontos de minimo séo a,, € b,,, respectivamente (prove isso), e sdo conhecidamente dados
conforme equagao:

m>

—2 (meazzZz,yz> —2 (amin Zyz)
0, — i—1 _ i—1 ¢ b — i—1 i—1 '
9 Z 22 2n

Assim, combinando as equagbes em (6) na forma de um sistema linear, chega-se aos coeficientes
angular e linear da reta (1) desejada:

n n n n n n
2
n E LY — E Y; E €T, E Y; E Ty — E LY, E Lj
= =1 =1 o =1 =l i=1

- . L (7)

(6)

3

am m

vl |l

O desenvolvimento acima tem por hipdtese a existéncia do ponto de minimo. Dessa forma, se
E possui minimo, entdo ele ocorre no ponto (a,b) dado conforme equagdo (7). Agora qual é a
condicdo para que F possua um valor minimo, isto é, quando que se pode afirmar a existéncia do

valor minimo? _
s
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3. Condicao Suficiente para Existéncia de Ponto de Minimo

Considere nos desenvolvimentos a seguir o caso geral de (3), pela fungdo polinomial de duas
varigveis f: R? — R, tal que

f(z,y) = ay2? + agy® + azxy + a,@ + azy + ag, com a; # 0 e ay # 0.

Estabeleceremos o seguinte

Teorema 1. i) O coeficiente a; € positivo (negativo), se e somente se, para todo y, € R fizo,

existe um ponto (T,,,yo) tal que f(z,,.y0) < f(2,90) (f(2,90) = f(2,90)), qualquer que seja
r €R;

ii) O coeficiente ay € positivo (negativo), se e somente se, para todo x, € R fizo, existe um ponto
(g, Ypm) tal que f(zg,y,,) < f(2o,y) (f(20,Ym) = f(x9,9)), qualquer que seja y € R.

Demonstragio. i) Com efeito, fixando-se y, em f, obtemos uma funcio real g
f(x,y0) = CL1952 + (azyo + ay)x + (azy?) + azyy + ag) = b1352 +byx + by = g(x), (8)

quadratica, com coeficiente dominante positivo e que, portanto, admite valor minimo, isto é,
existe

a3Yo + ay
=——— 9
xm 2041 ’ ( )
real tal que, conforme Definicao 1,
f@myo) = 9(x,) < g(x) = f(2,0),  qualquer que seja x real. (10)

Por outro lado, se existe um ponto (z,,,y,) tal que f(z,,,y9) < f(z,yy), qualquer que seja
x € R, entao

f@myv0) — flz,ye) = ayx}, + a3, yo + ay,, — a;2% — azzy, — ayz,
a2l + (azyg + ay)w,, — ay2? — (agyy + ay)z,
= —a,22, —a;2% + 2ay72,,,

—ay(z,, —1)2 <0, VreR. (11)

Assim, para que a inequacdo em (11) seja verdadeira é necessério e suficiente que a; > 0.
ii) A demonstragdo é andloga. Observamos apenas que y,, é dado por

_ A3Tg + ag

> (12)

Ym =

O

Observagio 1. A demonstragdo da implicagdo de ida (=) é simples consequéncia de que uma
funcao quadrética possui um minimo (méximo) (concavidade para cima (baixo)) se, e somente
se, o seu coeficiente dominante é positivo (negativo). Neste caso, o ponto de minimo (maximo),
que portanto é tUnico, fica completamente determinado pelos coeficientes da funcdo quadratica,
conforme equagoes (9) e (12).

160 @= sBm
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Observagio 2. A implicagdo de volta (<) pode ser menos restritiva, conforme sua demonstracao,
de modo que as hipéteses ”"para todo y, € R..”e "para todo x, € R..”podem ser substituidas por
"existe y, € R..”e "existe z; € R...”, respectivamente. Tais implicacoes tornam-se entao:

i) Se eviste y, € R tal que, pora algum ponto (2, o), tem-se (& pr40) < F(2:90) (F(Emti) 2
f(x,90)), qualquer que seja x € R, entao o coeficiente a; € positivo (negativo).

it) Se existe x, € R tal que, para algum ponto (Ty,Y,,), tem-se f(xy,Y) < f(20,y) (f(Tg, Ypm) =
f(xo,v)), qualquer que seja y € R, entdo o coeficiente ay € positivo (negativo).

Observagio 3. ITmportante notar também que z,, e y,, obtidos nos itens i) e ii), respectivamente,
ndo sdo arbitrarios e dependem, cada qual, explicitamente dos pontos y, e x,, conforme equacoes
(9) e (12), respectivamente.

Corolario 1. Se a fungio f admite um minimo (mdximo) global, entdo a; >0 e ay >0 (a; <0
e ay < 0). Além disso, (x,,,Y,,) dado no Teorema 1 é o ponto de minimo (mdzimo).

Demonstragdo. Com efeito, se f possui minimo entdo existe (zy,y,) em R? tal que

fzo,50) < fz,y),  qualquer que seja (z,y) € R%. (13)

De modo particular, podemos obter

f(xo,y0) < flmg,y), YyeR e flzg,yy) < flw,9), Vo eR (14)

Assim, pelo Teorema 1, concluimos que a; € a4 devem ser positivos.

O fato de o ponto de minimo ter coordenadas
asYm + ay azly, as
€T = - e = - 15

ocorre pelas desigualdades em (14), das equagdes (9) e (12) e ainda da unicidade de z,, e y,,,. O

Para avancgar na compreensio de f, analisaremos a situacdo em que a; = 0 e inexiste termo misto.
Para isso, demonstraremos o seguinte

Teorema 2. Se a; > 0 (a; < 0), ay > 0 (ay < 0) e ag =0, entdo f possui minimo (mdzimo)
global.

Demonstragdo. A condicdo a; = 0 implica que os pontos z,, e y,, dados pelo Teorema 1 néo
dependem de z e y,, respectivamente, conforme equagoes (9) e (12):
ay as

= —_—— = ——. 16
Tm =T ¢ Ym T o (16)

Dessa forma, f avaliada em (z,,,¥,,) dados por (16) e com a hipétese de que a; > 0 e ay > 0,
resulta em

2 2
a a
f(‘rmvym) = —0 (2;1) — Qg (252) +a6)

24 2—a 25 2+a +a 334—ﬂ 2+a +& 2

2a, 2\ 24, 6T 2a, 2\Y 2a5 )
= fla,y), VY(zy) eR. - (17)
161 nsﬂ SBM
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Concluimos, nos termos da Definicdo 2, que f possui ponto de minimo global que é dado por
(2, Ym ), conforme equagoes (16).

O caso da existéncia de maximo global em que a; < 0 e ay < 0 prova-se de maneira andloga. [

Vejamos o caso geral no seguinte

Teorema 3. Se a; >0 (a; <0), a, >0 (ay, < 0) € ajay, — (ag/2)* > 0, entdo f possui minimo
(mdzimo) global em (x,,,y,,)-

Demonstracio. Com efeito:

a asy +a 2 asy +a 2 a asT +a 2 asT + a 2

ay 3 4\ (9 4 ao 3 5y (9 5
f@3) 2 [(Cc—i_ 2aq > ( 2aq >1+ 2 l(y—i— 2a, > ( 2ay ) 1

as
+§x +?aﬁ+—y +?y+a6,
ay (Gzy+ag\  ay (azr+ag ay o G4 | Gp o Q5
( %, ) 2( ) PR R R R

2) 2 2 —
_ (‘haz (a3/2) >x2+ (a1a2 (a5/2) )y Jr( a0y a3a5) "
2a4 4ay

2 2
n 40105 — Ag0y y+ Ay :
4a, 8a1 8a2

= g(xay)’ V(.’)Ly) e R (18)

Y

Pelo Teorema 2, a fungéo g possui minimo, logo, existe (zy,y,) tal que

9(%73/0) < g(xay) < f(xay)v V(l‘,y) € [R27 (19)

ou seja, a fungdo f é limitada inferiormente. Pelo Corolario 1, o minimo de g ocorre conforme
equacao (15), isto é,

20504 —agas (20,05 — azay
4a, 305 — 2050y 4a, as3a, — 20,05
Lo = AN 2 ¢ Y%= AN 7
o [ %192 — (a3/2) dajay — ag o [ f192 — (a3/2) dayay — a3
2a, 2a,

(20)

O par (zy,y,) dado pela equagdo (20) corresponde a solucdo do sistema linear constituido pelas
5

equacoes em (15):
20y aj } [ T } [ —ay ]
mo| = . 21
[ az  2a, Ym —as ()

Este sistema possui solugao tnica, conforme hipdtese do teorema que garante que o determinante
da matriz de coeficientes é diferente de zero. Assim, temos que (xy,Yy) = (Z,,,Y,,). Por outro
lado, conforme equagao (18),

aq asy + ay 2 Qg asx + ag 2
flay) =gl@y) + o o+ =5 — | + 5 (y+—5— (22)

2 2 2 2
o " s
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e por isso, segue-se que

S @y Ym) = 9( Ty Y ) (23)

ao passo que da inequagao em (19), concluimos que
f(@sym) < flz,y), Y(z,y) € R (24)
O

A fungéo E(a,b) satisfaz as condigbes dadas pelo Teorema 3 se n > 2 e se pelo menos um dos z;
for diferente dos demais z;, pois nesse caso conseguimos garantir que ambos a, e a, sdo positivos:

n
a1:Zx?>O e ay=n>0.
i1

A desigualdade aja, — (a3/2)? > 0 pode ser verificada por indugdo. Com efeito, provaremos
inicialmente a seguinte igualdade:

n n 2 n
ayay — (az/2)? Z (Z $z> = Z (z; —xj)Q- (25)
i—1 i—1 i=1,j44
Para n = 2 temos que

ayay — (a3/2)* = 2(a7 + 23) — (21 + 25)% = (v, — 25)%. (26)
Agora, supondo verdadeira a seguinte hipétese de indugao

n

DI (Zx> = D (@) (27)

i=1,54i
entao,
n+1 n+1 2 n n 2
ZRE) SEEY 0 9 IRSICERE) SERUURRIENEY PSSP
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
= Z (xi—xj)Q +nzp +Zl’12 _anJrlei’
i=1,5i i=1 i=1
n n
= Y @)+ Y (e )
i=1,54i i=1
n+1
i=1,5#i
ou seja,
n
ajay — (a3/2)* = Z (z; —2;)% n>2, (29)
=154

e como por hipétese pelo menos um z; ¢ diferente de algum dos demais x;, temos que a;ay —
(a3/2)? > 0. Concluimos, com isso, a prova do seguinte
>
» S
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Teorema 4. Considere o conjunto A = {(x1,vy1), (T3,Y3), (T, Y,)}, dado de tal forma que

ezista um x; # x;, em que i,j € {1,--,n}, e com 2 < n € N. A fungio E(a,b), definida pela
equagio (3) sobre os pontos do conjunto A, possui minimo global.

Observagio 4. Observamos que para n = 1, a condigio a;as — (a3/2)? > 0 ndo é satisfeita, visto

‘ 2 _ .2 2 _ 50 (25
que nesse caso terfamos a,a, — (a3/2)* = x7 — x7 = 0, conforme equagao (25).

Observagio 5. E possivel concluirmos que a;ay—(a3/2)? > 0 pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
(LIMA, 2008, p20), conforme equagdo (25).

4. Consideragoes Finais

Desenvolvemos o método de minimos quadrados lineares utilizando os temas abordados no ensino
médio: fungdes quadraticas e desigualdades. A presente estratégia constitui uma aplicacao valiosa
que pode ser inserida no contexto de problemas de otimizacao em nivel de ensino médio, sobretudo
quando desenvolvida na forma de projetos de ensino e iniciagdo cientifica em classes de cursos
técnicos de tecnologia integrados ao ensino médio.

Em termos praticos, tendo em vista o contexto do ensino médio, poder-se-ia abordar apenas a de-
terminacao do ponto de minimo a partir da hip6tese de existéncia desse minimo (primeira subsegao
junto & se¢do Desenvolvimento), visto que a construgdo da condigdo suficiente para existéncia de
minimo (segunda subse¢do da mesma se¢do) possui maiores detalhes em sua teoria.

A construgdo de um pseudocodigo que computa os pardmetros do modelo, coeficientes a e b da reta
de equacao (1), constitui uma primeira aplicagdo que se poderia considerar, sobretudo em cursos
técnicos que adotam alguma linguagem de programacao em seus curriculos. Um segundo tema
a ser considerado é aquele que se preocupa com o crescimento populacional. Para a aplicagdo, é
possivel obter os dados relativos ao censo demogréfico brasileiro através de consulta junto a pagina
do Ibge [4]. Com as devidas adaptagoes', um modelo exponencial y = ae® pode ser analogamente
desenvolvido a fim de se obter uma funcao ttil para se realizar previsdes da populacao brasileira.
Um terceiro tema que pode ser abordado, da tecnologia de hardware, é aquele associado ao conceito
de laténcia® CAS (Column Address Strobe). As varidveis laténcia CAS e velocidade possuem um
padréao linear que pode ser estudado via minimos quadrados (os dados necessérios para o estudo,
bem como maiores informacoes, estdo disponiveis em [3]).
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INa equagdo (2), no lugar de se obter E(a,b) calculando-se o erro entre y e §, obtenha-o calculando o logaritmo
natural Iny e Iny dos mesmos. Isso tornard o desenvolvimento idéntico ao presente. Para mais detalhes consultar
Burden e Faires (2008, p465).

2Refere-se ao intervalo de tempo, medido pelo ntimero de ciclos de clock, em que um comando é inserido e

executado [3]. -
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