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Resumo

Neste artigo sao discutidos de forma detalhada trés problemas que foram propostos para as Olim-
piadas Internacionais de Matemética (IMO) e que de forma criativa lidam com bases numéricas.
O intuito é que esses possam ser usados no treinamento de estudantes que se preparam para olim-
piadas internacionais. O material também pode ser usado por professores e estudantes do ensino
universitario. O primeiro problema explora a base ternéria em relagdo a triplas aritméticas (trés
ndmeros consecutivos em progressao aritmética). No segundo problema é pedido determinar um
elemento de uma sequéncia que serve como base mista e pode ser correlacionado com a base octal.
E no terceiro problema deve-se encontrar a ordem de um elemento de uma sequéncia que é usado
como cddigo de primos em uma base bindria.
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Abstract

In this article we discuss in detail three problems that were proposed for the International Mathe-
matical Olympiad (IMO) and that in a creative way deal with numerical bases. The intention is
that these problems be used to train students preparing for international olympics. The material
can also be used by university teachers and students. The first problem explores the ternary base in
relation to arithmetic triples (three consecutive numbers in arithmetic progression). In the second
problem it is asked to determine an element of a sequence that serves as a mixed base and can be
correlated with the octal base. And in the third problem one must find the order of an element of
a sequence that is used as prime code on a binary basis.

Keywords: International Mathematical Olympiad; Sequences; High School Education; University
Teaching; Numerical Systems

1. Introdugao

As bases numéricas tém permitido & humanidade representar contas e medidas usando um conjunto
de simbolos (digitos) para formar nimeros e realizar operagoes com esses, como somas e multipli-
cacgoes. Em 1957, um estudante de 12 anos, George Bergman, mostrou que era possivel usar um
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ndimero irracional (a razdo durea maior, ® = HT\@) como base de uma base numérica posicional
para representar qualquer nimero real [2]. Tal resultado, atrelado ao problema de corregéo de erros

nas operagdes criticas de computadores, tem motivado uma intensa pesquisa em anos recentes [1].

O assunto “Bases Numéricas”, porém, pode ser visto por alguns professores de Mateméatica como
tedioso. O presente artigo procura reverter essas ideias e mostrar, mediante a discussdo de trés
problemas, extraidos das propostas de perguntas para a Olimpiada Internacional de Matematica
(IMO), que as bases numéricas podem ser ensinadas desde outras perspectivas.

O primeiro problema, proposto para a IMO de 1983, explora a base ternaria em relacdo a triplas
aritméticas (trés nimeros consecutivos em progressao aritmética). No segundo problema, proposto
para a IMO de 1998, é pedido determinar um elemento de uma sequéncia que serve como base
mista e pode ser correlacionado com a base octal. E no terceiro problema, proposto para a IMO
de 1995, deve-se encontrar a ordem de um elemento de uma sequéncia que é usado como codigo
de primos em uma base bindria.

Os trés problemas mencionados fazem parte de um conjunto de vinte e seis problemas sobre
sequéncias, que serdo apresentados por parte dos autores (primeiro e terceiro) em uma Tese de
Mestrado do Profmat, relacionada com o treinamento de estudantes do ensino médio para participar
de Olimpiadas Internacionais de Matematica [4].

2. Exemplos de transformacgoes entre bases numéricas
Um ntimero inteiro ndo negativo cujos digitos na base 10 sdo a; € {0,1,2,-+,9}, com i = 1,2, -, n,
pode ser escrito como:

(anay_y -+ ayag), = ag+10a; + 10%ay + - + 10" ta,,_, + 10"a,,
Em geral, seja b > 2 um ntmero inteiro, podemos representar um niimero inteiro nao negativo na
base b usando os digitos a; € {0,1,--,b—1}, com ¢ = 1,2,---,n, e transformé-lo & base decimal

como
(@nQy_y - ayag), =ag+b-ay + b%ay + -+ b" ta, | +b"a,

Em particular, um nimero inteiro ndo negativo cujos digitos na base 8 (Octal) sdo a; € {0,1,2,---,7},
com ¢ = 1,2,---,n pode ser escrito na base decimal como:

(a’nan—l "'a'la’0>8 = Qg + 8@1 + 82&2 + -+ 8n710’n—1 + 8nan

e um nimero inteiro ndo negativo cujos digitos na base 2 (Bindria) sdo a; € {0,1}, com i =
1,2,---,n, pode ser escrito na base decimal como:

(ananfl “'ala‘O)Q = Qay + 20’1 + 220’2 + o+ 2n71an71 + 2na’n
Exercicio: Levar a base decimal os ntimeros (7302)g e (10100)s.
(7302) = 2480+ 8234 8%.7 = (3778) = 3778

(10100), =0+2-042% 14230421 =(20), =20
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Inversamente, dado um ntimero representado na base decimal podemos escrevé-lo em qualquer
outra base usando sucessivamente a divisdo pela base com resto ou euclidiana. O niimero que no
passo n-ésimo for quociente passa a ser dividendo no passo de ordem n + 1. O processo conclui
quando o quociente é zero.

Exercicio: Representar (2019), = 2019 nas bases 2 e 8.

Solugao: Dividindo sucessivamente por 2 temos
2019 =2-1009 + 1
1009 =2-504 + 1

504 =2-252+0

252=2-126+0

126 =2-63+0
63=2-31+1
31=2-15+1
15=2-7+1
7=2-3+1
3=2-1+1
1=2.-0+1

Tomando os restos em ordem inversa segue que 2019 = (11111100011),,.
Analogamente, dividindo sucessivamente por 8 temos

2019 =8-252+43

252=8-31+4
31=8-3+7
3=8-0+3

Tomando os restos em ordem inversa segue que 2019 = (3743),.
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3. Base Trés, Progressao Aritmética e Geométrica

Provar que é verdadeiro ou que é falso: Do intervalo [1,30000] pode ser selecionado um subcon-
junto de 1000 inteiros que nao contém tripla aritmética (trés ntimeros consecutivos em progressao
aritmética).

A IMO 1983 foi realizada na cidade de Paris, Franca [6]. O problema acima foi proposto pela
delegagdo da Polénia [3].

Solucgao:

Seja {T,,} o conjunto de inteiros positivos que na base trés é representado por, no méaximo, n
digitos sendo que nenhum deles é 2. Isto é,

T,=ag 3 +a; 3"+ +a, 3", (1)

com a; € {0,1} para 0 < i < (n—1). Como para cada a; somente existem duas possibilidades,
zero ou um, e existem n escolhas, a cardinalidade, ou ntimero de elementos, de {T,,} é

| T, |=2". (2)
O maior elemento de {T,,} é encontrado quando todos os coeficientes sdo iguais a um:
max {7, } =3° +3' + ...+ 371 (3)
Mas a equagdo anterior é uma soma de uma progressao geométrica de razao 3, logo

3" 1
5

max {T,} = (4)

Proposic¢ao 1. Nao existe tripla aritmética em {T, }.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que exista uma tripla aritmética (x,y, z) tal que seus
elementos sejam um subconjunto de {7, }: {z,y,z} C {T,,}. Como z, y e z sdo inteiros consecutivos
de uma progressao aritmética, vale que

y=x+=2 (5)
Com y € {T,,} segue que os coeficientes de 2y, lado esquerdo de (5), na base 3 sdo somente 0 ou 2:
Y= ag, - 30 +ay, - 34 + A1)y gn—-1
com a;, € {0,1} para 0 <iy < (n—1)e
2y=(2-ag,)-3° +(2-ay,) - 3"+ +(2- a4, 1)) - 3"
com 2 - a;, € {0,2} para 0 <iy < (n—1).
Estudaremos agora o lado direito de (5). Temos que z, z € {T,,} , logo podemos escrever

x:aox'30+a1x'31+"'+a<n_1>x‘3n71
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Z:a02'30+alz'31+”'+a(n—1)z'3n71

com a,,,a;, € {0,1} para 0 < ix,iz < (n — 1). Notamos que a soma a;, + a;, € {0,2} quando

a;, = a;, =0oua;, =a;, =1 para todo 0 < iz,iz < (n—1). Isto é, no caso em que

r =2z

e por (5) x =y = z. Contradi¢do, © # y # z. Como os lados direito e esquerdo de (5) sdo
incompativeis concluimos que nédo existe tripla aritmética em {7, }. O

Considere n = 10, de (2) e (4) calculamos

| Ty |= 210 = 1024 > 1000

3101
— = 29524 < 30000

Logo, a afirmacdo do problema é verdadeira. O conjunto {7}, } é um subconjunto de [1,30000] com
mais de 1000 inteiros e ndo contém tripla aritmética.

max {T}o} =

4. Base Mista, Binaria e Octal

Seja ag,aq, aq, ... uma sequéncia crescente de inteiros ndo negativos tal que cada niimero inteiro
nao negativo possa ser escrito de forma tnica como

a; + 2a; + 4ay, (6)

onde 7, 7, k ndo sao necessariamente diferentes. Determinar a;ggg.

A IMO 1998 foi realizada na cidade de Taipé, Taiwan [6]. O problema acima foi proposto pela
delegacdo do Canada [3].

Solucao:
Note que devemos escrever de forma tnica todos os nimeros inteiros nao negativos como uma
combinagdo linear (6) dos elementos da sequéncia (a,,). Isso leva a que, dada a sequéncia até o

termo de ordem n —1, ay, ay, ..., a,_,, 0 termo de ordem n, a,,, é o menor inteiro positivo que nao
seja da forma a; + 2a; + 4ay, com 4, j, k <n.

Vamos encontrar os primeiros termos da sequéncia de forma intuitiva. O primeiro inteiro nao
negativo é o zero. Para escrever zero na forma em (6) devemos ter a, = 0:

0=ay+2ay+4a;=0+2-0+4-0.

Nao temos como escrever 1 usando somente ay = 0. Isso leva a adicionar o nimero 1 na sequéncia
(a,), logo a; = 1. Com isso podemos escrever os niimeros do 1 ao 7 usando somente dois elementos
da sequéncia ay, =0, a; = 1:

l=a; +2ap+4ay=1+2-0+4-0,

2=ay+2a; +4ap=0+2-14+4-0,
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3=a;+2a; +4ag=1+2-14+4-0,
4=ag+2ay+4a; =0+2-0+4-1,
S=ay+2a5+4a, =14+2-04+4-1,
6=ag+2a, +4a; =0+2-14+4-1,
7T=a,+2a; +4a;, =1+2-144-1.

O ntimero 8 ndo pode ser escrito usando somente dois elementos da sequéncia: ay; = 0, a; = 1.
Isso leva a adicionar o nimero 8 na sequéncia (a,, ), logo a, = 8:

8:a2+2a0+4a0 :8+20+40.
O ntmero 9 ndo pode ser escrito usando somente trés elementos da sequéncia: ag = 0, a; =

1, ay = 8. Isso leva a adicionar o niimero 9 na sequéncia (a,,), logo a3 = 9. Com quatro elementos
da sequéncia é possivel escrever os nimeros do 9 até o 63:

9=uas+2a;+4a;=9+2-0+4-0,
63 =as+2a3+4a3=9+2-9+4-9.
Segue que a, = 64 e a5 = 65. Resumindo, os primeiros termos da sequéncia sio
(a,) =1(0,1,8,9,64,65, ).
Sabemos que todo ntimero inteiro ndao negativo m pode ser escrito de forma tinica na base bindria:
m = 2%, + 2%, + 2%, + 23t5 4+ - - + 272, (7)

com t; € {0,1} e i =0,1,2,--,7. Por outro lado, queremos escrever m como em (6):

m = 2%a; 4+ 2'a; + 2°ay,. (8)

Uma comparagao entre (7) e (8) sugere escolher a;, a; e a; como somas finitas:

a; =ty + 235 + 25t + - =t + 8ty + 8%t + -
a; =ty + 2%, 4+ 20, + - =1, + 8t, + 8%t; 4 -
ay, =ty + 23ty + 20tg + -+ =ty + 85 + 82t + -

As trés equagOes anteriores podem ser reescritas como

a, = 8o+ 88y + 8285 + -+ 8"s,, 9)

onde s; € {0,1} ei = 0,1,2,--,r. Em outras palavras, a sequéncia (a,,) consiste dos nimeros
inteiros nao negativos que podem ser escritos em base 8 usando somente zeros e uns.
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Para encontrar um termo arbitrario de (a,,) devemos escrever primeiro n em base 2:

n =8y + 28 +2%s5 + -+ 27s,. (10)

Os s; em (10) coincidem com os s; em (9). Vejamos os primeiros termos ja encontrados
0=0+4+2-0 , ay=0+8-0=0,
1=142-0 , a,=14+8-0=1,

2=042-1422.0 , a,=0+8-1+82.0=38,

3=1+42-1422.0 , az=1-+8-1+8.0=09,
4=042-04+22-14+2%-0 , a,=0+8-0+82-1+8.0=64,

5=142-0+22-14+2%.0 , ay=1+8-0+82-1+8%-0=65.

Como queremos encontrar a;ggg escreveremos primeiro 1998 = (11111001110),, em base 2:

1998 =0+2-1+4+22-14+2%.142%.04+2°-04+26-14+27-1428.1429.14210.7,
Segue que

Gyogs =0+8-1+82-1+8%-14+8-04+85-0+80-1+87-1485-1+87-1+80.1=1227096648.

5. Cédigo Primo-Binario

Considere ntimeros inteiros @ > 1 e seja p(z) o menor primo que nao divide z. Em particular,

p(1) = 2. Quando p(z) = 2, defina ¢(z) = 1, caso contrério, defina g(x) como o produto de todos os
a:np(m'n>

primos menores que p(z). Considere a sequéncia (), ;, T, ... definida por zg =lex, = FEm)

para todo m > 0. Encontrar todos os valores de n tal que z,, = 1995.

A IMO 1995 foi realizada na cidade de Toronto, Canada [6]. O problema acima foi proposto pela
delegagéo da Polénia [3].

Solugao:

Como ¢(z) é definida por um produto de primos que dividem individualmente x ou ¢(z) = 1, segue

que ¢(x) divide x para todos os nimeros inteiros > 1, logo f(z) = quz(;)) também é um ndmero

inteiro positivo.

A Tabela 1 ilustra o célculo dos primeiros termos da sequéncia.

@~ sBm
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’ n \ p(z,_1) \ q(z,_1) \ x,, \ z,, fatorado \ Cz,, ‘

0 1 0

1 2 1 2 2 1

2 3 2 3 3 10
3 2 1 6 32 11
4 5 6 5 5 100
5 2 1 10 5-2 101
6 3 2 15 5-3 110
7 2 1 30 5-3-2 111
8 7 30 7 7 1000
9 2 1 14 7-2 1001
10 3 2 21 7-3 1010
11 2 1 42 7-3-2 1011
12 5 6 35 7-5 1100
13 2 1 70 7-5-2 1101
14 3 2 105 7-5-3 1110
15 2 1 210 7-5-3-2 1111
16 11 210 11 11 10000
17 2 1 22 11-2 10001

Tabela 1: Calculo dos primeiros termos das sequéncias (z,,) e (Cx,,).

Seja (pg, P1,Pa,--) = (2,3,5,7,11,-+) a sequéncia de todos os niimeros primos escritos em ordem
crescente.

Notemos primeiramente que, na decomposicdo de z, em fatores primos, nenhum primo pode

aparecer elevado a uma poténcia superior a um. De fato, isso é verdade para os primeiros 17

termos listados na Tabela 1. Para completar a demostracao por indugdao em n, observamos que se

por hipétese x,, = p,, P, -+ p, ., entdo p(z,) ndo é nenhum dos p, anteriores com 1 <k < m.

Segue que o produto z, p(z, ) nao terd, na sua decomposicao, nenhum quadrado de primo. Dividir
q b nP\ Ty ) p ) p

por ¢(z,) somente reduz (ou deixa igual quando ¢(z) = 1) o ndmero de primos presentes na

fatoracdo de xz,,. Segue que z,,; = %@;") é livre de poténcias superiores a um para todo n.

Como cada ndimero primo aparece somente uma vez (ou nio se encontra) na fatoragdo de z,,,
podemos associar de forma unica a x,, um cédigo: Cx,, = ---000s;8;,_; --s5. Onde s; = 1 se p;
divide z,, e s; = 0 se p; ndo divide z,, com 0 < i < [. Adicionalmente, p, ¢ o maior primo que
divide z,,.

A seguir vamos enunciar e justificar o resultado principal. A representacao binaria de n coincide
com o cédigo de z,,. Isto é, (n), = Cz,,. Veja na Tabela 1 a primeira e tltima colunas.

No caso em que z,, é impar temos que Cz,, = ---000s;s;_; ---5;0 termina em 0, pois 2 néo divide
x,. Segue que p(z,) =2 e q(z,) = 1. Logo =, ., = T”TZ épare Cx,  =--000s;s,_; 5,1 tem o
mesmo codigo de x,, com o primeiro digito da direita trocado de 0 para 1.

Quando z,, ¢ par, temos que Cz,, termina em 1 pois 2 divide z,,. Estudaremos dois subcasos:

(1) Cx,, = ---000s;11 -1 o codigo de z,, é somente composto de uns, de s, em diante é tudo zero

-
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(2) Czx,, = ---00s,, - Sp415,11---1 o codigo de x, é composto de uns de s, até s,_;, s, = 0, de
Sp41 @ 8,1 0s valores podem ser zero ou um, s,, =1 e de s,,,; em diante é tudo zero.
(1) Se Cz, = --000s,11---1, temos que p(z,) = p;, e ¢(x,) = z,. Segue que z,,; = p, €
Cz, . =--000100---0 com o 1 na posi¢ao k-ésima da direita para esquerda.

(2) Se Cx,, = --00s,, - 8,,15;11---1 temos que p(x,) = p, e q(x,) =Py -P1 - - Pp_1. Segue que
Cz,q =--00s,,5,,.,100--0.

Logo, o efeito da lei de recorréncia f sobre o cédigo de z,, é acrescentar um na representacdo
binéria de n, isto é, Cz,; = f(Cz,,) = (n+1),. Em outras palavras, (n), = Cz,, e z,, determina
univocamente n.

Como estamos interessados em encontrar n tal que z,, = 1995, primeiro fatoramos 1995:
1995=3-5-7-19=29.3-5-7-11°0-139-17°.19
A seguir escrevemos o cédigo de 1995:

C(1995) = 10001110.

Isso corresponde a n = (10001110), = 2 + 22 + 23 + 27 = 142.

6. Conclusoes

O presente artigo discute trés problemas propostos em olimpiadas internacionais de matematica
para estudantes do ensino médio. O contetido explora as bases numéricas de uma forma nao
usual. No primeiro problema mostramos que nao existe tripla aritmética no conjunto formado
pelos niimeros que na base trés somente usam os digitos zero ou um. No segundo problema a chave
foi encontrar que a sequéncia (a,,) era formada pelos nimeros que na base oito usam somente zeros
ou uns. E no terceiro problema mostramos que fatorando em primos os elementos da sequéncia
(z,,) e usando um cédigo com zeros e uns descobrimos n escrito em bindrio. Outros trés problemas
da IMO relativos a série harménica encontram-se em [5].
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