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Resumo

A Caracteristica de Euler-Poincaré é um invariante topoldgico bem conhecido e o cédlculo para
superficies compactas, em geral, depende de uma instrumentacio topologica bastante refinada.
Entretanto, no caso de poliedros convexos esse invariante é igual a 2 e resulta de uma simples
verificagdo de uma férmula a qual relaciona o niimero de vértices V, o nimero de arestas A e o
nimero de faces F' de um poliedro, mais especificamente, V' — A + F = 2 (Férmula de Euler) e
isso se d4 porque tais poliedros convexos sdo homeomorfos a esfera. Neste trabalho apresentamos
uma demonstragao, usando apenas inducao finita, para o calculo desse invariante para uma classe
de poliedros néo convexos, apresentados de maneira especifica, aqui chamados poliedros n-téricos,
que sd&o homeomorfos a n-toros.

Palavras-chave: Caracteristica de Euler-Poincaré; poliedro ndo convexo; n-toros; poliedros
n-toricos

Abstract

The Euler-Poincaré Characteristic is a well-known topological invariant. The computation for
compact surfaces depends on a highly refined topological tools, however in the case of convex
polyhedra this invariant is constant equal to two and it follows, because convex polyhedra are
homeomorphic to a sphere, from a simple verification of the formula which relates the number
of vertices V, the number of edges A and the number of faces F of a polyhedron, more precisely,
V — A+ F =2 (Euler’s Formula). In this work we present a proof, using only finite induction, for
the computation this invariant taking into account, however, only a class of non-convex polyhedra,
presented in a specific way, here called n-toric polyhedra, which are homeomorphic to an n-torus.

Keywords: Euler-Poincaré characteristic; non-convex polyhedra; n-torus; n-torics polyhedra.

1. Introdugao

A Férmula de Euler é um tema de muita relevincia e tem sido ensinado nas disciplinas que
envolvem Geometria Espacial no Ensino Médio, por exemplo; veja SOUZA(2013) e LIMA(1999).
E um resultado muito simples e com um enunciado de facil compreenséo o qual relaciona o nimero
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de vértices V, o nimero de arestas A e o nimero de faces F' de um poliedro, mais especificamente,
V—A+ F =2, o que é de ficil ilustracdo e entendimento.

Poincaré foi o primeiro matematico a compreender que a Férmula de Euler é um resultado de To-
pologia, e ndo de Geometria como se pensava, assim a relagdo X(P) =V — A + F ficou conhecida
como Caracteristica de Euler-Poincaré de um poliedro P. Também esse tema foi amplamente dis-
cutido em livros, veja por exemplo, LIMA(1991) e LIMA(1999) e nas dissertagdes GISOLDI(2013)
e PEDROCHI(2016).

Segundo E. L. Lima, em LIMA(1991), a demonstragdo mais divulgada da Férmula de Euler foi
apresentada por Cauchy, depois reproduzida por autores conceituados, como Hilbert-Cohn Vossen
e Courant-Robbins numa forma aparentemente compativel com o nivel de conhecimento adquirido
pelos alunos no Ensino Médio. Nesse mesmo artigo, o préprio Professor E. L. Lima apresentou uma
leitura critica da demonstragao de Cauchy verificando que se pode expandir as nogoes apresentadas,
na versao envolvendo poliedros convexos, para poliedros nao convexos.

De igual forma, queremos aqui estudar nao apenas a Formula de Euler, mas a Caracteristica de
Euler-Poincaré, da maneira mais simples e informal possivel para alcangar o mesmo publico apto
a compreender essa férmula para poliedros regulares levando em consideragdo um conjunto mais
amplo de poliedros. Para isso, queremos lancar mao apenas das ferramentas mais elementares
de geometria, entre elas a observacao construtiva e a recursividade ja utilizadas desde os tempos
remotos.

2. A Caracteristica de Euler-Poincaré
2.1. Poliedros nao convexos

Foi gracas a Poincaré, em 1893, a solugao definitiva para a Formula de Euler. Poincaré mostrou que
dado um poliedro P, o niimero X(P) =V — A + F, chamado de Caracteristica de Euler-Poincaré,
é um invariante topolégico; isto é, dados os poliedros P e (), com mesma Caracteristica de Euler-
Poincaré, existe uma transformacdo continua f : P — Q cuja inversa f~! : Q — P também ¢é
continua. Nesse caso, a funcao f é chamada de homeomorfismo e dizemos que os poliedros Pe @
sao homeomorfos.

A seguir, nos exemplos 2.1 e 2.2, apresentamos um poliedro homeomorfo a esfera e outro homeo-
morfo ao toro. De maneira intuitiva, se imaginarmos um poliedro regular feito de borracha e o
inflarmos, injetando ar (ndo precisa ser regular, nem mesmo convexo basta que nao possua espagos
vazios, buracos, como um toro), ele serd transformado em uma esfera. Nesse caso seu invariante
topolégico é X(P) =V — A+ F = 2 (Férmula de Euler). Ja os poliedros que tém um tnico
buraco serdao transformados em um toro (cAmara de pneu cheia de ar) e seu invariante topolédgico
éX(P)=V—-—A+F=0.

No caso dos exemplos ¢é facil contar o nimero de faces, arestas e vértices e concluir o resultado;
mais especificamente, os objetos homeomorfos & esfera tém caracteristica 2 e os homeomorfos ao
toro caracteristica O.

Ademais, sabe-se que toda superficie compacta pode ser triangularizével, isto é, pode ser apresen-
tada em forma de poliedro formado por faces triangulares e cujas faces s6 compartilham arestas
e vértices (de forma mais generalizada, podemos cobrir a superficie compacta por um complexo
simplicial), mas nesse caso as ferramentas para o calculo da Caracteristica de Euler-Poicaré vao
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se tornando cada vez mais complexas, a ponto de se perderem as nogoes intuitivas da Geometria
Euclideana.

Ezemplo 2.1. O poliedro da Figura 1 é homeomorfo a esfera.

Figura 1: Poliedro homeomorfo a esfera
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Ezxemplo 2.2. O poliedro da Figura 2 é homeomorfo a um toro.

Figura 2: Poliedro homeomorfo a um toro

Igualmente homeomorfa ao toro, a figura a seguir possui a Caracteristica de Euler-Poincaré igual
a 0, porém, é 6bvio que, ao contarmos o numero de faces, arestas e vértices constatamos que a
tarefa néo é tao facil.

E irrelevante a forma poliédrica que se retrate um toro, desde que se tenha a propriedade que
as faces s6 possuam em comum arestas com arestas e vértices com vértices, para que a férmula
V — A + F seja sempre constante e igual a 0, exatamente por ser esse nimero um invariante
topolégico. Tal tarefa, porém, pode se tornar complexa de acordo com a forma escolhida.

Figura 3: Poliedro homeomorfo a um toro
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2.2. Poliedros n-téricos

Nesta secao, tratamos de poliedros com buracos no formato do exemplo 2.2. Percebemos que a
Férmula de Euler nao esta satisfeita para esse poliedro com buraco, ja que V — A+ F =0 e
esperavamos que esse valor fosse 2, e isso ocorre exatamente porque esse objeto ndo é homeomorfo
a esfera.

Dessa forma, usando apenas indugdo finita, demonstraremos o valor da Caracteristica de Euler-
Poincaré para uma classe de poliedros homeomorfos aos n-toros.

Na verdade, o que necessitamos é uma classe de objetos homeomorfos aos n-toros que sejam
construidos de forma poliédrica, sendo que o nimero de faces, arestas e vértices, sejam controladas
a medida que se adere a ele um novo toro.

Entre as provas da validade da Caracteristica de Euler-Poincaré estd a utilizacdo de complexos
simpliciais; primeiro mostra-se que toda superficie compacta pode ser triangularizavel, depois
estuda-se o que ocorre quando se unem simplexos, e, finalmente prova-se a validade do invariante.
Para conhecer mais sobre esses resultados temos uma classificagdo completa das superficies com-
pactas na dissertagdo de SOUZA(2016) ou um estudo mais algébrico utilizando simplexos no livro
de HU(1966) e, ainda, algumas aplicagoes destes resultados podem ser encontradas no livro de
CARMO(2006).

O que faremos é uma simplificacdo desse processo. Para isso criaremos uma definicdo intuitiva de
uma forma poliédrica de n-toros, como nos exemplos a seguir.

Ezemplo 2.3. Consideremos um poliedro 1-torico, conforme Figura 4. A Caracteristica de Euler-
Poincaré do poliedro 1-térico é dada por

X(P)=V—A+F=16—32+16=0.

Figura 4: 1-torico.

Ezxemplo 2.4. Consideremos um poliedro 2-térico, veja Figura 5. A Caracteristica de Euler-Poincaré
do poliedro 2-térico é dada por

X(P)=V—A+F=24—48422=—2.
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Figura 5: 2-térico

Ezemplo 2.5. Para 3-térico, temos

X(P)=V—-A+F=32—64+28=—4.

Figura 6: 3-térico

Definigio 2.6 (Poliedros n-téricos). Em linhas gerais, denominamos de poliedros n-téricos os polie-
dros, retos ou obliquos cujas faces sao paralelogramos e em sua constitui¢do final aparecem com
n buracos construidos de forma que as faces internas, que constituem os buracos, sdo paralelas as
faces externas, conforme os exemplos anteriores.

Pretendemos demonstrar, por inducao finita, a Caracteristica de Euler-Poincaré para poliedros
n-toricos.

Calculando a Caracteristica de Euler-Poincaré dos poliedros das Figuras 4, 5 e 6, obtemos termos
de uma progressio aritmética, a saber (0,—2,—4,...), de razdo r = —2, onde o primeiro termo é
a; = 0. Assim, o termo geral a,, dessa progressdo é dado por

a,=0,+m—1)r=0+(Mn—-1).(—2)=2—2n, nel

n
_
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Esse resultado motiva-nos a enunciar uma reformulacao da conhecida Férmula de Euler, que cor-
respondera a Caracteristica de Euler-Poincaré para poliedros n-téricos.

Teorema 2.7. Seja P um poliedro n-térico com V vértices, A arestas e F faces. Entao, a Caracte-
ristica de Euler-Poincaré de P é dada por

X(P)=V—-A+F=2-2n, (1)

onden e Nen>1.

Demonstrac¢do. A demonstragdo serd feita por indugdo sob n € N. Para o 1-térico, conforme Figura
4, temos
X(P)=V—-A+F=16—-32+16=0,

satisfazendo (1).

Suponhamos a férmula (1) véilida para um poliedro n-térico, n > 1.
XP)=V,—A,+F,=2—2n,

onde V,, A, e F, denotam o nimero de vértices, arestas e faces, respectivamente, do poliedro
n-térico.

Nosso objetivo é provar que a férmula (1) vale para poliedros com n + 1 buracos.

Para concluirmos a prova, vamos examinar o que acontece quando incluimos mais um buraco em
poliedro um n-térico.

Como ilustragdo vamos unir os poliedros das Figuras 4 e 5 por meio de suas faces (esse procedimento
topolégico é chamado de cirurgia ou soma conexa).

Notemos que, para o poliedro da Figura 5, vale X(P) =V, — Ay + F, = 2 —2(2). Ao “colarmos”
os dois poliedros das Figuras 5 e 4, a saber o 2-térico e o 1-térico, alguns vértices, faces e arestas
tornar-se-ao apenas um. E obtemos um novo poliedro com um buraco a mais, ou seja, um poliedro
3-térico, Figura 6, para o qual podemos contar e verificar que X(P) =V, — A; + F3 =2 —2(3).

De fato, isso é exatamente o que ocorre no caso geral quando unimos convenientemente um poliedro
n-térico a um poliedro 1-térico, para obter um poliedro n + 1-térico. O que precisamos estudar é
0 que ocorrem com os vértices, arestas e faces nesse procedimento para obtermos o caso geral.
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Figura 7: (2 4 1)-térico

A seguir, apresentamos a demonstragao geral de forma detalhada.

Com relagdo aos vértices V,, do poliedro n-térico, ao juntarmos os poliedros como nas Figuras 7, o
novo poliedro terd 16 vértices a mais oriundos do poliedro da Figura 4, porém 4 vértices de cada
figura tornar-se-ao apenas um, a saber, (I, I, Ly, Ly) e (M, My, Ny, N;). Desta forma, o ntimero
de vértices obtidos em V,, ; ¢ dado por V,, + 16 — 8.

Com relagio as arestas, observamos que as A, arestas do poliedro n-tdrico serdo acrescentadas as
32 arestas da Figura 4, porém muitas arestas acabaram por se unir, a saber,

(IIIZ’L1L27IIL1712L2)7
<M1M27N1N27M1N17M2N2>7
(Fljlv F2127 GlLla G2L2)7
(M,0;, My05, N, Py, Ny P,),
(IyJ1, 1y Jy, Ky Ly, Ky L),
(M1517M2S27N1T17N2T2>'
Ainda novas arestas serdo formadas; veja
(Klsla K252a J1T17 J2T2)7 <F1P17 F2P27 Glolv G202)'
Dai, obtemos o seguinte niimero de arestas

Ay =A, +32—24+38.
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Com relagao as faces do novo poliedro, temos que as F,, faces do poliedro da n-térico serdo acres-
centadas as 16 faces do poliedro da Figura 4, porém algumas faces unir-se-ao, a saber,

(IyIyLy Ly, My MyNyNy),

(F1G111L17F2G2I2L27 M1N101P17M2N202P2)7
(D1G1K1L17 D2G2K2L2? AlFIIIJI’ A2F212J27 MIOIQISU M2O2QQS27 N1P1R1T17 N2P2R2T2)

(K1K2L1L27M1M251327 11I2J1J27N1N2T1T2>

dando origem as faces
(F1G101P17 F2G202P2)7

(DlKlQl‘S’lv D2K2Q2SQ) A1J1R1T17 A2J2R2T2)

(J1 T\ Ty, K1 K5 5155).
Logo, obtemos o seguinte nimero de faces do (n + 1)-térico, como mostra a Figura 8,

F,. =F,+16—18+8.

Figura 8: (n + 1)-térico

Agora, em particular, para o poliedro (n + 1)-térico,

V.

n

A, +F, =V, +16—8—(A,+32—-244+8)+F,+16—184+8 =V, +8—A, —16+F, +6.
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Logo,
v,

n

m— A+ F =V, —A,+F,—2=2—-2n—-2=2-2(n+1).
Portanto, a férmula (1) é valida para poliedros com n + 1 buracos, consequentemente,
X(P)=V—-A+F=2-2n,

é valida paran € N e n > 1, provando o resultado desejado.

3. Consideracoes finais

Os poliedros aqui chamados de n-téricos sao versoes poliédricas de n-toros, para os quais se conhece
muito bem a Caracteristica de Euler-Poincaré- entretanto, por se tratar de invariante topolégico,
em geral, para sua apresentagao faz-se necessario um ferramental topolégico muito grande, como,
os simplexos, as cirurgias ou somas conexas, entre outros.

Como vimos na Figura 3, a escolha da figura poliédrica homeomorfa a um n-toro é o que diferencia
a capacidade de se contar o nimero de faces, arestas e vértices. Assim, para simplificarmos a
prova do valor da Caracteristica precisamos fazer uma escolha planejada - neste caso os poliedros
n—toricos.

Por outro lado, é claro que o presente artigo langa mao das mesmas ferramentas topoldgicas, como
os simplexos, uma vez que faces poliédricas formam um simplexo, mas o faz de maneira menos
elaborada - demonstramos esse fato usando a boa e velha observagio (tdo usada na geometria ao
longo da histéria) e a indugao finita.

Tal resultado, assim, passa a ser relevante como ferramenta para melhorar ainda mais as possibili-
dades de sedugdo (j4 mencionadas) da geometria aos jovens estudantes. Nao esperamos, portanto,
que esse trabalho seja visto como inovador mas como uma forma diferente e, talvez, mais atraente
de ver a geometria envolvida neste resultado.

De forma muito similar pode-se, ainda, definir a garrafa de Klein poliédrica (infelizmente nio tao
intuitiva como os n-toros, veja [8],[9]) e verificar que a férmula ainda é valida para objetos de
caracteristica positiva.
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