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O uso do software GeoGebra para o estudo de
problemas de otimizacao no ensino médio

Josenildo Lima Luciana de Freitas

Resumo

Neste artigo apresentamos atividades que podem ser realizadas com turmas do Ensino Médio e que
tenham nocoes basicas de fungoes, area, volume e desigualdade das médias. Apresentamos uma
sequéncia didatica, composta por diversas atividades, com a utilizacdo do software GeoGebra,
de modo que em cada uma delas, o aluno possa conjecturar um resultado de otimizacao numa
aplicacdo em sala de aula. Algumas dessas atividades tém como objetivo a elaboracdo de um
arquivo do tipo .ggb para se descobrir um valor étimo para determinado elemento geométrico.
Este estudo tem como finalidade mostrar que problemas de otimizacao podem ser trabalhados no
Ensino Médio e que os resultados usados nas resolugoes desses problemas sao demonstrados com
teoremas envolvendo contetidos matematicos do Ensino Bésico.
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Abstract

In this article we present activities that can be performed with high school classes and that have
basic notions of functions, area, volume and inequality of means. We present a didactic sequence,
composed of several activities, using GeoGebra software, so that in each of them, the student
can conjecture an optimization result in a classroom application. Some of these activities have as
objective the elaboration of a file of type .ggb to discover an optimal value for a certain geometric
element. The purpose of this study is to show that optimization problems can be worked out in
High School and that the results used in the resolutions of these problems are demonstrated with
theorems involving mathematical contents of Basic Education.

Keywords: Geometry teaching; Optimization; Inequality of means; GeoGebra.

1. Introdugao

Desde os primérdios o homem procurou respostas para perguntas do tipo: "Qual o caminho mais
curto entre tais pontos de partida e chegada?", "Como usar certa quantidade de arame para cercar
a maior area possivel?", "De que maneira vou construir um recipiente com volume fixado de modo a
gastar a menor quantidade de material possivel?" etc. Na atualidade, empresarios buscam otimizar
suas produg¢des minimizando gastos ou maximizando lucros. A partir dessas questoes cotidianas
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surgiu o ramo da Matemaética, que trata de problemas de maximos ou minimos, denominado de
otimizagao.

Os estudos de otimizacao e problemas de tangentes a curvas deram origem a nocao de derivada que
é um dos conteudos do Célculo que ajudam a simplificar a resolugdo de problemas de otimizagao,
ver [3, p428]. Todavia, neste trabalho ndo usamos o Célculo como ferramenta para a resolugio
desses problemas, pois no Ensino Basico, etapa para qual é proposta a aplicacdo deste estudo,
normalmente o Célculo ainda nao é visto. Nos detemos a utilizar contetidos como méaximos ou
minimos de fungoes, vértice da parabola e desigualdade das médias.

O estudo de problemas de otimizacao, preponderantemente composto de situagoes contextualiza-
das, pode provocar no aluno um maior interesse pela disciplina de Matematica que corriqueiramente
lhe é apresentada de maneira abstrata.

N

A otimizacdo, com suas aplicagoes, contribui na resolugdo de problemas pertinentes & adminis-
tragao, & economia, as engenharias, a logistica, as diversas areas da ciéncia e, que podem ser
trabalhados no Ensino Médio. Nota-se também que, de maneira elementar, problemas de otimiza-
¢ao vém sendo cobrados no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). Como exemplo podemos
citar a prova de 2015 que traz consigo duas questoes de otimizacao: a saber, a questao 136 da
prova amarela, a qual pode-se resolver usando conhecimentos de funcao quadratica e a questao
176 que pode ser resolvida usando-se conhecimentos de fungoes trigonométricas. J& a questao 166
da prova amarela de 2014 pode ser resolvida usando a desigualdade triangular. Além disso, todas
as provas, da forma como sdo elaboradas hoje, estruturadas em quatro matrizes e compostas por
45 questoes para cada uma das areas do conhecimento - modelo adotado desde o ano de 2009 -
contém, em média, cinco problemas elementares com as palavras mdximo ou minimo.

Uma proposta bem interessante presente neste trabalho é aliar o estudo de problemas de otimizagao
com o uso de uma tecnologia digital, neste caso o uso do software mateméatico GeoGebra. A
utilizacao de ferramentas tecnologicas nas aulas de Matemética, como o software GeoGebra, vem
para estreitar a relacdo dos estudantes com as tecnologias digitais, tornando-as mais atrativas,
potencializando a eficiéncia da aprendizagem dos conteidos, além de promover a inclusao digital.
O exponencial crescimento tecnologico exige uma formagcio continua do professor: a preparacio
desse profissional é condi¢do sine qua non para o sucesso do uso de tecnologias digitais em sala de
aula. Nesse sentido, faz-se necessaria a inser¢ao dessas ferramentas tecnologicas em nossa pratica
pedagogica, conforme recomendam as Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio ,

Nao se pode negar o impacto provocado pela tecnologia de informagao e comunicagio na configura-
¢ao da sociedade atual. Por um lado, tem-se a inser¢do dessa tecnologia no dia-a-dia da sociedade,
a exigir individuos com capacitacdo para bem usd-la; por outro lado, tem-se nessa mesma tecno-
logia uwm recurso que pode subsidiar o processo de aprendizagem da Matemdtica. E importante
contemplar uma formacdo escolar nesses dois sentidos, ou seja, a Matemdtica como ferramenta

para entender a tecnologia, e a tecnologia como ferramenta para entender a Matemdtica. |2, p8T].

Durante o desenvolvimento deste trabalho usamos a Matematica para entender a tecnologia quando,
por exemplo, enfatizamos as limitagoes de softwares quanto a erros na n-ésima casa decimal de
alguns resultados obtidos em algumas atividades. Por outro lado fizemos uso da tecnologia para
entender a Matemética na medida que planejamos uma sequéncia didatica na qual o aluno deve
utilizar um software matemético (o GeoGebra) para que passo a passo ele resolva o problema
proposto e conjecture o resultado geral para cada situagao-problema trabalhada.
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1.1. Objetivo geral

Propor uma sequéncia de atividades envolvendo problemas de otimizacao com a utilizacao do Geo-
Gebra como ferramenta de apoio, e que pode ser aplicada em turmas do Ensino Médio, introduzindo
assim o conceito de otimizagao e reforcando o estudo nos contetidos de Geometria.

1.2. Objetivos especificos

e Apresentar uma sequéncia didatica de problemas envolvendo conteidos de Geometria;
e Elaborar as atividades a serem executadas no GeoGebra para a resolugao dos problemas;

e Elaborar questoes que estimulem o aluno a conjecturar resultados antes de serem apresentados
formalmente;

e Utilizar conteidos matemaéticos elementares para demonstrar os resultados conjecturados;
e Estabelecer a importancia de andlise do erro dos softwares digitais, relacionando & formalizagao

de resultados através de demonstracoes matemaéticas.

2. Teoria preliminar
Nesta secao trataremos da desigualdade das médias, maximos ou minimos de funcoes e das fungoes

quadréticas que servem de base para as demonstracoes dos teoremas a serem conjecturados nas
atividades propostas da préxima secao.

2.1. Desigualdade das médias

Definicao 1. Considere a1, as, ..., a,_1 € a, nameros reais positivos, com n > 2. Os nimeros reais
positivos

a12 4+ a9 + ... + a,?
mq:\/1 : =, (1)

n
a1 +ag + ... +a,

Mme = - ; (2)

mg = {/a1az...a,, (3)

n

Mp = 7 1 1

sao denominados, respectivamente, de média quadratica, média aritmética, média geométrica e
média harmonica de a;, 1 = 1,2, ...,n.
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Teorema 1. (Desigualdade das médias)
Dados ai,as,...,a, nimeros reais positivos e mq, Mg, Mg € My respectivamente, suas médias
quadrdtica, aritmética, geométrica e harmonica, entdao

Mg > Mg > Mg > My,. (5)

Além do mais, duas quaisquer dessas médias sao iguais se, e somente se, a1 = G = ... = Qp,.

(Ver demonstragao [6, p51]

Os resultados de otimizacdo serdao provados apenas utilizando maximos ou minimos de funcao
quadratica ou a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, m, > mgy, uma vez que as
expressoes envolvendo volumes e areas se adequam a estes casos.

2.2. Minimo ou maximo de fungoes

No nosso trabalho também usamos minimos ou maximos de funcées. Vejamos, entao, as defini¢oes
e os principais resultados utilizados.

Definigao 2. Sendo D C R o dominio de uma dada fun¢do f : D — R e zy € D tal que
f(z) < f(xg) para todo = € D, diz-se que a funcdo f tem maximo absoluto em xy ou que zg é
ponto de maximo absoluto de f. Além do mais, f(x) é dito valor méaximo de f em D.

Definigao 3. Sendo E C R o0 dominio de uma dada fungdo g : E — Re xg € E tal que g(x) > g(xo)
para todo x € E, diz-se que a funcdo g tem minimo absoluto em xy ou que xg é ponto de minimo
absoluto de f. Além do mais, g(zo) é dito valor minimo de g em E.

Definigao 4. Dados a e b pertencentes ao dominio D C R de uma funcado f : D — R, temos que:

(i) Se existe um intervalo aberto I contido no dominio D, tal que a € I e f(z) < f(a) para todo
x € I, entdo f tem um méaximo local em a e f(a) é dito valor de maximo local;

(i) Se existe um intervalo aberto J contido no dominio D, tal que b € J e f(x) > f(b) para todo
x € J, entdo f tem um minimo local em b e f(b) é dito valor de minimo local.

Definicao 5. Denomina-se fungdo quadratica qualquer fun¢ido f : R — R dada por f(z) =
ax? 4+ bx + ¢, com a,b e ¢ nimeros reais e a # 0.

Teorema 2. Uma funcio quadritica f(x) = az? + bx + ¢ tem valor mdxzimo absoluto (ou valor
minimo absoluto) dado por y, = 7=, em x, = ;—5, onde A = b% —4ac, com y, sendo valor mdzimo
de f em R quando a < 0 (ou valor minimo de f em R quando a > 0).

(Ver demonstragao em [5, pl4]

3. Orientagoes metodolégicas gerais

Na proxima se¢ao apresentamos atividades que servem como alternativa para o estudo de geometria,
onde em cada uma delas, com a utilizacdo do GeoGebra (versdo 5.0.263.0), o aluno encontrara
valores otimizados para elementos geométricos tais como: segmentos, angulos, areas e volumes.
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Neste artigo apresentamos, sucintamente, o trabalho executado como dissertagao de conclusao do
PROFMAT de [5], onde sdo propostas doze atividades para o desenvolvimento de um projeto
inovador em turmas do 22 ou do 32 ano do Ensino Médio. Caso o professor opte por executar
todas as doze atividades, necessitard de aproximadamente cinquenta horas-aula (cerca de um
bimestre completo), levando em consideragao que serdo realizadas aulas bésicas para apresentagio
do software GeoGebra aos alunos, execuc¢io das atividades no GeoGebra, demonstragdes formais
das relagoes e propriedades conjecturadas, exercicios de fixacao da aprendizagem, além de situagoes
metodoldgicas a critério do professor, tais como: leituras complementares, atividades de verificagao
e investigacao praticas envolvendo medicoes, dentre outras.

Em cada uma dessas atividades sao sugeridos determinados ntimeros de casas decimais para varios
objetos, tais como controles deslizantes, dngulos, dreas, volumes, etc. Quando trabalhamos com
méaquinas de calcular ou softwares digitais, podem ser cometidos erros por causa das proprias
limitagoes das maquinas onde estao instalados esses softwares, ja que estas tém capacidade finita.

)

Tais resultados sdo produzidos, de forma geral, por erros de arredondamento: como uma calcu-
ladora s tem capacidade para armazenar numeros com representacdo decimal finita, todos os
ndmeros com representacio infinita (e mesmo aqueles com representacdo finita, porém superior
a capacidade da mdquina) siGo aproximados por numeros com representacdo finita. Isto é, as
calculadoras (pelo menos as mais simples) ndo operam com nidmeros com representagdo decimal
infinita, e sim com aprorimacdes para esses numeros. A imprecisGo nos resultados de cdlculos
aproximados pode aumentar quando os erros de arredondamento sdo propagados, isto €, quando
resultados aprorimados sdo usados em novos cdlculos, gerando aprorimacdes sobre aproximacoes.
FEvidentemente, algumas mdquinas possuem capacidade de armazenamento superior a outras, po-
dendo produzir resultados mais precisos, porém todas tém capacidade finita. Portanto cdlculos

com decimais infinitos envolverdo necessariamente imprecisées e erros de alguma ordem. [4, p12]

Com base nesses possiveis erros produzidos pelas limitacoes dos softwares, faz-se necessaria a
comprovagao matematica formal das relagoes e propriedades conjecturadas.

4. Atividades usando o GeoGebra 2D

4.1. Atividade 1: Retéangulo inscrito num tridngulo retangulo isésceles

Objetivo: Determinar qual é o retdngulo de area méxima dentre todos os retangulos inscritos em
um tridngulo retangulo isésceles.

Dentre todos os retangulos inscritos em um tridngulo retangulo isésceles, qual é o que tem a maior
area?

Para resolvermos esse problema, primeiro observemos o seguinte caso particular em que os catetos
do triangulo retangulo medem 5 unidades de comprimento. Aplicamos a seguinte atividade com a
turma em estudo.

1. Abra o GeoGebra e torne visiveis a Janela de Algebra, Janela de Visualizacio e Janela de
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10.

Visualizagao 2. Para habilitar a Janela de Visualiza¢ao 2, acesse no menu principal o botao
exibir ou tecle Ctri+Shift+2;

. No terceiro botao, clique em Segmento e marque o segmento AB, onde A(5,0) e B(0,5);
. Marque um ponto C no segmento AB;

. Digite, no campo de Entrada, D = (x(C),0) obtendo, no eixo horizontal, um ponto com a

mesma abscissa do ponto C;

. Digite, no campo de Entrada, E = (0,y(C)) obtendo, no eixo vertical, um ponto com a mesma

ordenada do ponto C;

. Marque um ponto na origem do sistema cartesiano e renomei-o de O;

. Clique no quinto botao e posteriormente sobre os pontos O, D,C, E e em O novamente, nessa

ordem, obtendo, assim, o retdngulo ODCE. Mude a cor e o estilo ao seu gosto, clicando no
botao direito do mouse;

. No oitavo botdo escolha Area para obter a area do retangulo ODCE. Em seguida, no décimo

botdo ( Texto), depois clique no segmento OD; em Editar digite DistdnciaOD—; marque Férmula
LaTeX e em Objetos, clique em o se o for a medida de OD, para obter o comprimento do lado
OD do retangulo. De modo andlogo obtenha a medida do lado adjacente a OE. Coloque a
&rea com trés casas decimais e o comprimento dos lados com uma. Clique no primeiro botao do
GeoGebra para, depois colocar essas medidas dos lados do retangulo num lugar mais conveniente
para a sua visualizacao;

. Clique na Janela de Visualizagcdo 2 e, em seguida, digite, na caixa de Entrada, Area = (0,0x¢e),

onde o é a medida do lado OD e e é a medida do lado OFE;

Habilite o rastro do ponto (Area) obtido anteriormente. Movendo o ponto C' vocé tera em suas
janelas do GeoGebra a vista da Figura 1.

Orientagoes metodologicas

Apos a realizacdo desses passos, para que seja conjecturado o resultado esperado, sugerimos que o
professor direcione algumas perguntas aos alunos, tais como:

. Movendo o ponto C, qual é o maior valor que vocé encontra para a area do retingulo CDFE?
. Encontrado esse maior valor para a area, quais sao as medidas de cada lado do retangulo?

. Quando essa maior area ocorre, como vocé descreve a posi¢ao do ponto "dinamico" (Area) que

destacamos no grafico?

. Dentre todos os retangulos inscritos em um tridngulo retangulo isésceles, qual é o que tem a

maior area?

6 @ sBm
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“Atividade 4 - Retangulo Inscrito num Triangulo Retangulo lsGsceles.ggb = X

JArquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

[R] oA~ L DO O &N

» Janela de Algi» Janela de Visualizagio X |» Janela de Visualizagao 2 =
Ponto . B . 7
~® A=(5,0) 5¢_ Area de ODCE =5.958 6 . Area
“®B=(0,5) s S
@ C=(3.04, 5 . "
-® D =(3.04, : .
@ E=(0,1.9 2 I .
g 0 =(0,0) DistanciaOE =2 g 31 ) -
~® Area = (3. olo D A 2 :'
Quadrilaterc |7 %5 5 4 3 2 4 o 192 3 4 5 6 R .
~® pol1=5.9 -1 11 -
Segmento DistanciaOD = 3 0 .
Y c=23.04 0 1 2 3 4 5 6
. ad=1ar G -3 -1

Entrada:

Figura 1: Retangulo inscrito num triangulo retangulo isésceles

As coordenadas dos pontos A e B, sugeridas no segundo passo, podem ser substituidas por outras,
de modo z(A) = y(B) para que o triangulo AOB permanega sendo retangulo isésceles. Os erros de
arredondamento justificam o nimero de casas decimais propostos no oitavo passo dessa atividade.
Note que se propuséssemos, por exemplo, uma casa decimal tanto para as medidas do lado do
retangulo quanto para a area, obteriamos como area maxima 6, 2 e diversos valores para as medidas
dos lados do retangulo ODCE formando retangulos e nao um quadrado como desejamos.

Teorema 3. O retingulo de drea mdzima, inscrito no tridngulo retdngulo isésceles € o quadrado.

Demonstragao. Considere o tridngulo isésceles AOB de base AB e OA = 0B = a.

Por ser isosceles de base AB, o triangulo AOB, com angulo AOB reto, tem OAB = ABO = 45.
Sendo AD =z e DE = b, temos, no tridngulo ADE:

tg45:é:>1=é:>x:b. (6)
x x

Analogamente nota-se que -
BF =FEF =a-0. (7)
Do Teorema 1 (m, > my) segue que

A=(a—b)b< (m_s)“’f:aj (8)

Assim, a maior area possivel é
A=— (9)
N\
. @ sBm
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F a-b E
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gl X
O D A M
a 1

Figura 2: Retangulo inscrito num tridngulo retangulo isésceles.

obtida quando

a—b=0b. (10)
Consequentemente
a
b= —. 11
’ (1)
Portanto, o retangulo ODEF', de area maxima, inscrito no tridngulo retangulo isosceles AOB é o
quadrado de lado 3. O

4.2, Atividade 2: Retangulo inscrito num circulo

Objetivo: Determinar qual retingulo tem maior area dentre todos os retangulos inscritos num
circulo.

Qual é o retangulo de maior area, que pode ser inscrito em um circulo de raio fixado?
Para responder a essa pergunta realizemos passo a passo a seguinte sequéncia didatica:

1. Abra o GeoGebra e torne visiveis a Janela de Algebra, Janela de Visualiza¢io e Janela de
Visualizagcdo 2. Retire os eixos da primeira janela de visualizacao;

2. Obtenha, na Janela de Visualizagio, um Circulo dados Centro e Raio com centro em um ponto
O e raio r = 2. Clique com o botao direito do mouse para renomear o centro do circulo;

Sugestao: Para melhor visualizacao clique no tultimo botao Mover Janela de Visualizagio da
Barra de Ferramentas e dé um zoom na figura a ser trabalhada.

g @ sBm
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3. Escolha, no terceiro botao, Reta; clique sobre o circulo obtendo o ponto A e em seguida sobre
outro ponto B do circulo, distinto de A;

4. Obtenha duas retas perpendiculares a reta que contém os pontos A e B, intersectando-a nesses
pontos, utilizando o quarto botao Reta Perpendicular;

5. No segundo botao em Intersegdo de Dois Objetos, obtenha os pontos de intersecao entre as retas
obtidas no item anterior e o circulo clicando préximo dos pontos de intersecao distintos de A e
B. Observe que surgirao os pontos C' e D;

6. Clique no quinto Botao Poligono e posteriormente sobre os pontos A, B, C, D e em A novamente,
obtendo, assim, o retangulo ABCD;

7. No dltimo botao, clique em Ewzibir/Esconder Objeto, selecione as retas e em seguida clique em
qualquer outro botao (observe que as retas desparecem ficando apenas o retangulo inscrito no
circulo);

8. No oitavo botdo escolha Area para obter a area do retangulo ABCD, clique sobre esse poligono;

9. Clique no décimo botao Tezxto e observe que surgird uma caixa de didlogo. No espaco Editar
digite DistdnciaAB=, selecione Férmula LaTeX, em seguida Objetos, por fim escolha a opcao
a se a for a medida do segmento AB. De modo anélogo obtenha a medida do segmento BC'.
Coloque a érea com trés casas decimais e o comprimento dos lados com uma casa decimal;

Sugestao: Para obter a drea com trés casas decimais clique com o botao direito do mouse sobre
a area e depois em Propriedades— Texto— Arredondamento— 8 casas decimais— OK; proceda de
modo anélogo para as medidas dos lados do retangulo com uma casa decimal.

Sugestao: Fixe a area e as distancias obtidas nos passos anteriores clicando sobre esses textos
com o botao direito do mouse e marque a opc¢ao Fizar Objeto.

10. Clique na Janela de Visualizagio 2 e, em seguida, digite, na caixa de Entrada, Area = (a,ql),
onde a é a medida do lado AB e ¢l representa a area do retangulo em estudo. Habilite o rastro
do ponto que representa a area.

Orientagoes metodologicas

Finalizados esses passos, para que seja conjecturado o resultado esperado, sugerimos que o professor
direcione algumas perguntas aos alunos, tais como:

1. Clicando em Mower, primeiro botdo da barra de ferramentas, e, posteriormente, movendo o
ponto A ou o ponto B, qual é o maior valor que vocé encontra para a area do retangulo ABC D?
(Observe o grafico na Janela de Visualizagdo 2 - Ver Figura 3)

2. Encontrado esse maior valor para a drea, quais sdo as medidas de cada lado do retangulo?

3. Dentre todos os retangulos inscritos em um circulo de raio fixo, qual é o que tem a maior area?

No segundo passo, note que o controle deslizante r representa a medida do raio do circulo e

) )
portanto, deve ser maior do que zero. Quanto ao incremento, o professor pode escolher o valor
que lhe convenha, conforme a precisao desejada. No décimo passo, sugerimos que se exibam a area

0 @ sBm
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GeoGebra Classic 5 - x
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
AL D OO LNl 4
» Janela de Algebra X/|» Janela de Visualizagao X|» Janela de Visualizac&o 2 X
Coénica “ o
ecxry=4 DistanciaAB = 2.8 Area
Ponto DistanciaBC' = 2.8 8
® A=(-12,-16) Area de ABCD =8
® B=(1.6,-1.2) 6
® C=(1.2,1.6) C
® D=(-1.6,1.2) g .
® 0=(0,0)
® Area=(2.3,8) .
Quadrilatero
®ql=8
B i
Reta A 6 -4 2 0 2 4 3 8 10
f:-0.4x +2.8y =~
g:-2.8x-04y =4 -2

Figura 3: Retangulo de area méaxima inscrito num circulo

com trés casas decimais e o comprimento dos lados com apenas uma casa decimal com o intuito
de "esconder" os erros a partir de determinadas casas decimais: erros comuns de aproximagao
por conta das limitacoes do software. Demonstraremos, a seguir, que o retingulo de drea méaxima
inscrito num circulo de raio r é um quadrado. Observe, contudo, que se tivéssemos deixado os
lados do retangulo e a sua area com uma casa decimal, encontrariamos 8 como a area maxima do
retangulo e os lados AB e BC medido, por exemplo, 2,7 e 3 ou 2,7 ¢ 2,9 ou 2,8 e 2,9; que seriam
medidas de lados de retangulos e nao um quadrado como desejamos.

Teorema 4. O retdngulo de drea mdxima inscrito num circulo de raio r é um quadrado.
Demonstra¢ao. No retangulo ABCD inscrito num circulo de raio r temos que as diagonais AC e

BD medem 2r. Considerando AB = 2z e BC = 2y, obtemos r? = 22 4+ y2, logo, 7> — 22 = 32 > 0
ey =+r2— 22 Uma vez que a area S do retangulo ABCD é igual a 4xy, temos que

S =dz/r? — 22 = §% = —162" + 16r22>. (12)
A fim de obter uma funcio quadrética, faremos a substituicdo z = 22, ou seja,
S% = —162% + 16r%2. (13)
Temos, entao, a seguinte funcao quadrética em z:
f(z) = —162% + 161z, (14)

que, de acordo com o Teorema 2, tem ponto méximo quando a abscissa do vértice da pardbola for

2 .2
zV:—L:%. Como z = z2

2.(—16)
/ r2 r
yv =Vr2—ay?=yy = 7“2—?:>yv:$. (15)

Portanto, a area maxima ocorre quando x = y, ou seja, o retangulo inscrito no circulo é um
quadrado. O
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4.3. Atividade 3: Desigualdade isoperimétrica dos triangulos

Objetivo: Determinar qual é o tridngulo que tem a drea méaxima dentre todos os triangulos de
perimetro fixado.

Nesta atividade vamos encontrar o tridngulo de maior 4rea entre todos os tridngulos de perimetro
fixado, ou seja, resolveremos o problema da desigualdade isoperimétrica' dos triangulos.

10.

11.

12.
13.
14.

. Abra o GeoGebra e torne visiveis a Janela de Algebra, Janela de Visualizagio e Janela de

Visualizagao 2;

. Na primeira janela de visualiza¢do, marque dois pontos A e B distando entre si menos que 7.5

w.m. (u.m.: unidades de medida);

Vamos fixar o perimetro do tridngulo ABC' a ser construido em 15¢m.

. Obtenha um circulo de centro B e raio 5, usando a ferramenta Circulo dados Centro e Raio;
. Ligue os pontos A e B, obtendo o segmento f. Esconda o rétulo f;

. Trace o circulo de centro A e raio 15— 5 — f;

. Marque uma das intersegoes entre os dois circulos criados anteriormente, obtendo o ponto C;
. Trace o triangulo ABC e mude a cor e o estilo a seu gosto;

. Obtenha a area do triangulo e deixe-a numa posigao fixa na primeira janela de visualizacao. Para

isto, clique no oitavo botao em Area, depois sobre o triangulo. Note que ao mover esse texto Area,
ele ndo se afasta muito do tridngulo, fica preso num "circulo" no entorno do triangulo. Clique
com o botao direito do mouse sobre o texto, em seguida, marque a opc¢ao Posi¢ao Absoluta na
Tela, arraste esse texto até o local onde deseja fixar. Clique, novamente, com o botao direito do
mouse sobre o texto, marque a opgao Fizar Objeto;

. Exiba nome e valor de cada um dos lados do tridngulo ABC', clicando com o botao direto do

mouse sobre o lado, depois em Propriedades, em seguida em Bdsico e por ultimo em Ewibir
Rotulo, clicando na opcao Nome e Valor;

Sugestao: Para mais precisdao nos resultados, coloque a area com duas casas decimais e a
medida de cada lado com apenas uma casa decimal.

Note que o lado ¢; do tridngulo ABC tem a mesma medida que f; renomeie-o de ¢. Esconda os
circulos;

Clique na Janela de Visualiza¢io 2 e, em seguida, digite, na caixa de Entrada, Area = (b, poll),
onde b é a medida do lado AC' e poll representa a area do tridngulo em estudo;

Habilite o rastro do ponto (Area) obtido anteriormente;
Mude a cor e habilite o rastro desse ponto;

Mova o ponto A ou o B para observar a variacdo da area do triangulo ABC' (Ver Figura 4).
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‘Atrvidade 6 - D Zirice dos T 5 -

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

R AL~ D OO L) N2

» Janela de Algebra “ X |» Janela de Visualizagdo Xy Janela de Visualizagéo 2 2
Coénica .
c,: (x-6.5)2+(y-2.
d: (x-1.5)2+(y-3)*
Ponto
® A=(1.5,3)
® B=(6.5238)
®C=(41,7.3)
-® Area = (5, 10.8)
Segmento 4
®a=5
®eb=5
®@c=5 2 |0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

- v
[ & f-£& D)

Entrada: ¢

Area de ABC =10.83 16
14

12 Area
10

Figura 4: Procurando o tridngulo de area méxima

Orientagoes metodologicas

Concluida a realizagdo desses passos, para que seja conjecturado o resultado esperado, sugerimos
que o professor direcione algumas perguntas aos alunos, tais como:

1. Qual é a area méxima observada para este caso?
2. Quais sdo as medidas dos lados do tridingulo quando esta drea maxima ocorre?

3. Com base nessas observagoes, qual é o tridngulo de drea maxima, quando fixado seu perimetro?

Essa atividade é um caso particular, mas o professor que aplici-la pode sugerir aos alunos que
desenvolvam vérios casos particulares, para que tenham a ideia de como conjecturar o caso geral
da desigualdade isoperimétrica dos tridngulos. Para adaptar as atividades a outros casos, basta
observar que, no segundo passo, a necessidade da marcacao de dois pontos A e B de modo que a
distancia entre eles seja menor do que a metade do perimetro que se deseja para o triangulo; no
terceiro passo obter um circulo de centro B e raio igual a um tergo desse perimetro; no quinto passo,
um circulo de centro em A e raio p — % -p — f, se, respectivamente, p for o perimetro do tridngulo
ABC e f, a medida do segmento AB. No nono passo também sugerimos determinados niimeros
de casas decimais para a area e as medidas dos lados do tridngulo, levando em consideragao os

soperimétrico significa literalmente com perimetro igual. Todavia, em matematica, a isoperimetria é o estudo
das figuras geométricas cujos contornos sao congruentes. Em geometria plana, problemas isoperimétricos tém a
finalidade de determinar uma figura de drea maxima cujo perimetro é fixado.

b @= sBm
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erros de casas decimais comuns em maquinas de calcular e softwares digitais. Verifique que se
modificarmos o numero de casas decimais podemos ndo encontrar os resultados que esperamos
com precisao.

Para a demonstracao do teorema a seguir faremos uso dos seguintes resultados:

a+b+tc
5

possivel demonstrar que sua area A = \/p(p —a)(p—"b)(p—c) (Formula de Heron). Veja a
demonstracdo em [1, p32].

(12) Se um triangulo possui os lados medindo a, b e ¢ e o seu semiperimetro é p = é

(22) A area de um triangulo equilatero de lado a é dada por A = %. Veja a demonstra¢io em
[1, p46]

Teorema 5. O tridngulo equildtero é o que tem a drea mdrima dentre todos os tridngulos de
perimetro fizado.

Demonstragao. Denotando por a, b e ¢ as medidas dos lados do triangulo, o perimetro desse trian-
gulo é p=a+ b+ c. Pela a féormula de Heron a area do tridngulo é dada por

I o

Agora, usando a desigualdade entre as médias geométrica e aritmética, temos que

B (RO CRUIERT "

isto é,
2 P 3
o) (5o1) (5o < (e pedes :
(2 “)\2 2 )= 3 (18)
Logo,
P j P 3
p §—a+§—b+§—c
A<= 19
_\/2( . (19)
Mas,
g—a+§—b+g—c:£ (20)
3 6
Segue que
3
p(i-ati-btb-c\"_ fpp _ [pt _ p? (21)
2 3 2216 432 12¢/3°
Assim, a maior area a ser atingida por um tridngulo de lados a,b e ¢ é #\Q/g,ondep:a—HH—c.
E esta drea maxima ocorre, de acordo com o Teorema 1, mq = mg, quando
p p p
L _a=%_p=%L_ 22
g ma=5-b=5-¢ (22)
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ou seja, quando
a=b=c. (23)
Portanto, o tridngulo equilatero é o tridngulo de maior area dentre aqueles de perimetro fixado,

com area igual a
p2 a2\/§

12v3 4

onde a é a medida dos lados desse triangulo.

(24)

5. Atividades usando o GeoGebra 3D

5.1. Atividade 4: Recipiente cilindrico de area minima fixado o volume

Objetivo: Descobrir qual o recipiente cilindrico de volume fixo que tem a menor &rea.

Para conjecturar a solu¢ao desse problema vamos desenvolver a seguinte atividade no GeoGebra
3D, utilizando o problema particular abaixo:

Uma industria que fabrica chocolate pretende vender seu produto em recipiente cilindrico de volume
V = 314,2 ecm?3. Quais sdo as dimensdes desse recipiente para que seja gasto o minimo de material
em sua fabricacao?

1. Abra o GeoGebra 3D e coloque visiveis as janelas: Janela de Algebra, Janela de Visualizagio e
Janela de Visualizagio 3D;

2. Crie dois controles deslizantes r e h variando, respectivamente, de 0 a 8 e de 0 a 12, ambos com
incremento 0.1;

3. Fixe o volume em 314, 2 clicando com o botao direito do mouse no controle deslizante h, depois
clique em Propriedades — Programagao, na caixa Ao Atualizar escreva h = (314.159)/(3.14159 %
r2) e depois, em OK. Observe que, quando vocé tentar mover o controle deslizante h, ele desa-
parecera da Janela de Visualizagio, mas continuard visivel na Janela de Algebra;

. No menu principal clique em Opg¢oes— Arredondamento— 1 Casa Decimal,
. Crie um circulo ¢ de centro A(0,0) e raio r;

. Na Caiza de Entrada digite: Cilindro[c,h] para criar um cilindro de base circular ¢ e altura h;

~N O Ot

. Defina na Caiza de Entrada Volume= m 1% x h e em seguida, Area= 2 % 7 % 1 x (r+ h), depois,
Didmetro=2xr e, por fim, Altura=h. Arraste esses textos criados para a janela de visualizacao;

8. Exiba a area com 4 casas decimais clicando sobre o texto com o botao direito do mouse e, em
seguida em Propriedades— Texto— Arredondamento— 4 Casas Decimais.

Orientagoes metodolégicas
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Observando o seu arquivo elaborado no GeoGebra, vocé obterd um resultado semelhante a Figura

9.

TI0aaE B - LTNGIG ¢ area minima Txado o vorume.gg e

arquivo Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda Entrar

DRERENTERNEER

> Janela de Algebra 5 [ » Janela de Visualizagio

X

~ Janela de Visualizagdo 3D X]

Cilindro Volume = 314.2 1=37 - N S
® a3142 6
Conica Area = 255.8281

® cx+y=135

® d:X=(0,0,74)+(37 cos(t}| Dismetro = 7.4

Nimero
Altura=74 Altura = 7.4
Diametro =7.4
Volume = 314.2
h=74

® =37

Area = 255.8

Ponto

® A=(0,0)

Superficie

® 1707

Texto

® textol ne = 3
® texto ea = 255
® texto3 Diametro =
L ] “Altura = 7.

Entrada

Figura 5: Cilindro de &rea minima fixado o volume

Em seguida, para que seja obtido o resultado esperado, sugerimos que o professor direcione algumas
perguntas aos alunos, tais como:

1. Movimentando o controle deslizante r, qual é o menor valor que vocé encontra para a area do
cilindro?

2. Quais sao as medidas do raio e da altura que vocé encontra quando a area é minima?
3. Que relagao, aproximada, vocé pode estabelecer entre essas duas medidas?

4. Quais sao as dimensoes do recipiente para que seja gasto o minimo de material na fabricacao
da lata cilindrica em questao?

5. Como vocé pode conjecturar um resultado envolvendo a altura em func¢ao do raio de um cilindro
quando fixamos seu volume e queremos obter sua area minima?

Teorema 6. O cilindro equildtero® é o recipiente cilindrico de volume fizado que tem a menor
drea.

2Cilindro equilatero é aquele cuja altura ¢ igual ao diametro da base.

= s
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Demonstragao. Consideremos x como sendo a medida do raio da base do recipiente cilindrico e h
a sua altura. O volume V do recipiente é dado por

V = mz?h. (25)
Sua &rea total S é
S = 2na? + 27xh. (26)
Colocando S em funcao de = e V, pelo Teorema 1, temos que

2V 3(2ma?+ ¥+ ¥ V.V —
S:27‘r1‘2—~—7 = ( ™ 3 z .7)) 233 27(-(1}'2.*.* :3327TV2, (27)
r T

T

assim, a area total do cilindro serd minima quando 27z? = % Logo,

14 =222 = V = 21z°. (28)
x

De acordo com as igualdades 25 e 28 segue que
h=2x (29)

conforme queriamos provar. Portanto, quando o volume é dado, o cilindro que tem area minima é
o cilindro equilétero. O

5.2. Atividade 5: Cilindro inscrito num cone

Objetivo: Determinar o cilindro circular reto, de volume méaximo, inscrito num cone circular reto.

Considere um cone circular reto. Diz-se que um cilindro circular reto esta inscrito no cone circular
reto se possui uma das bases sobre a base do cone e a circunferéncia da outra base pertencente &
superficie lateral do cone.

Com a utilizacao do GeoGebra, vamos desenvolver os passos a seguir para descobrirmos o volume
maximo de um cilindro circular reto inscrito num cone circular reto. Em principio, vamos fazer o
caso particular com um cone de altura 6 e raio da base 2.

1. Abra o GeoGebra 3D e coloque visiveis as janelas: Janela de Algebra, Janela de Visualizagio,
Janela de Visualizagiao 3D e Janela de Visualiza¢ao 2;
2. Obtenha um circulo de centro O(0,0) e raio 2;

3. Clique na Janela de Visualizagdo 3D, selecione a ferramenta Fazer extrusio para Pirdmide ou
Cone para obter um cone de altura 6, clique no circulo obtido no passo anterior e, digite na
caixa de didlogo que surgiré, o nimero 6;

4. Crie um controle deslizante hq variando de 0 a 6 e incremento 0, 04;
5. Trace o plano z = 6 — hy. Use a caixa de Entrada;

6 @ sBm
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10.
11.
12.
13.

14.
15.

16.

17.

. Obtenha o circulo de interse¢éo entre o plano obtido no passo anterior e o cone;
. Esconda o plano;
. Marque o ponto A sobre o circulo;

. Digite, na caixa de Entrada, B = (0,0, z(A));

Marque o ponto C no vértice do cone;
Ligue o segmento BC, renomei-o de i, mude sua cor e estilo;
Marque o ponto D = (z(A),y(A),0);

Use a ferramenta Circulo dados eizo e um de seus Pontos para obter o circulo g que tem centro
no eixo Oy e passa pelo ponto D;

Obtenha o cilindro que tem como base o circulo g e altura 6 — h;

Clique na origem do plano cartesiano da Janela de Visualizagdo 2 e obtenha um segmento EF
com comprimento fixo h. Mude sua cor e estilo;

Na Janela de Visualizagdo 2, obtenha o ponto V = (x(F),1), se i for o nome dado ao cilindro
em estudo. Note que a abscissa de V representa a medida h, enquanto sua ordenada, o volume
do cilindro. Habilite o rastro de V' e mude sua cor. Mova o controle deslizante hy (ou ative a
animagao) para verificar a variacdo do volume;

Outra forma de visualizar a varia¢gdo do volume é criando um botéo, na Janela de Visualizag¢do
2, para Iniciar/Parar a animagao do controle deslizante h;. Para isto, primeiro, digite, na caixa
de Entrada, t = true, criando o Valor Booleano t. Depois selecione a ferramenta Botao, clique
na Janela de Visualiza¢do 2 onde surgird a caixa de didlogo da Figura 6.

7 Botdo >
Legenda: a

Cddigo GeoGebra:

1

oK Cancelar

Figura 6: Botdo Iniciar / Parar
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Em Legenda digite Iniciar/Parar. E em Cddigo GeoGebra digite:
DefinirValor|[t,!t]

DefinirLegenda[DefinirValor[t,'t],Se[t,"Parar","Iniciar"|]
IniciarAnimacao[h_ 1,t]

Na Figura 7, vemos a atividade pronta no GeoGebra, onde aparecem a Janela de Algebra com
os dados algébricos, a Janela de Visualizagdo com a vista superior do cilindro inscrito no cone, a
Janela de Visualizagdo 8D com a visao dos objetos em trés dimensoes e a Janela de Visualizagdo 2
com o grafico que representa o volume do cilindro inscrito no cone. Para ver a animagao elaborada
no passo anterior basta clicar no botao Iniciar / Parar. Fazendo isso, surgira também o botao com
o desenho universal de pausar e reproduzir no canto inferior esquerdo da Janela de Visualizagao
2.

€7 Cilindro inscrito cone.ggb [u] X
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A ° —2
N IS BN o) 9 AN B B
» Janela de Al¢|» Janela de Visua|» Janela de Visualizagéo 3| Janela de Visualizagao 2 2
Cilindro & 12
i V= (4 1117
by =4 “n
Cone 10
~® a: 25.13 ¢ H
. 4 L 8 H
Cbnica 'h H
~@Cr X2+ yz . :: 4
® d: X=(0, 2 8 :
MISLUNY ’ :
®qg:X= 0 :
g: X =(0, -2 0 2 .
~@ k: X =(0, 2 P
Namero _— .
eh=4 B e . -
= v 4 2 Jo 22 4 & 8 10 12
Entrada: Reproduzir,

Figura 7: Cilindro de volume maximo inscrito num cone

Orientagoes metodologicas

Finalizados esses passos, para que seja obtido o resultado esperado, o professor pode direcionar
aos alunos, diversas perguntas, como as seguintes:

1. Qual é o volume maximo desse cilindro inscrito?

2. Qual é o valor de h, quando vocé obtém o volume méximo para o cilindro inscrito?

8 @ sBm
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O professor pode reelaborar esta atividade, nomeando a altura do cilindro inscrito no cone de h.
Nesta atividade, nomeamos por h o complemento da altura do cilindro com relacao & altura do
cone.

Teorema 7. O volume mdzimo de um cilindro circular reto inscrito num cone circular reto de

. . 2
altura a e raio da base b é V = 4”2“7!’ .

Demonstragao. Consideremos a seguinte figura que representa uma secao do cone circular reto que
contém o vértice e o centro da base com altura a cuja raio da base é b, com um cilindro circular
nele inscrito.

o ) - -
" b X b-x '
2b '

Figura 8: Secao central vertical

f EB
A ¢ HIl |G

Consideremos a Figura 8. Da semelhanca dos triangulos CDF e CIB segue que

_

E:%:x : (30)
Observe que o volume do cilindro inscrito no cone é dado por
V = n2®.(a — h), (31)
ou seja, ,
V=m (T) (a—h). (32)
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Usando o fato de que a média geométrica é menor do que ou igual a média aritmética, temos que

./ 2b bhbh2b b by 26 (g p) 2
\/m \/ —p) <o a == (33)

a a a 3 3

Logo, o valor maximo para o volume do cilindro ocorre quando

2b 2\ ° Arab?
V() =V =" (34)

Ta 3 27’

que ocorre quando h = %a. Além disso, segue de 30 que = = %b. E, portanto, o cilindro procurado

tem raio da base igual a %b e altura, §.

O

6. Conclusoes

Experiéncias evidenciam & influéncia positiva do uso do GeoGebra no ensino e na aprendizagem de
diversos conteidos matematicos. O uso dessa ferramenta, para o ensino, proporciona aos alunos a
realizacdo de construgoes, manipulacoes, visualizagdo de diversas formas e dngulos, formulacao de
conjecturas a partir da realizacdo de uma sequéncia didatica bem planejada e executada, facilitando
a compreensao dos conceitos geométricos e até algébricos dos contetdos estudados.

O que diferencia este trabalho dos outros existentes na literatura é o fato de que neste nao é
utilizada a aplicacdo de derivadas na resolucao de problemas de otimizacao; aqui sao utilizados
os contetidos de maximos ou minimos de fungoes, fungdes quadraticas e desigualdade das médias.
Além disso, inovamos na medida em que utilizamos o software GeoGebra para o desenvolvimento
de uma sequéncia didatica na qual o aluno possa conjecturar um resultado a ser demonstrado
matematicamente fazendo o uso de teoremas envolvendo contetidos do Ensino Médio.
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