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Resumo

Este artigo apresenta um estudo das Progressdes Aritméticas (PAs) de ordem superior. Mais
especificamente, mostraremos que a férmula do termo geral dessas PAs permite, de forma simples,
a resolucao de diversos problemas interessantes que aparecem na literatura, a exemplo daqueles
que apresentaremos como aplica¢bes. Devido a caréncia de material que aborda esse contetdo de
forma satisfatoria, este artigo servira de apoio para os professores de Matematica do Ensino Médio.

Palavras-chave: Progressoes Aritméticas. Ordem Superior. Termo Geral. Aplicagoes.
Abstract

This paper presents a study of Arithmetic Progressions (APs) of higher order. More specifically,
we will show that the general term formula of these APs allows, in a simple way, the resolution
of several interesting problems that appear in the literature, such as those that we present as
applications. Due to the shortage of material that addresses this content in a satisfactory way, this
article will be of support to teachers of Mathematics in High School.
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1. Introdugao

A histéria mostra que as Progressdes Aritméticas (PAs) fazem parte da trajetéria humana desde
o surgimento da contagem, pois o proprio conjunto dos niimeros naturais representa uma PA.

As sequéncias dos Numeros Figurados podem ter sido as primeiras manifestagbes de PAs de se-
gunda ordem [6]. Os Numeros Figurados sdo ntmeros que podem ser representados por uma
construcdo geométrica de pontos equidistantes. Se essa representacdo forma um poligono regular,
esses numeros chamam-se Numeros Poligonais, dentre os quais destacamos os numeros triangula-
res, quadrados, pentagonais, hexagonais etc. A Figura 1 mostra um desenho medieval retratando
os Numeros Poligonais. Mais detalhes histéricos podem ser encontrados em [5, Se¢éo 2] e [6].

Dos trabalhos existentes na literatura, relacionados a PAs de ordem superior, destacamos os se-
guintes:

[2]: apresenta diversos resultados tedricos e ilustragdes relacionados as PAs de ordem superior.
[3]: desde que todo termo geral de uma PA de ordem k pode ser identificado com um polinémio
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Figura 1: Manuscrito medieval contendo Ntumeros Figurados, FONTE: [1].

de grau k [3, Prop. 1], Lima prop6s um estudo das PAs de ordem superior no qual os problemas
propostos sao resolvidos considerando o termo geral como um polindémio de grau k. Nesse sentido,
os problemas s@o modelados como sistemas de (k+ 1) x (k4 1) equagoes lineares.

e [5]: nesse trabalho, o autor propde uma abordagem em que os problemas propostos envolvendo
PAs de ordem superior sao resolvidos utilizando uma férmula explicita para o termo geral que
envolve coeficientes binomiais [5, Prop. 3.11].

Os trabalhos [3] e [5] sdo dissertagdes do Programa de Mestrado Profissional em Matemética
(PROFMAT). Esses trabalhos utilizam abordagens distintas, que se complementam. Além disso,
quando se resolve os problemas pela abordagem utilizada em [5], a solugdo torna-se mais simples
(esse fato pode ser conferido no Exemplo 2 e na Observagdo 1, nos quais o termo geral de uma PA
de ordem 4 é calculado de acordo com as duas abordagens).

Seguindo a abordagem de [5], vamos propor, neste trabalho, um estudo das PAs de ordem superior,
apresentando a teoria béasica necessaria e diversas situagoes problema, que serdo solucionadas com
o auxilio da férmula do termo geral que envolve coeficientes binomiais.

De forma geral, os livros didaticos de Matematica existentes na literatura nacional ndo abordam o
tema “Progressdes Aritméticas de ordem superior”. Nesse sentido, este trabalho, em conjunto com
os demais citados acima, servirdo de apoio para os professores do Ensino Médio.

1.1. Aspectos tedricos

Nesta secdo, apresentaremos os conceitos e resultados que serdo fundamentais para o desenvol-
vimento do nosso trabalho. Mais detalhes podem ser conferidos, por exemplo, em [2], [3], [4] e

5).
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Definicdo 1 (Operador Diferenca). Dada uma sequéncia (an)new, define-se o chamado opera-
dor diferenca (Ala")new = (ap4q — a”)new’ que constitui uma nova sequéncia. Como (Alan)n@N

forma uma nova sequéncia, podemos novamente obter o operador diferenca, isto é, (Al[Ala,])
= (A%a,)

neN

. . k
e © assim recursivamente, (A%a,,) . para k> 3.

Defini¢ao 2 (Ordem de uma PA). Uma sequéncia (a,), ., serd uma PA de ordem F se for

necessario aplicar o operador diferenga k vezes para se chegar a uma sequéncia constante.

Desse modo, uma sequéncia (a,,) _ serd uma PA de ordem 1 se o operador diferenca (Ala,)pen

eN
for uma PA constante; serd uma PA de ordem 2 se o operador diferenga (A%a,,),,c for uma PA
constante, e assim por diante, ou, ainda, uma sequéncia (a,,) serd uma PA de ordem 2 se

neN
(Alan)neN for uma PA de primeira ordem; serd uma PA de ordem 3 se (A2an)nEN for uma PA de

primeira ordem, e assim por diante.

Exemplo 1. a)A sequéncia (a,,),cn = (3,7,13,21,31,...), onde a; =3 e a,,, = a, +2n+2, para
n > 1, é uma PA de ordem 2, pois, Vn € N, Ala, = a, . —a, = 2n+2, A%a, = Ala, —A'a, =2,
e assim, (A'a,),cn = (4,6,8,10,...) e (A%a,),cn = (2,2,2,2,...);

b) A sequéncia (b,),cy = (2,8,20,40,70,...), onde b =2 e b, ., =b, +n?+3n+2, paran > 1, é
uma PA de ordem 3, pois, Vn € N, Alb, =b,.,—b, =n?+3n+2, A%, = Alb, ., —A'b, = 2n+4,
A3b, = A%b, 1 —A?b, =2, eassim, (A'D,,), = (6,12,20,30,42, ...), (A%b,,),,cn = (6,8,10,12, ..)
e (A3b,)pen = (2,2,2,2,...);

c) A sequéncia (¢, ) ey = (1,6,20,50,...), onde ¢; = lec,,, =c,+(1/6)(2n*+9In*+13n+6), para
n > 1, é uma PA de ordem 4, pois, Vn € N, Alc,, = ¢, .1 —c, = (1/6)(2n*+9n?+13n+6), A%c, =
Alc, 1 —Alc, =n?+4n+4, N3¢, = A%c, ., —A%c, =2n+5, Alc, = A3¢c, . —A3c, =2, e as-
sim, (Alc,),en = (5,14,30,55,91,...), (A2c,),en = (9,16, 25,36, ...), (A%c,)pen = (7,9,11,13,...)
e (A%,)pen = (2,2,2,2,..);

d) A sequéncia (d,,),,cy = (—1,0,16,97,353,...), onde d; = —1 ed, ,; = d,,+n?, paran > 1, é uma
PA de ordem 5, pois, Vn € N, A'd,, =d, ,—d, =n* A%d, = A'd, —A'd, = 4n>+6n’+4n+1,
A3d, = A%d,,, — A%d, = 12n° + 24n + 14, A'd, = A3d,., — A3d, = 24n + 36, A°d, =
24, e assim, (A'd,), . = (1,16,81,256,..), (A2d,), ., = (15,65,175,369,...), (A3d, ) ., =
(50,110,194, 302, ...), (Ad,), o0 = (60,84,108,132, ...) e (A%d,), ., = (24,24,24,24, ...).

Em seguida, enunciamos uma importante relacio entre as PAs de ordem superior e as fungoes
polinomiais, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [4].

Proposicdo 1. Se (a,),cy € uma PA de ordem k, entdo seu termo geral a,, é um polindmio de
grau k na varidvel n. Reciprocamente, se P(n) é um polindmio de grau k, entdo a sequéncia

(an>new = (P(1)7P(2)7P(3)7"'7P(n)7“‘)

é uma PA de ordem k.

Com o objetivo de ilustrar essa Proposigao, apresentamos o seguinte exercicio.

. @= sBm
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Exercicio 1. a) Supondo que uma sequéncia (a,,),cn seja uma PA de ordem 2 e que seus trés
primeiros termos sejam dados por a; = 5, ay = 8 e a3 = 13, obtenha o polinémio de grau 2 que
represente o termo geral a,,.

b) Dado o polinémio P(n) = n®*—3n2+1, verifique que a sequéncia (a,, ),y = (P(1), P(2), ..., P(n), ...)
¢ uma PA de ordem 3.

Solugao:

a) Como (a,,),cp ¢ uma PA de ordem 2, pela Proposicio 1, devemos ter a,, = P(n) = an®+bn+-c.
Assim, P(1) =5, P(2) = 8 ¢ P(3) = 13, ou seja,

a + b 4+ ¢ =5
4a + 2b + ¢ = 8
9a + 3b + ¢ = 13.

Verifica-se que a tinica solucio desse sistema linear é @ = 1,b = 0 e ¢ = 4. Portanto, a,, = n? + 4.
b) Como a,, = P(n) = n3—3n2+1, temos: Vn € N, Ala, = P(n+1)—P(n) = 3n>—3n—2, A%q, =
Ala, ., — Ala, = 6n e Aa, = A%a,,; — A%a, = 6. Logo, (a,),cn = (—1,—3,1,17,51, ),
(Alan)nel]\l = (—2,4,16,34,-), (Azan)new = (6,12,18,24,-) e (Agan)new = (6,6,6,-). Por-
tanto, (a,,)pen ¢ uma PA de ordem 3. O

1.2. Termo geral de PAs de ordem superior

A férmula para o termo geral de PAs de ordem superior, a qual envolve coeficientes binomiais,
serd util para a resolucdo de diversos problemas. A seguir, enunciamos o termo geral das PAs de
ordens 1, 2, 3, 4 e o termo geral de uma PA de ordem k. As demonstragoes podem ser conferidas
em [5, Secdo 3.5].

Se (ay,)nen ¢ uma PA de primeira ordem de razdo r, entdo a, = a; + (n—1)r, ou seja,

n—1 n—1
an:( 0 )al—i— ( 1 )7’. (1)

Se (a,)cr é uma PA de segunda ordem ¢ (Ala,), ey = (by, s by ) € (A20,),cy = (7, )
sdo operadores diferengas associados & (a,, ),cp, entao

0 = (n()l)al n (nll)bl n (n21)r. @)

Se (a,,) ey ¢ uma PA de terceira ordem e (Ala,,), o = (by, ..y by, -0)y (A%a,) e = (€15 ey Cppy -2
e (A3a,) = (r,...,r,...) sdo operadores diferencas associados & (a,, ), ey, entao

n—1 n—1 n—1 n—1
a”:<0>a1+<1)b1+<2)cl+<3)r. (3)

Se (a,,),cn ¢ uma PA de quarta ordem e (Ala,), cp = (by, ..y by, o)y (A20) en = (C1yeeey Cry oon),s

ey Cppyoeee

(A3a,)pen = (dyyend,y, ) e (A%ay) e = (7,...,7,...) sdo operadores diferengas associados a

58 @= sBm

'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

Nobre e Rocha

De forma geral, temos:
Se (a,,)pen € uma PA de ordem k e (Ala,), o = (Alay, ..., Ala,,...), (A%a,),cn = (A2aq, ...,

A%a,,..), (A La,), o0 = (A% tay, .. AR, ) e (Ara,),cn = (7y...,7,...) sdo operadores
diferencas associados & (a,, ),cp, entao

_(n—1 n—1 1 n—1 9 n k-1, n—1
a, = ( 0 )al + ( 1 )A a, +< ) )A a; + ...+ (k—l)A + ke (5)

Exemplo 2. No Exemplo 1, as sequéncias (a,, ) ,en = (3,7,13,21,31,...), (b)) pen = (2,8, 20,40, ...),
(ep)nen = (1,6,20,50,105,...) e (d,,)pen = (—1,0,16,97,353, ...) sdo apresentadas na forma recur-
siva, as quais sdo PAs de ordens 2, 3, 4 e 5, respectivamente. Portanto, por (2), (3), (4) e (5),

temos:
n—1 n—1 n—1

B (n—1)! (n—1)! (n—1)!

 0(n— 1)!3+ 1(n—2)! 2!(n—3)!2

= n?4+n+1,
b — n—1 9 n—1 6 n—1 6 n—1 9
o 0 + 1 + 2 * 3

(n—1)! n n ! n
0!(n —1)! 1l(n —2)! 2l(n —3)! 3l(n —4)!

(n—1)! (n—1)! n ! n ! !
0!(n —1)! 1(n —2)! 2l(n —3)! 3l(n —4)! 4l(n —5)!

1 ]
= ﬁ(n4 +4n3 + 5n? + 2n),

= s
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d, = ("gl>(1) 4 ("Il>1 n (";1>15 n (ng1>50+(";1>60+<”;1)24

(n—1)! (n—1)!
n— a0 2 5

(n—1)!
!(n—6)!24

1! ! n—1
= —2(~1 1
1.( )+ ! + ! 3!5+3 !60+5

1
%(6n5 — 15n* + 1013 — n — 30).

Observagio 1. Dado que o termo geral (a,,),cy de uma PA de ordem & é um polinémio de grau
k na varidvel n (Proposi¢do 1), podemos calcular o termo geral dessas PAs por meio da resolugéo
de sistemas de equagoes lineares. No entanto, tal procedimento é muito mais arduo que o ora
exposto. Por exemplo, a sequéncia (c,),cn = (1,6,20,50,105,...) do Exemplo 1 é uma PA de
ordem 4. Portanto, seu termo geral ¢ da forma c(n) = an* + bn> + en? + dn + e. Assim, devemos
ter ¢(1) =1, ¢(2) =6, ¢(3) =20, c¢(4) =50, c¢(5) = 105, ou seja,

a + b + c + d + e = 1
16a + 8b + 4 + 2d + e = 6
8la + 27 + 9¢ + 3d + e = 20
256a + 64b + 16c + 4d + e 50
625a¢ + 1250 4+ 25¢ + bd + e = 105.

Existem diversos métodos (por exemplo, o método de eliminagdo de Gauss) para resolver esse
sistema linear, que tem como solu¢do a = 1/12, b =1/3, ¢ =5/12, d =1/6 e e = 0 e, portanto,

¢, = (1/12)(n* + 4n3 + 5n? + 2n).

Para PAs de ordem elevada, a resolugao sé é vidavel computacionalmente. Por exemplo, para uma
PA de ordem 9, deve-se resolver um sistema de 10 x 10 equagdes lineares. (]

Exercicio 2. Seja (a,,) e = (—9,—2,17,54,-), onde a; = —9 e a,,,, = a,, + 3n? + 3n + 1, para
n > 1, e considere a sequéncia (S,,),,cy, onde S,, = a; +a,+...+a,, a sequéncia das somas parciais
de (an)neﬁ\l‘

a) Verifique que (a,,),cyn ¢ uma PA de ordem 3.

b) Verifique que (S,,),,c ¢ uma PA de ordem 4.

c) Calcule a soma dos 15 primeiros termos de (a,,),cp-

Solugao:

a) Pela Def. 2, ¢ suficiente observarmos o seguinte: Vn € N, Ala, = a,,; —a, = 3n% +
3n+1, A%, = Ala,,, — A'a, = 6n+6, Ada, = A%a,,, — A%a, = 6, isto é, (Ala,),cn =
(7,19,37,61,91, ), (A%a,,) e = (12,18,24,30,-) e (A3a,,),cn = (6,6,6,-).

b) Observemos que Vn € N, AlS, = S, ., —S, = a,.1 = a, +3n°> +3n+1, A%S, =
AlS, 1 —ALS, =a,.1+3(n+1)2+3(n+1)+1—(a,+3n*+3n+1) = a, 1 —a,+6n+6 = 3n?+9In+7,
A3S, = A2S, ., — A%S, = 6n + 12, A'S, = A3S, ., — A3S, = 6, isto &, (A'S),cn =
(—2,17, 54,115,206, ), (A2S,), . = (19,37,61,91,127,), (A3S,), 0 = (18,24,30,36, ) e
(A%S,)en = (6,6,6,6, ). Portanto, (S,),cy ¢ uma PA de ordem 4.

0 @= sBm
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c) Desejamos calcular o 152 termo da sequéncia (S,,),cn, isto é, o Sy5. Pelo item b), (S,,),en €
uma PA de ordem 4. Assim, por (4),

S = (”El)(—g) T ("Il>(—2) + (";1>19 n (";1>18+<";1>6

1
= Z(n4 +2n3 +n? —40n).

1
Portanto, S5 = 1(154 +2.15% 4+ 152 — 40.15) = 14250. O

O exercicio anterior nos fornece um exemplo de uma PA de ordem 3, cuja sequéncia das somas
parciais associada é uma PA de ordem 4, o que é verdade em geral, conforme a Proposicio a seguir.

Proposicao 2. Se (a,,),cn € uma PA de ordem k, entio a sequéncia das somas parciais de (a,,),en;
denotada por (S,,)pen, onde S, = a; +ay + ... +a,, € uma PA de ordem k + 1.
---) uma PA de ordem k e considere

Prova: Seja (a,,)pen = (a1,a9, -, a,,

(Sp)nen = (a1, a; +ay, a; +as +ag, ).

Observe que (A'S), o = (as, as, a4, ...). Assim, (AlS), o é uma PA de ordem k e, portanto,
(Sp)nen ¢ uma PA de ordem k + 1. O

2. Aplicagoes

Nesta sec¢do, apresentaremos alguns problemas que podem ser modelados por PAs de ordem supe-
rior. Observamos que, de posse da férmula do termo geral que envolve coeficientes binomiais, os
calculos que conduzem as solugoes desses problemas se tornam bem simples.

Problema 1 (Numeros Poligonais). Os Numeros Poligonais sdo casos particulares de Ntumeros
Figurados. Denominam-se Numeros Figurados aqueles que podem ser representados por uma
construgdo geométrica de pontos equidistantes. Caso tal arranjo seja um poligono regular, esses
numeros sdo chamados de Numeros Poligonais. A Figura 2 apresenta as sequéncia dos nimeros
triangulares, quadrados, pentagonais e hexagonais.

i @= sBm
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! ! 1
aad A omE E
1 3 6 10 15 1 4 9 16 25
Niimeros Triangulares Niimeros Quadrados
A\
_ 48 7 7 ! >
Rexes: @/ .
15 12 22 35 16 15 28 45
Niimeros Pentagonais Niuimeros Hexagonais

Figura 2: Amostra de nimeros poligonais
FONTE: [5].

Verifique que as sequéncias formadas por esses nimeros poligonais sio PAs de segunda ordem e
obtenha os seus respectivos termos gerais.

Solugao: Analisando a Figura 2, observe que as sequéncias formadas pelos niimeros triangulares,
quadrados, pentagonais e hexagonais sdo dadas por (7),),,cn = (1,3,6,10,15,...), onde T,, = 1 +
24+ 4+ (Qn)pen = (1,4,9,16,25,...), onde @, = 1 +3+5+ ...+ 2n —1); (P)pen =
(1,5,12,22,35,...), onde P, = 1+4+ 7+ ...+ (3n—2), e (H,),en = (1,6,15,28,45,...), onde
H, =1+5+9+ ..+ (4n — 3), respectivamente. Entdo, Vn € N, AT, = n + 1, A%T, =
1, AlQ, = 2n+1, A%Q, =2, A'P, = 3n+ 1, A2P, = 3, A'H, = 4dn+ 1 e A2H, = 4.
ASSimv (AlTn)nEN = (27 3, 47 57 )a (AzTn>neN = (17 ]-a la L, )7 (AlQn>neN = (37 5v 77 9, 1]-a )a
(A2Qn)neN =1(2,2,2,2,...), (Alpn)new =(4,7,10,13,...), (A2Pn)ne[N =(3,3,3,..), (AlHn)ne[N =
(5,9,13,17,...) e (A%H,) e = (4,4,4,4...). Logo, as sequéncias (T},),cns (Qn)nens (Pr)nen €
(H,,)nen sdo PAs de segunda ordem. Portanto, por (2),

e (e () ()

3
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n—1 n—1 n—1
P = 1 4
_ 3n%—n
= —5
n—1 n—1 n—1
H = 1 4
= 202 —n.

Problema 2 (Castelo de cartas). A Figura 3 mostra castelos de cartas de 1, 2 e 3 andares. De
quantos baralhos de 52 cartas precisamos, no minimo, para construir um castelo de 10 andares?

Figura 3: Castelo de Cartas, FONTE: OBMEP-2009.

Solugdo: Seguindo a légica da Figura 3, deduz que o n-ésimo termo da sequéncia (a,,),,cn, onde
a,=2eVneN, a,, =a,+3n+2,istoé, (a,),cn = (2,7,15,26,40, ...), representa a quantidade
minima de cartas para construir um castelo de n andares. Observe que, Vn € N, Ala, =3n+2e
A%aq, =3, isto &, (Ala,),en = (5,8,11,14,...) e (A%a,),cn = (3,3,3,3,...). Logo, (a,),en ¢ uma
PA de segunda ordem. Assim, por (2),

n—1 n—1 n—1
= 2
1
2

Portanto, a;q = (1/2)(3 x 102 +10) = 155 representa o niimero minimo de cartas para construir um
castelo de 10 andares. Como um baralho tem 52 cartas, serdo necessarios, no minimo, 3 baralhos

para construir um castelo de 10 andares.
-
3 @= sBm
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Problema 3 (Langamento obliquo). Um operador de canhéo esté fazendo testes para medir a re-
lacao entre a quantidade de pélvora usada na explosao e a distdncia atingida pela bala quando o ca-
nhao estd com inclinacdo de 45 graus. Ele ja sabe que, para cada meio quilo de pélvora, ha uma vari-

acao

de

10 m/s na velocidade de lancamento. Quanto de pdlvora deve ser utilizada no canhdo para que
o projétil ultrapasse 300 metros? A Figura 4 ilustra esse problema e a Tabela 1 mostra algumas
relacoes que foram calculadas pelo operador.
Nota: apés alguns testes, o operador de canhdo percebeu que a sequéncia das distancias atingidas
(D,,),en obedece ao seguinte padrao: D; =10.2 e, Vne N, D, , = D, +20.41n +10.2.

Figura 4: Lancamento Obliquo, FONTE:[5].

Pélvora (kg) | Velocidade (m/s) | Distancia (m)
0.5 10 10.2
1 20 40.81
1.5 30 91.83
2 40 163.26

Tabela 1: Dados complementares do Problema 3.

Solugao: Seja (D,,),cy = (10.2, 40.81, 91.83, 163.26,...), onde D; = 10.2 e, Vn € N, D,
D,, + 20.41n + 10.2, a sequéncia das distincias atingidas. Assim, ¥n € N, A'D, = 20.41n
10.2 e A2D,, = 20.41, isto é, (A'D,), o = (30.61, 51.02, 71.43, 91.84,..) e (A2D,), .,

44

=+
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(20.41, 20.41, ...). Desse modo, (D,,),cy ¢ uma PA de segunda ordem e, entdo, por (2),

n—1 n—1 n—1
D 10.2 .61 20.41
n ( 0 )O +< 1 )306 +< 9 )O

= 10.205n2 — 0.005n.

Assim, para que o projétil ultrapasse 300 metros, devemos ter 10.205n2 — 0.005n > 300, o que nos
leva a n > 5.42. Pela Tabela 1, v = 10n. Logo, a velocidade requerida para ultrapassar 300 metros
deverd ser maior que 54.2 m/s, o que equivale a dizer, por propor¢do, que serdo necessarios mais
que 2.71 kg de pdélvora para que o projétil ultrapasse 300 metros.

Problema 4 (Queda livre). Um objeto foi solto de uma altura h, em queda livre. A partir do
32 segundo de queda, um sistema comegou a monitorar as alturas desse objeto em relagdo ao seu
tempo de queda. Alguns dos dados monitorados estdo disponiveis na Tabela 2 a seguir.

Objeto em Queda Livre
Tempo (s) | Altura (m)
3 955
4 920
5 875
6 820
7 755

Tabela 2: Altura em fung¢do do tempo de queda.

a) De que altura o objeto foi solto?
b) Quanto tempo o objeto gastard para chegar ao solo?
Solugao: Como os tempos fornecidos sdo consecutivos, podemos interpretar as respectivas alturas
como termos de uma sequéncia. Assim, seja (h,),en = (..., 955,920, 875,820,755, ...), onde hy =
955 e, Vn € N, h, ., = h, —10n—25, a sequéncia das alturas. Logo, Vn € N, Alh, = hypyr—h, =
—10n — 25 e A%h, = Ath, ., — A'h, = —10, isto &,

(A'h,)pen = (.o.y —35,—45,—55,—65, ...) e (A2%h,),cn = (..., —10,—10,—10,...).

Logo, as alturas formam uma PA de segunda ordem. Portanto, por (2), o termo geral de (h,,),,en

é dado por
h, = ("a 1) 955 + (”I 1) (—35) + (”; 1) (—10)

= —5n% —20n + 980.

Uma vez calculado o termo geral da PA, vamos apresentar as respostas as perguntas formuladas.
an
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a) Nesse caso, desejamos calcular h(_s (isso é possivel, pois consideramos o terceiro termo da
sequéncia como o primeiro). Portanto,

hi_g =—5- (—2)2 — 20 - (—2) + 980 = 1000,

ou seja, o objeto foi solto a uma altura de 1000 metros.

b) Nesse caso, resolvemos a equacio —5n? — 20n + 980 = 0, o que resulta em n = 12.14. Isto é, o
objeto gastara, aproximadamente, 12.14 4+ 3 = 15.14 segundos para chegar ao solo.

Problema 5 (Espiral de naturais). Os ntimeros naturais foram dispostos em uma espiral retan-
gular, como mostra a Figura 5 a seguir. Qual serd o nimero que ocupard a vigésima posi¢do na
direcdo indicada?

43 44 45 46 47 48 49 50

42121 22 23 24 25 26|51

4112017 8 9 10|27|52

a0| 19| & Eli”\ 2 | 11| 28] 53

39|18 5 4 3%112|29|54

™

3817 16 15 14 13|30] 55

66|37 36 35 34 33 32 31}56

65 64 63 62 61 60 59 58 57\\\

Figura 5: Nimeros Naturais em espiral retangular.

Solugao: Seguindo a l6gica da Figura 5, observamos que os niimeros indicados formam a sequéncia
(@p)pens onde ag =1e, Vn eN, a,,, =a, +8n—6, isto é, (a,),ey = (1,3,13,31,57,...). Logo,
Vn € N, Ala, = a, ., —a, = 81— 6 e A%q, = Ala,,; — Ala, = 8 e, assim, (Ala,),cn =
(2,10,18,26,...) € (A%a,),cn = (8,8,...). Entdo, (a,),e ¢ uma PA de segunda ordem. Dai, por

(2), temos:
a, = ("al)u ("Il>2+ (”;1>8

= 4n2—10n+7.
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1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Figura 6: Tridngulo de Pascal, FONTE: [5].

Portanto, ay, = 4(20)% — 10(20) + 7 = 1407 é o nimero procurado.

Na préxima aplicacao, vamos usar o Tridngulo de Pascal, que é uma estrutura numérica na qual a
n-ésima linha é composta pelos coeficientes de (a + b)™. Desse modo, temos:

(a+b)° =1,

(a+b) =a+b,

( )2 = a® + 2ab+ b?,

(a+0b) = a®+ 3a®b + 3ab? + b3,

( )4 = a* + 4a3b + 6a%b? + 4ab® + b4,

(a+b)° = a® + 5a*b + 10a®b? 4 10a2b® + 5ab* + b°.

Prosseguindo analogamente, teremos o tridngulo numérico conhecido como o Tridngulo de Pascal,
cujas primeiras linhas sdo mostradas na Figura 6 a seguir.

Uma das principais propriedades do Tridngulo de Pascal é que a soma de dois niimeros consecutivos
de uma linha [ resulta no elemento da linha [+ 1 imediatamente abaixo do segundo niimero somado.

Problema 6 (Tridngulo de Pascal). Considere a Figura 6.

a) Mostre que a sequéncia contida na 5% coluna do Tridngulo de Pascal é uma PA de quarta ordem.
b) Calcule o termo geral da PA contida na 5% coluna do Tridngulo de Pascal.

c) Obtenha a expressao que fornece a soma dos n primeiros termos da PA contida na 5% coluna.

Solugao:
a) Seja (P,),en = (1,5,15,35,70,---),onde P, =1e,Vn € N, P, = P,+(1/6)(n+1)(n+2)(n+3),
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a sequéncia contida na 5% coluna. Assim, Vn € N, A'P, =P, ., —P, = (1/6)(n+1)(n+2)(n+3),
A?P, = A'P, ,—A'P, = (1/2)(n+3)(n+2), A3P, = A’P, ., —A%P, = n+3e A*P, = 1, ou seja,
(ALP.), o = (4,10,20,35,56,...), (A2P,), .\ = (6,10,15,21,28,..),(A%P,), o = (4,5,6,7,8, ...)
e (A*P,),en = (1,1,1,...). Portanto, pela Defini¢io 2, (P,),,cp ¢ uma PA de quarta ordem.

b) Com base no item a) e em (4), temos:

(e (e (e ()

1
= ﬁ(n4 +6n3 + 11n2 + 6n).

c) Seja (P,),en @ sequéncia contida na 5% coluna e (S,,),en & sequéncia das somas parciais de
(P,)nen- Como (P,),,cn ¢ uma PA de ordem 4, temos que, pela Proposicao 2, (S,,),cn ¢ uma PA
de ordem 5. Como S; = 1, ALS, =5, A2S, =10, A%S, =10, A*S; =5 e A%S, = 1, temos:

o (e () (o (e () (57):

%On(n +1)(n+2)(n+3)(n+4).

Observagio 2. Os elementos de uma coluna ¢ do tridngulo de Pascal formam uma PA de ordem
c—1,em que c € {1,2,3,...}.

3. Consideracgoes finais

Pelo exposto, entendemos que é necessaria uma abordagem apropriada de PAs de ordem superior
no Ensino Médio, em especial, para os professores que trabalham com olimpiadas de Matematica,
servindo-lhes mesmo de base para a propositura de problemas mais avancados.
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