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Resumo

Neste artigo exibimos algumas demonstragoes de irracionalidade de certos logaritmos. A importan-
cia deste fato relaciona-se com a caracterizacao dos numeros irracionais pela representagao decimal
infinita nao-periddica. Tanto nas antigas tabuas de logaritmos como nas calculadoras eletronicas
os valores dos logaritmos sao representados na forma de uma expressao decimal finita. Isto pode
gerar a falsa impressdo de que se tratam necessariamente de numeros racionais. Ao contrario de
diversos textos e artigos sobre o assunto, nao ficamos restritos ao logaritmo decimal. Com efeito,
mostramos uma condigao suficiente para o nimero log, a ser irracional, onde @ > 0 e b > 1 s@o
inteiros e também um critério que estabelece a irracionalidade de log, a quando b > 1 for livre de
quadrados. Mostramos por fim, lancando méao do Teorema de Gelfond-Schneider, algumas provas
da transcendéncia de certos logaritmos e tratamos de logaritmos de ntimeros reais nao-inteiros.

Palavras-chave: nameros irracionais, logaritmos, Teorema Fundamental da Aritmética, niimeros
transcendentes.

Abstract

In this article we show some demonstrations of irrationality of certain logarithms. The importance
of this fact is related to the characterization of the irrational numbers by the infinite non-periodic
decimal representation. In both the old logarithmic tables and the electronic calculators, the
logarithmic values are represented in the form of a finite decimal expression. This may generate
the false impression that they are necessarily rational numbers. Unlike many texts and articles on
the subject, we are not restricted to the decimal logarithm. In fact, we show a sufficient condition
for the log b number to be irrational, where a > 0 and b > 1 are integers and also a criterion that
establishes the irrationality of log b when b > 1 is square free. We finally show, using Gelfond-
Schneider’s Theorem, some proof of the transcendence of certain logarithms, and we deal with
logarithms of non-integer real numbers.

Keywords: irrational numbers, logarithms, Fundamental Theorem of Arithmetic, transcendent
numbers.
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1. Introdugao e primeiro exemplo

Os logaritmos surgem desde o Ensino Médio como log 2, por exemplo. Tais nimeros aparecem nas
calculadoras eletronicas, ou mesmo nas antigas tabuas de logaritmos, na forma de uma expressao
decimal finita. Isso pode levar um aluno de Ensino Medio a concluir erroneamente que se tratam
de nimeros racionais. Como podemos estabelecer a irracionalidade de certos logaritmos? Em
geral nao é tao simples examinar a natureza (quanto a racionalidade ou nao) de um namero real.
Veremos como o Teorema Fundamental de Aritmética (um resultado acessivel ao aluno de Ensino
Médio) nos ajuda a investigar a irracionalidade de logaritmos. Antes, no entanto, ndo é demais
relembrar algumas definicoes.

Sejam a e b # 0 dois nimeros inteiros. Dizemos que b divide a quando existe um inteiro ¢ tal que
a = bc. Neste caso, dizemos também que b é um divisor de a ou que a é um mailtiplo de b.

Todo inteiro positivo a diferente de 1 possui ao menos dois divisores positivos, ja que 1 e a s@o
divisores de a. Um namero inteiro p > 1 é dito primo quando possui exatamente dois divisores
positivos. Um inteiro maior do que 1 que nao é primo é dito composto.

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Seja a um inteiro diferente de 1, —1 e 0.
Entao existem nidmeros primos pi, p2, ..., Dr € inteiros positivos oy, Qa,..., Q. tais que a =
+pTtps? ... por. Além disso, esta decomposi¢do € unica, a menos de ordem dos fatores.

Apresentamos, no Exemplo 1, uma aplicacdo do teorema acima, também conhecido como Teorema
da Fatoracdo Unica. Para isso recordamos a definicio de logaritmo: dado um nimero real a > 0,
seu logaritmo na base b > 0, com b ## 1, é o namero real = tal que b* = a. Denotamos o logaritmo
de a na base b o por log,a. Quando b = 10 o logaritmo é dito decimal e denotamos log;,a
simplesmente por log a. Vamos admitir conhecidas as propriedades operatérias dos logaritmos. Ao
longo deste artigo, exceto ao comentar o logaritmo natural, tratamos de logaritmos de base inteira.

Exemplo 1. O ntmero log2 é irracional.

Note inicialmente que log2 > log1 = 0. Por contraposi¢ao, podemos supor que existam inteiros
m

positivos m e n tais que log2 = —. Assim, pela defini¢do de logaritmo, 2 = 10 . Elevando
n

ambos os membros a poténcia n obtemos 2" = 10™ = 25, Segue do Teorema Fundamental da
Aritmética que m = 0, o que contraria a nossa suposigao inicial. Portanto, log2 é irracional.

1.1. Uma generalizacao

O ponto crucial no argumento acima foi o fato de 2 e 10 terem fatores primos diferentes. De forma
mais precisa, o fator 5 estd na decomposi¢ao em primos do namero 10, mas nao esté, evidentemente,
na decomposi¢do do namero 2. Assim, podemos generalizar o argumento do exemplo anterior para
investigar a irracionalidade de log;, a, conforme a proposi¢ao a seguir.

Proposicao 1. Sejam a e b inteiros positivos com b > 2. Se as decomposicoes (ou fatoragoes) em
fatores primos de a ou b apresentam pelo menos um fator que ndo € comum, entdo log,a é um
numero trracional.
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Demonstra¢ao. Vamos supor, por contraposi¢ao, que existam dois ntimeros inteiros positivos m e
n tais que log, @ = —. Assim, a = b= < a" = b™. Da tltima igualdade concluimos, com o auxilio
n

do Teorema Fundamental da Aritmética, que os nimeros a e b possuem exatamente os mesmos
fatores primos. O

Seréd que vale a reciproca da Proposicao 1, ou seja, se log; a for irracional, entao as decomposicoes
em fatores primos de a e de b tém, necessariamente, pelo menos um fator primo desigual? Como

log 20 = log(2 - 10) =log2 + log 10 = log2 + 1,

segue do Exemplo 1 que log 20 ¢ irracional. No entanto, os nimeros 20 = 22-5 e 10 = 2-5 possuem
os mesmos fatores primos. Logo, a reciproca da Proposigao 1 é falsa.

Vamos mostrar agora que o nimero log; a, nas condigdes da Proposigao 1, é transcendente. An-

tes, no entanto, lembramos a definicao de ntimeros algébricos e de ntimeros transcendentes. Um

nimero complexo é dito algébrico quando é raiz de alguma equacao polinomial com coeficientes
m

inteiros. Todo niimero racional r é algébrico ja que r = —, com m e n # 0 inteiros, é solucao da

equagao nx —m = 0. Um namero complexo que nao é algébrico é dito transcendente. Existe uma
infinidade (ndo-enumerével') de niimeros reais transcendentes [5]. Por exemplo, os ntimeros e e 7
sao transcendentes. Figueiredo (2002).

Uma poderosa ferramenta que nos permite verificar a transcendéncia de diversos ntmeros reais é
o Teorema de Gelfond-Schneider (provado no ano de 1934 por Gelfond e independentemente por
Schneider em 1935) enunciado a seguir e cuja prova pode ver-se em [3] ou [4].

Proposicdo 2 (Teorema de Gelfond-Schneider). Sejam a e S nimeros algébricos. Se a # 0,
a # 1 e B nio for um nimero real racional, entio o € transcendente.

Sejam a e b > 1 inteiros positivos. Vamos supor que existe um namero primo que pertence &
fatoragao de apenas um dos nimeros a ou b. Da Proposi¢do 1 concluimos que log; a é irracional.
Pelo fato de ser inteiro, o ntimero b é algébrico. Suponha que log; a seja também algébrico. Segue
da Proposicao 2 que b'°% @ ¢ transcendente, o que nao pode ocorrer pois b'°% ¢ = g e a é algébrico.
Portanto, log, a é transcendente.

Da transcendéncia de log, a, decorre a sua nao construtibilidade com régua e compasso. Com
efeito, somente ntimeros algébricos de grau? igual a uma poténcia de 2 sdo construtiveis com os
instrumentos euclidianos, como se pode ver em [2].

O logaritmo natural, isto &, o logaritmo de base e (log, a = Ina) é tao, ou mais, importante que
o logaritmo decimal. Aqui, portanto, cabe a seguinte questao: In2, por exemplo, é racional ou
irracional? Para responder essa pergunta devemos lancar mao da irracionalidade® do nimero e”

quando r é um namero racional ndo nulo. Uma prova deste fato encontra-se em [3]. Suponha, por

1'Um conjunto infinito A é enumerdvel quando existe uma funcao bijetiva f : N — A. Do contrério, o conjunto é
dito nao-enumerdvel. Sabe-se que o conjunto dos nimeros algébricos, a exemplo do conjunto dos ntimeros racionais
é enumeravel, como se pode ver em [1].

2Seja n um inteiro positivo. Um namero é dito algébrico de grau n quando é raiz de uma equacéo polinomial de
grau n e nao é raiz de nenhuma equagado de grau menor do que n.

30 resultado mais geral, cuja prova encontra-se em [3] e conhecido como Teorema de Lindemann, afirma que e”
¢é transcendente quando vy é um algébrico diferente de zero.
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contraposi¢ao, que In2 = r, onde r é um nimero racional nao nulo. Dai, 2 = ¢”, absurdo pois e" é
irracional. Portanto, In2 é irracional. O argumento acima pode ser estendido para Ing, onde ¢ é
um numero racional positivo e diferente de 1. Dai concluimos que In ¢ é irracional quando ¢ é um
racional diferente de 1.

2. Um critério para a irracionalidade de log, a

Voltamos a nossa atengao aos logaritmos de base inteira.

Um ndamero inteiro b # 0 é dito livre de quadrados ou sem fator quadrdtico, quando é um inteiro
que nao é divisivel por nenhum quadrado perfeito diferente de 1.

Por exemplo, o nimero 18 nao é livre de quadrados pois é divisivel por 32. O mesmo ocorre com
o ntimero 24 = 23 - 3 que, ao ser divisivel por 23, também ¢é divisivel por 22. Por outro lado, o
ntimero 42 = 2 - 3 -7 é livre de quadrados.

Segue do Teorema Fundamental da Aritmética que se b > 1 é um inteiro livre de quadrados entao
b = pip2...pr onde p1, pa, ..., pr sdo primos distintos. Abaixo seguem alguns nameros livres
de quadrados: 1,2,3,5,6,7,10,11,13,14,15,17,19, 21,22, 23, 26, 29, 30, 31, 33, 34, 35, 37, 38, 39, 41.
Vamos agora estabelecer um critério que decide pela racionalidade de log,a, quando b > 1 é
um inteiro livre de quadrados. O resultado a seguir generaliza a questao da irracionalidade do
logaritmo decimal log a, quando a é um inteiro, tratado em [5].

Proposicao 3. Seja a um inteiro positivo e b > 1 um inteiro livre de quadrados. O nimero log, a
€ racional se, e somente se, a = b*, onde a € um inteiro nao negativo.

Demonstra¢do. Primeiramente devemos observar que loga > 0 quando a > 0 é inteiro. Além
disso, log1 = 0. Seja b = p1p>...p,, onde p1, po, ..., pr sao primos distintos. Suponha agora que

existem inteiros positivos m e n tais que log, a = —. Segue da Proposigdo 2 que a e b possuem

os mesmos fatores primos em suas respectivas fatoracoes. Portanto, os fatores primos de a sdo,
precisamente, p1, po,..., pr. Assim,

a=pypyt.. (1)

Desta forma, a = b e p{'p3>...p% = (p1p2...pr) ™ . Elevando a n ambos os membros da tltima
igualdade temos: pi'“*ps®?...pre = p'plt ... p" Segue do Teorema Fundamental da Aritmética
que m = na; = nag = - -- = na,. Como n # 0 segue que o = as = -+ - = a,.. Logo, da Equagao
(1) concluimos que a = p{'pst ... p&* = (p1p2...pr)*t = b*1. A reciproca é imediata. Com efeito,

se a = b* onde a > 0 é um inteiro, entao log, a = log, b* = a. O

Em particular, como o ntimero 10 = 2 - 5 é livre de quadrados, segue da proposigao anterior que,
para a inteiro positivo, log a é racional se, e somente se, a = 10" onde n é um inteiro nao negativo.
Segue que log a é inteiro ou irracional.

Utilizando este fato podemos rapidamente determinar se um nimero loga é irracional, dado o in-
teiro a > 0. Por exemplo, log 120 é irracional pois esta estritamente entre dois inteiros consecutivos.
Com efeito, 2 = log 102 = log 100 < log 120 < log 1000 = log 103 = 3.

Sera que a Proposigdo 3 continua valida para um inteiro b > 1 qualquer no lugar de um inteiro

livre de quadrados? A resposta ¢ ndo. Por exemplo, log, 8 = ok

- @= sBm
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3. Sobre a irracionalidade de logaritmos de ntimeros reais

A questao que se pretende agora responder diz respeito & racionalidade do ntmero log, a, com

1 1
b > 1 inteiro e a > 0 real nio inteiro. Por exemplo, log, v2 = 3 é racional e log, V3 = 5 logsy 3

é irracional pela Proposigao 1. Assim, se a na@o é inteiro log, a tanto pode ser racional como
irracional.

A resposta fornecida acima nao esgota o assunto proposto nesta secao. De fato, os nimeros V2 e
V/3 sdo ambos irracionais algébricos. Assim, pode-se formular a seguinte pergunta: o que se pode
dizer sobre a racionalidade de logaritmos (de base inteira) de nimeros irracionais transcendentes
ou de ntimeros racionais (nao-inteiros)? Comegamos respondendo a questao da irracionalidade do
numero log, t, onde b > 1 é um inteiro e ¢ > 0 é transcendente. Para isso utilizamos o corolério a
seguir.

Corolario 1. Seja t um numero transcendente e n um inteiro positivo. Entdo a poténcia t"™ € um
numero transcendente.

Demonstracdo. Vamos supor que " € um ntmero algébrico. Entao ele é raiz da equacao polinomial
CmT™ + Cp_12™ 4+ -+ 1z + cg = 0, com m > 0 inteiro e os coeficientes ¢,, # 0, ¢u_1 ,- .-, C1
e ¢p nameros inteiros. Logo,

0= Cm(tn)m + cmil(tn)m—l 4ot Cltn +co = Cmtnm + cmiltn(m—l) 4 +Cltn + ¢o.

Portanto, ¢ ¢ solugio da equacdo polinomial ¢,,z™™ + ¢m_12™™ D + ... 4+ 12" + ¢y = 0 com
coeficientes inteiros. Ou seja, £ é um nimero algébrico. O

Agora ja estamos em condicoes de provar que o nimero logy, t ¢ irracional, onde b > 1 é um nimero
inteiro e t > 0 é transcendente. Provemos por redu¢do ao absurdo. Suponhamos que existam

m m
inteiros positivos m e n tais que log, t = —. Segue que b= =t e, portanto,
n
b =t". (2)

Como t é transcendente, segue do Corolario 1 que t™ é transcendente. Por outro lado, o ntimero b™ é
algébrico, pois o conjunto dos niimeros algébricos é fechado em relacao a operacao de multiplicagao
como se pode ver em [1]. Logo, a igualdade (2) ndo pode ocorrer. Assim o nimero log, ¢ é irracional.

Nesta secao, tratamos de logaritmos (de base inteira) de nameros algébricos irracionais e de nime-
ros transcendentes. Ja nas segOes anteriores, tratamos de logaritmos de nimeros inteiros. Agora
nos resta investigar a natureza dos logaritmos (de base inteira) de ntameros racionais nao-inteiros.
Para isso, sejam m e n > 1 inteiros positivos (primos entre si) e b > 1 um namero inteiro. Vamos

supor que o numero log, — seja racional. Portanto, existem inteiros p e ¢ > 0, tais que
n

m _p
log,, o= 7 (3)

Vamos dividir a nossa argumentac¢ao em dois casos. Suponha, primeiramente que p > 0. Decorre
. . m 2
da igualdade (3) que: bi = — = nbs = m = nibP? = mq. Segue do Teorema Fundamental da

Aritmética que todo fator primo de n é também fator primo de m. No entanto, isso nao pode
an
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ocorrer pois os nimeros m e n > 1 sdo, por hipétese, primos entre si. Portanto, o ntimero log, —
n

é irracional.
Suponha agora que p < 0. Da igualdade (3) temos que:

P
q

m 2 -
bi = — = nbi =m = ni? = m? = n? = mib P = n? =mib"', onde p; = —p > 0.
n
Do Teorema Fundamental da Aritmética e da ultima igualdade acima, concluimos que todo fator
primo de m é também fator primo de n. No entanto, m e n sdo primos entre si. Assim, concluimos

que m = 1 e que n? = bP1. Em palavras, n? é uma p;-ésima poténcia de b. Portanto, esta é a
. . ~ m. . .
unica situacao em que log, — é um ntmero racional.
n

1 3 .
Por exemplo, o nimero log, = = —= & racional. Note que 82 = 4=(=3), Isso completa o nosso

estudo quanto a irracionalidade de um logaritmo de base inteira de um ntmero racional nao inteiro.

4. Resultados adicionais

Vamos apresentar, nesta secao, alguns problemas de logaritmos decimais cuja solucao recaem no

Teorema Fundamental da Aritmética ou no Teorema de Gelfond-Schneider. Comecemos com a
o - ) log3 . o :

seguinte indagacao: o ntimero Toa 2 é racional ou irracional? O resultado a seguir responde a esta

0g

questao.

Proposicao 4. Sejam a e b # 1 inteiros positivos tais que as suas decomposi¢oes (ou fatoragoes)

. ) . . ) loga
em fatores primos apresentam pelo menos um primo que nao é comum. Entao o nimero ] gb é
og
irracional.
. loga .. .
Demonstracao. Basta notar que Toad — log, a e utilizar a Proposicao 1 para obter a tese. O
0g

- . . . log3 . N .
A proposicao a seguir nos diz que o niimero ——, além de irracional, é transcendente.

log 2
.= , ; o ’ loga
Proposigao 5. Sejam a,b > 0 nimeros reais algébricos com b # 1. O nimero real Toud © racional
og

ou transcendente.

. loga ) L .y :
Demonstra¢do. Suponha que Touh — B, onde 8 > 0 é um irracional algébrico. Com isso,

0g

a="0" (4)

Como b # 1 é positivo e 5 &, por hipdtese, um irracional algébrico, segue da Proposi¢do 3 que
b? é transcendente. Por outro lado, a é algébrico, o que origina uma contradicdo em virtude da

¢é transcendente. O

igualdade (4). Portanto, o ntimero loga
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a .o~ s
] & 7, 1as condigoes da Proposicao 4, é transcendente.
og
Sejam a e b dois niimeros reais positivos. Dizemos que loga e logb sdo linearmente independentes
sobre Q quando a equacao rloga + slogb = 0, com r e s racionais, implica em » = s = 0. Do
contrario, dizemos que sao linearmente dependentes sobre Q.

Segue do resultado anterior que o niimero

Vamos denotar por A o conjunto dos nimeros reais algébricos.

Proposigao 6. Sejam a e b niumeros reais algébricos positivos. A independéncia linear de loga e
logb sobre Q implica na independéncia linear sobre A.

Demonstra¢do. Suponha que que a, b, « e 8 sdo nimeros algébricos tais que aloga + Slogb = 0.
log a

Dai segue que = ——. Como « e (8 sao algébricos, entao —— também é um nimero algébrico

logb «@ o

1
[1]. Como néo é transcendente, segue da Proposi¢ao 5 que log b
og
Portanto, loga = rlogb = loga — rlogb = 0. Ou seja, loga e logb sao linearmente dependentes
sobre Q. O

= r, onde r € um numero racional.

Como Q é um subconjunto de A entdo a independéncia linear de loga e logb sobre A implica na
indepencéncia sobre Q. Ou seja, a reciproca da proposi¢ao anterior é verdadeira.

Observagao 1. A Proposi¢ao 6 é equivalente ao Teorema de Gelfond-Schneider, provado no ano
de 1934. Ela nos diz que se a > 0, b > 0, a e 8 sao nimeros reais algébricos, com loga e logb
linearmente independente sobre Q, entdo aloga + Blogb # 0. No ano de 1966 o matematico
inglés Alan Baker provou que este resultado continua verdadeiro para uma quantidade arbitraria
de logaritmos. Essa prova lhe rendeu a Medalha Fields em 1970 ([3]).

5. Conclusao

Os exemplos de irracionalidade no Ensino Médio normalmente se restringem somente a poucos
ntmeros como /2, o Numero de Ouro ¢ ou 7, além de ntimeros cuja expressao decimal é fornecida.
No entanto, a demonstragao da irracionalidade do nimero 7 requer conhecimentos de Calculo.
Assim apresentamos outros exemplos de nimeros irracionais que surgem para alunos do Ensino
Meédio (os logaritmos) e cuja prova é acessivel ja que utiliza somente o Teorema Fundamental da
Aritmética.
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