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Implementacoes aritméticas

Evilson Vieira

Resumo

Neste trabalho apresentamos uma implementagao para execu¢ao manual do algoritmo estendido
das divisoes sucessivas de Euclides para a obtencao de solugoes de equacoes diofantinas lineares
de duas varidveis e, em particular, para o calculo do inverso multiplicativo modular. Também
apresentamos uma implementacao para o calculo manual da solu¢do de um sistema de restos.
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Abstract

In this work we present an implementation for manual execution of the extended algorithm of the
successive divisions of Euclid to obtain solutions of linear equations of two variables and, in parti-
cular, for the calculation of the modular multiplicative inverse. We also present an implementation
for the manual calculation of the solution of a system of remainders.

Keywords: arithmetic implementations; modular inverse; system of remainders.

1. Introdugao

Quando efetuamos célculos manuais sempre estamos executando alguns algoritmos previamente
estudados, comprovados e documentados por matematicos ao redor do mundo. Para executar-
mos tais algoritmos é necessario que usemos uma implementacao desses algoritmos. Chamamos
de implementacao uma diagramacdo intuitiva associada a um algoritmo, que registra, de forma
organizada, os passos do algoritmo e seus valores parciais. Uma boa implementacao é aquela que
além de tornar possivel a execugao do algoritmo:

o faz com que essa execugao seja rapida;

o evita cdlculos desnecessérios;

© evita repetigoes desnecessarias de termos;

o facilita a deteccao de erros de calculo;

Como exemplo citamos uma implementagao bem conhecida do cdlculo do mde (méximo divisor co-

mum) de dois niimeros inteiros positivos em que dispomos os valores parciais das divisGes sucessivas
de Euclides em uma estrutura matricial com trés linhas conforme ilustramos a seguir:
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Problema 1. Dados os inteiros positivos m,n, encontrar mdc(m,n).

Solugao: Convenientemente tomamos m > n. Usamos o algoritmo das divisdes sucessivas de
Euclides, registrando os quocientes e restos parciais na estrutura matricial abaixo:

42 | 43 | | 9k—1 | 9%
dy | dy | dy || dyy | dy
ry | e | T3 || (0)
Colocamos d; =m e dy =n e, para cada j = 1,2,3, ..., k, fazemos, recursivamente:

d;=djr gy +ry]e[dyn =15

ou seja, dividimos d; por d;, e anotamos o quociente ¢;, ; na primeira linha e o resto r; na terceira

linha e, depois disso, copiamos o resto obtido para a segunda linha. Repetimos esse procedimento
até obtermos um resto zero. Entao, o iltimo termo da segunda linha é o valor procurado, ou seja,

d;, = mdc(d,, d,).

Exemplo: Para m = 487 e n = 305 temos:

1 1
1 1871 305 | 182
487 | 305 1821 123
182

Pois 305 = 182 -1 + 123;
Pois 487 = 305 - 1 + 182; (note que 182 foi copiado da terceira para a
segunda linha)

Continuamos até obter um resto zero:

1 1 1 2 |11|1] 4
487 | 305 | 182 [ 123 [ 59 | 5 |4 | (1)
182 (123|159 | 5 | 4|1 |0

E concluimos que mdc(487,305) = 1.

Essa implementacao aritmética é bem popular e ilustra o quanto é interessante ter uma diagramagao
organizada das etapas parciais de um algoritmo.

2. Resolvendo equagoes diofantinas lineares com duas variaveis

Nesta secao, o foco é resolver equagoes da forma
mx +ny = c, (1)

onde m,n € Z, e queremos encontrar todos os pares de inteiros (z,y) que sejam solugoes desta
equagdo. E bem conhecido (veja [1] ou [2]) que, para essa equagio ter solucao, basta que mde(m, n) |
c. Consideraremos que tal afirmacdo é valida aqui em nosso problema.
>
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Suponhamos que conhegamos duas solugoes distintas da equagdo (1), digamos (zq,yy) € (1, 9;),

nesse caso temos:
mxy+ nyy = ¢
mx; + ny; = c.

Subtraindo-se os membros esquerdo e direito dessas duas equagbes, obtemos:
m(zy — xo) + n(y; — o) = 0.
Portanto, o par de inteiros (z; — 2, y; — yg) € solugdo da equagdo diofantina linear
mx + ny = 0. (2)

Seja d = mdc(m,n). Escrevamos m = dm, e n = dn,, dessa forma, mdc(m,,n;) = 1. Assim, (2)
torna-se

ny = —mx
dnyy = —dmx (3)
ny = —my.

Seja (z,y) uma solu¢do de (3). Como mdc(mq,n,) = 1, concluimos que ny | x, entdo podemos
escrever x = nyt, para algum inteiro ¢. Substituido-se essa igualdade em (3), temos

ny = —mngt
y = —myt.

(4)

n, m
Entao, as solugoes de (2) sdo os pares da forma (z,y) = (n,t,—m,t), ou seja, (z,y) = (Et’ fgt),
onde t percorre todos os nimeros inteiros. De acordo com tais resultados, se (g, y,) é uma solugdo
particular de (1) entdo, o conjunto de todas as solugoes de (1) é dado por

n m
— ; Z .
{(a:o + mdc(m,n)t’ Yo mde(m, n) t) ; t € mathbb }

Exemplo: (3,4) é uma soluc¢ao particular da equagao 5z — 3y = 3. Portanto o conjunto solugao
dessa equagdo é {(3 + 3t, 4+ 5t); t € Z}.

Dessa forma, resolver uma equagao diofantina linear de duas varidveis reduz-se a determinagao de
uma solugao particular (zq,y,)-

Na verdade, basta que saibamos resolver o Problema 2 abaixo:
Problema 2. Dados os inteiros positivos m, n, encontrar inteiros r e s tais que
r-m+s-n=d, (5)

onde d = mdc(m, n).

De fato, considere a equacao (1), onde d | ¢, se tivermos uma solugéo (r, s) do Problema 2, entdo
o par (27", 23) é uma solugao de (1), pois:

c . c c (rm + sn) €y

—rm+ —sn = —=(rm+sn) = =d = c.

d d d d
E bem conhecido que o Problema 2 sempre tem solugio (veja Teorema de Bachet-Bézout em [3]).
Esta solugao é obtida executando-se o algoritmo estendido das divisdes sucessivas de Euclides. Na

secao seguinte propomos uma implementacao para a execucao deste algoritmo.
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3. Implementacao do Algoritmo Estendido de Euclides

Nosso foco agora é propor uma implementacao para resolver o Problema 2. Primeiramente propo-
mos enxugar a implementacao do célculo do mdc mencionado na Introdugao. Note que a terceira
linha pode ser ignorada devido ao fato de que todos os seus termos sdo copiados para a segunda
linha. Podemos, entdo, deixar a implementagdo apenas com as duas primeiras linhas:

| ao | a5 | [ aus | a |
dy [dy [ dg | [dpy | (dg) [0
Onde d; =m e dy, =n e para cada j = 1,2,3, ..., k, fazemos, recursivamente:
’dj =djiq -1+ djpo ‘ (6)

até que o dltimo termo da segunda linha seja zero. Entao o peniltimo termo da segunda linha é
o valor procurado, ou seja,
d;, = mde(dy, ds)

Exemplo: Para m = 487 e n = 305 temos:

| L | [ L] [ L] 112/l
487 | 305 | 182 4871305 | 182 | 123 487305 [ 182 [123 [ 59| 5 [4[(1)]0

E concluimos que mdc(487,305) = 1.

Note que, nos casos em que mdc(m,n) = 1, podemos encerrar a etapa das divisdes sucessivas no
momento em que obtivermos o primeiro resto igual a 1, pois ji sabemos que o préximo resto sera
ZETO0.

Apoés executada esta primeira parte do algoritmo, adicionamos uma nova linha a estrutura inical,

com elementos a;:

42 | 93 | " | k-1 | 9k
dy | dy | dg || dypy | (dy) |0
Gy | Qg [ A3 | = [ Qg1 | O

de forma que, para cada posi¢ao j tenhamos:

aj-djq+ajq-d;=dg (7)
19 1 941 | ] 9k

dj ><dj+1 (dk) 0

i | Gjpq || ay

As setas duplas cruzadas indicam os pares de inteiros a serem multiplicados, de forma que a soma
desses produtos seja dj. Observe que, substituindo d;,; na equacao (7) usando (6), obtemos uma
expressao para a;_; que depende, apenas, de g;, a; € a;,q:

aj . (dj—l - d] . q]> + aj+1 . d] - dk
a]dj_l—a]djq]+aj+1dj = dk: (8)
(a1 —q;-a;)dj+a;-diy = dy

a; q
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9i—1 1 495 | Y9541
diy | d;|d;

7 J+1
i1 | @5 | G4

Ou seja, cada termo da terceira linha pode ser obtido a partir dos dois termos posteriores, entao
a terceira linha precisa ser preenchida da direita para a esquerda. Observemos que os candidatos
mais simples para as duas ultimas posigdes, a; e a;_;, para que satisfacam a equagdo (7), sdo

’ak = 0‘ e ’ak% =1 ‘ Portanto, podemos iniciar o preenchimento da terceira linha comecando

com 0 e 1:
> | 93 | = | k1 dk
dy | dy | dg |- dkffli (cék) 0
Veja que:

1-d,+0-d,,_; =d,

Terminamos o preenchimento usando a recorréncia obtida na equagéo (8):
aj—1 = Qjp1 — g5 4y

No final da recorréncia obteremos os valores a; e a, que satisfazem a equagao
ay - dy +ay-dy =d

que era nosso objetivo.

Exemplo: Para m = 487 e n = 305, a implementacao fica da seguinte forma:

1 1 1 |2 ]11]1] 4
487,),305 [ 182123 [ 59 5 [4[ (1) [0
99°T—62] 37 =25 12 =11 O

E temos os valores r = —62 e s = 99, que satisfazem a equagdo que querfamos:

(—62) - 487 499 - 305 = 1

3.1. O inverso multiplicativo modular

Quando mdc(m,n) = 1, os valores 7 e s obtidos podem ser interpretados como inverso multiplica-
tivo de m médulo n e inverso multiplicativo n médulo m, respectivamente. De fato, se tivermos:

r-m+s-n=1

Entéao:

’r~mzl (modn)‘e’swn,zl (modm)‘

- @= sBm
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—1

Denotaremos por M, 0 inverso multiplicativo de m modulo n.

No nosso exemplo temos 487(’3%5) =—62¢ 305(’4187) = 99. A seguir fazemos uso de um problema
para ilustrar a aplicacdo do dispositivo:

Problema 3. Qual o menor inteiro positivo cujo produto com 305 deixa resto 43 quando dividido
por 4877

Solugao:
3052 = 43 (mod 487)
(305457, - 305)z = 305,57 -43  (mod 487)
—:,1—/
x = 99-43 (mod 487)
x = 361 (mod 487).

4. Resolvendo um sistema de restos

Nosso problema agora é resolver o sistema de restos:

xr = (mod my)
T = ay (mod ms)
T = ag (mod my) 9)
z = a.k (moa my),

onde mdc(m;,m;) = 1, para i # j.
E bem conhecido (veja Teorema Chinés do Resto em [1], [2] ou [3]) que esse sistema tem solucdo,
e que essa solucao é dada por:
xEMlbl +M2b2+M3b3++Mkbk (mod M), (10)

onde

M = mymgomg - my,

M
M= — ,je{1,2,3,..,k}
M

Mb; =a; (mod m;),je€{l,2,3,...,k}.

O valor de M e os valores {M;, My, M5, ..., M.} sdo obtidos sem dificuldade. Para obter os valores
{by, by, b5, ..., b, }, fazemos:

Mb;, = a; (mod m;)
<]u'7 (my) Mj)bj B AIJ (:771_7.)a3 <m0d mJ) (11)
_:,1—/
b, = Mj(_nlzj)aj (mod m;),

@~ sBm
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onde szl ) pode ser calculado da seguinte forma:
mj
—1
-1 _
Mj(mj) = Hmi (mod m;)
i#j (mj) (12)
- -1
Hml(m]) (mod m;)
i#j

E, assim, temos a solugdo do sistema (9).

4.1. A implementacao do algoritmo

Apresentamos, agora, a implementagdo proposta para o célculo da solugdo do sistema (9).

Primeiramente, ordenamos as equacoes do sistema de forma que m; > my > mg > -+ > my e

montamos uma tabela com os termos ¢; ;) = ml(*n}b > para E S
; .
J

€2 | “as) || Sk
2.1) €23) || C2.k)

€3.1) | €3.2) B N

Ck,1) | Ck2) | C(k,3)

Note que deixamos vazias as células c(; ;), ou seja, as células da diagonal.

Executando-se a implementacao do célculo do inverso multiplicativo modular para os pares (mq,ms,),

(mq, ms), ..., (my,m;,), obtemos a primeira coluna e primeira linha da tabela, conforme ilustrado
abaixo:
#
my my
“2,1) | €12
“.2) | “a3) | ] Cuk)
- i
(2,1)
. my ms
Cr
(3,1)
: €31 | “13)
Clk,1)
#
my my

Clk,1) | C(1,k)

Executando-se a implementagdo do cdlculo do inverso multiplicativo modular para os pares (mqy, ms),
(mg, my), ..., (Mg, m,), completamos a segunda coluna e segunda linha da tabela. E assim por
diante (os simbolos “#” representam valores que aparecem na implementa¢ao mas que nao serao

lteis na montagem da tabela).
S
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Feito isso, preenchemos as células vazias com os termos {ay, aq, as, ..., a;} do sistema de restos, de

forma que o termo a; ocupe a célula (4, 7). Por fim, acrescentamos uma linha extra a tabela onde

colocaremos os valores {by, by, b, ..., b }.

ay €12 | 1,3 | | Sk
C(2,1) Qg C2,3) | | G2,k)
€31 | €3,2) as ]G3k
Cle,n) | Ck2) | Ck3) | | Ak
[ b [ by | by [] by |

Das equagdes (11) e (12) concluimos que cada b; é o produto de todos os elementos da coluna j da

tabela, moédulo m;, ou seja:

by = a1€2,1)¢3,1) """ C(k,1) (mod my)
by = €(1,2)22€(3,2) """ C(k,2) (mod m.)
by = 1,302,303 Ck,3) (mod mg)
b, = C(1,k)C(2,k)C(3,k) " Ak (mod my).

E, finalmente, podemos escrever a solucao:
x = M;by + Myby + M3bs + -+ Myb, (mod M). (13)

Em geral, buscamos a menor solug¢do nao negativa do sistema, ou seja, queremos que 0 < x < M.
Para isso, basta escolher os b;s, convenientemente, de forma que:
Mby  Myb,  Msbs n M,b,

< 1
0 i + Vi + i + Vi <
b b b b
0 < L4242 4421
my My M3 my

Cabe observar que escolha dos b; s dessa forma nao é tnica.

Para fins de organizacio, é interessante escrever a solucao (13) como:
x = [bymymg -my] + [mybymg - my] + [mymgbs - my] + -+ + [mymgomg - by] - (mod M).

ou seja, a j-ésima parcela ¢ obtida substituindo-se m; por b,.

4.2. Um exemplo ilustrativo

mod 17)
mod 15)
mod 11)
mod 7)

Vamos resolver o sistema de restos:

I i
S
—~ e~~~

8 8 8 8

. @= sBm
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Preenchemos a diago-
nal da matriz com os
117 11 2 |1 111 |1 valores fornecidos no
17115 |21 15 [11] 4 1 11 7| 4 1 | problema.
8 |—=7]11]0 -4 3 |-1]1 —3(2|-1]1
1111 2
17111 6 |51 15|71
=312 |-=1]1]0] —-2|1|0
2 |2
17 7 |31
51—=2]1|0
—7 2| -2 —7 21 -2 —7 22
8 8 3 1 8 3 1
-3 —3] 4 —3]| 4 77 2] 2
5 51 —2 Sl —2|—3 81 12 3 ]
N I I e N O N | I I A
5 —21(—-3 5
L [ [ ]

Substituiremos o 12 por —3 na segunda coluna, visto que € médulo 15. Usar valores o mais préximos
de zero quanto pudermos pode simplificar os cdlculos. Os valores obtidos na implementagao do
inverso multiplicativo modular ji estdo o mais préximo de zero possivel. Agora calculamos os
valores {b;,by,b3,b,} colocando-os na linha extra da matriz. Cada b; é o produto dos termos da

coluna j moédulo m;.

7| =7 2| -2

by=7-8-(=3)-5=—T (mod 17) 81 =3] 3] 1
by=(~T)(~3)-(—4) - (~2) =3 (mod 15) R
b3=2-3-4-(=3)=5 (mod 11) 5 —21]-3
b,=(-2)-1-2-5=1 d 7
=) mod 7 EARININ

E entao temos a solugao:

z = [(—=7)-15-11-7) +[17-3-11-7) + [17-15-5-7) + [17-15-11-1] (mod 17-15-11-7)

x =7572 (mod 19635)

Note que
j+i+i+l>i+l>0
17 15 11 7~ 15 7
S A s
7 15 11 7 11 72 2
. , . . 10 3 —6 1
Note, também, que poderiamos ter escolhido b; =10e b3 = —6,pois0 < —+ —+-—+ - < L.

17 15 ﬂ7

N
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Para fugir dessa desigualdade podemos escolher os b; s 0 mais proximos de zero que pudermos. Mas,
ocasionalmente, serd necessirio somar algum miltiplo de M (positivo ou negativo) ao resultado
final para obtermos a menor solu¢do nao negativa.

Observe que todas as etapas intermediarias ficam bem diagramadas e organizadas favorecendo uma
menor possibilidade de erro. E se houver erros, a diagramacao facilita sua detecgao.
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